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ВВЕДЕНИЕ 
 

Одним из важнейших моментов учебного процесса является само-
стоятельная работа студентов. Ее цель состоит в том, чтобы выра-
ботать прочные навыки самостоятельной работы с книгой, форми-
ровать умение рационально организовать свой умственный труд. Са-
мостоятельная работа студентов по математике способствует лучшему 
усвоению теоретического материала и методов решения практических 
задач. 

Предлагаемое пособие содержит теоретический материал по теме 
«Дифференциальное исчисление функции одной переменной», реко-
мендуемую литературу, задачи для решения на практических занятиях 
и в качестве домашнего задания.  

Для того чтобы студенты могли оценить уровень своих знаний по 
разделу «Дифференциальное исчисление функции одной переменной», 
в данное издание включены: контрольный тест, типовой пример мо-
дульного задания, а также тридцать вариантов индивидуального до-
машнего задания. После выполнения студентами варианта индивиду-
ального задания и проверки его преподавателем предполагается защи-
та задания в форме контрольной работы. При этом студент должен 
показать знание соответствующих теоретических вопросов раздела и 
приобретенные навыки при решении задач. 

Данная разработка является одной из составных частей орга-
низационно-методического обеспечения учебного процесса кафедры 
высшей математики для студентов инженерных специальностей. 

 
РЕКОМЕНДУЕМАЯ ЛИТЕРАТУРА 

 
1. Кудр явцев ,  В. А. Краткий курс высшей математики / В. А. Кудрявцев, 

Б. П. Демидович. – М.: Наука, 1989. – 656 с. 
2. Жевняк ,  Р. М. Высшая математика: основы аналитической геометрии и линей-

ной алгебры. Введение в анализ. Дифференциальное исчисление функций одной пере-
менной / Р. М. Жевняк, А. А. Карпук. – Минск: Вышэйш. шк., 1992. – 382 с. 

3. Пись менный,  Д. Т. Конспект лекций по высшей математике: в 3 ч. / Д. Т. Пись-
менный. – 2-е изд., испр. – М.: Айрис-пресс, 2004. – Ч. 1. – 288 с. 
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1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ 
ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

 
1.1. Производная функции, 

ее геометрический и физический смысл 
 

Изменение независимой переменной x , равное xxx ∆=− 12 , назы-
вается приращением аргумента, а разность =∆y )()( 12 xfxf −  –
приращением функции на отрезке 1 2[ ; ]x x  или =∆y

)()( 11 xfxxf −∆+= , где xxx ∆+= 12 . 
Производной функции )(xfy =  в точке х называется предел от-

ношения приращения функции к приращению аргумента, когда при-

ращение аргумента стремится к нулю: 
x
yy

x ∆
∆

=
→∆ 0

lim' . Другими обозна-

чениями производной могут быть ,
dx
dy )(xf ′ . 

Функция, имеющая в данной точке конечную производную, назы-
вается дифференцируемой в этой точке. Операция ее нахождения 
называется дифференцированием функции. Если функция дифферен-
цируема в некоторой точке 0xx = , то она непрерывна в этой точке. 
Однако обратное утверждение, вообще говоря, не верно, т. е. из непре-
рывности дифференцируемость функции в точке не следует. 

Механический смысл производной: скорость прямолинейного дви-
жения материальной точки в момент времени t есть производная от 
пути s по времени t. 

tsv ′= . 
Физический смысл производной: если функция )(xfy =  описыва-

ет какой-либо физический процесс, то производная y′  есть скорость 
протекания этого процесса. 

Экономический смысл производной: если функция )(xfy =  опи-
сывает некоторый экономический процесс, то ее производная характе-
ризует предельную эффективность этого процесса. 

Геометрический смысл производной: производная функции в 
точке 0x  равна угловому коэффициенту касательной, проведенной к 
кривой )(xfy =  в точке с абсциссой 0x . 

Касательной к графику функции )(xfy =  в точке М называется 
предельное положение секущей, проходящей через данную точку. 
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1.2. Вычисление производной 
 

На практике производные функций находят с помощью формул и 
правил. Основными формулами дифференцирования являются: 

 

1) 0=′C , где (С = const); 2) 1)( −=′ nn nxx ; 

3) xx ee =′)( ; 4) aaa xx ln)( =′ ; 

5) 
x

x 1))(ln( =′ ; 6) 
)ln(

1))((log
ax

xa =′ ; 

7) )cos())(sin( xx =′ ; 8) )sin())(cos( xx −=′ ; 

9) 
)(cos

1))tg(( 2 x
x =′ ; 10) 

)(sin
1))ctg(( 2 x

x −=′ ; 

11) 
21

1))(arcsin(
x

x
−

=′ ; 12) 21
1))(arctg(
x

x
+

=′ . 
 

Пусть функции u = u(x) и v = v(x) дифференцируемы в некотором 
интервале (a; b). Справедливы следующие правила: 

1) производная алгебраической суммы двух функций равна алгеб-
раической сумме производных этих функций: vuvu ′±′=′± )( ; 

2) производная произведения двух функций равна произведению 
производной первой функции на вторую плюс произведение первой 
функции на производную второй: vuvuvu ′⋅+⋅′=′⋅ )( ; 

0x
 

х  

y
 

0y

О 
α  

нормаль 

касательная )(xfy =  

0 кас.( ) tg(α)y x k′ = =

M 
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3) постоянный множитель можно выносить за знак производной: 
ukuk ′⋅=′⋅ )( ; 

4) производная частного двух функций, если знаменатель не равен 
нулю, равен дроби, знаменатель которой есть квадрат прежнего знаме-
нателя, а числитель равен произведению производной числителя на 
знаменатель минус произведение числителя на производную знамена-

теля: 2v
vuvu

v
u ′⋅−⋅′

=
′






 . 

Пример 1. Найти производные функций: 

а) 2
2

3
243
xx

xxy −+−= ;  б) 
3

4 3 435
x

xxy +−= ; 

в) ( ) )sin(32 2 xxy ⋅−= ;  г) 
12
43 2

+
−

=
x

xy . 

Решение. а) =
′






 −+−=′ 2

2

3
243
xx

xxy ( ) ( ) −′+′−
′ −12 43 xxx  

=
′






− −2

3
2 x ( ) ( ) ( ) =′−

′
+′−

′ −− 212

3
243 xxxx −−⋅+−⋅ −2)1(4123 xx  

32
3

3
4416)2(

3
2

xx
xx +−−=−⋅− − ; 

б) =
′











+−=

′









+−=′

−
3
1

4
3

2
1

3
4 3 435435 xxx

x
xxy −⋅

−
2
1

2
15 x  

3 44
3
4

4
1

3

4
4

9
2

5
3
14

4
33

xxx
xx −−=





−⋅+⋅−

−−
; 

в) 2 2(2 3) sin( ) (2 3) (sin( )) 4 sin( )y x x x x x x′′ ′= − ⋅ + − ⋅ = ⋅ +  
2(2 3) cos( )x x+ − ⋅ ; 

г) =
+

′+⋅−−+⋅′−
=′ 2

22

)12(
)12()43()12()43(

x
xxxxy
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=
+

−−+
= 2

2

)12(
)43(2)12(6

x
xxx

=
+

+−+
2

22

)12(
86612

x
xxx

2

2

2

2

)12(
)433(2

)12(
866

+
++

=
+

++
=

x
xx

x
xx . 

Пример 2. Вычислить производную функции 3 2
5

2 5
3
12 x
x

xy +−=  

при 1−=x . 

Решение. Найдем производную: =
′






 +−=′ 3 2

5
2 5

3
12 x
x

xy  

36
3
1

63
2

52

3
10

3
54

3
25

3
)5(225

3
12

xx
xxxxxxx ++=⋅+

−
−⋅=

′











+−=

−−− .  

Тогда =
−

+
−⋅

+−⋅=−′
36 13
10

)1(3
5)1(4)1(y

3
25

3
10

3
54 −=−+− . 

Пример 3. Вычислить производную функции 
14
32

−
−

=
x

xy  при x = –

2. 
Решение. Найдем производную функции:  

=
−

′−⋅−−−⋅′−
=′ 2

22

)14(
)14()3()14()3(

x
xxxxy =

−
−−−

2

2

)14(
)3(4)14(2

x
xxx  

2

2

2

22

)14(
1224

)14(
12428

−
+−

=
−

+−−
=

x
xx

x
xxx . Вычислим значение производной 

при 2−=x : =
−−⋅

+−⋅−−⋅
=′ 2

2

)1)2(4(
12)2(2)2(4y

81
32

81
12416

=
++ . 

Пример 4. Среди функций а) 43 2 −= xy ;  б) 56 += xy ;  

в) xxy −= 26  найти такие, производная которых равна 6х. 

Решение. Найдем производные: а) xxy 6)43( 2 =′−=′ ; 

б) 6)56( =′+=′ xy ;  в) 112)6( 2 −=′−=′ xxxy . Следовательно, ис-

комой функцией будет 43 2 −= xy . 
Пусть функция )(xu ϕ= имеет в некоторой точке х производную 

)(xu ϕ′=′ , а функция )(ufy =  имеет в соответствующей точке 
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)(xu ϕ= производную )(ufyu ′=′ . Тогда функция ))(( xfy ϕ=  является 
сложной и ее производная находится по правилу: производная слож-
ной функции по основному аргументу равна произведению производ-
ной функции по промежуточному аргументу на производную проме-
жуточного аргумента по основному аргументу, т. е. xux uyy ′⋅′=′ . 

Это правило распространяется на сложные функции, которые име-
ют любое конечное число промежуточных аргументов. 

Пример 5. Найти производные функций:  
а) ;

23xey −=   б) );(sin3 xy =   в) )2cos(1 xy −= . 

Решение: a) введем промежуточный аргумент 23xu −= . Тогда 
uey = , xux 6−=′ , u

u ey =′ , 
236)6( xu

xux xexeuyy −−=−=′⋅′=′ ; 

б)  функцию можно записать в виде 3))(sin(xy = . Введем промежу-

точный аргумент )sin(xu = , тогда 3uy = . По формулам для производ-
ной сложной функции имеем:  

==′⋅′=′⋅′=′ )cos(3))(sin()( 23 xuxuuyy xuxux
23sin ( ) cos( );x x  

в) запишем функцию в виде 2
1

))2cos(1( xy −= . Введем промежу-

точные аргументы xv 2=  и )cos(1 vu −= . Тогда 2
1

uy = . Так как имеем 
два промежуточных аргумента, то  

⋅′−⋅
′











=′⋅′⋅′=′ v

u
xvux vuvuyy ))cos(1(2

1

=′xx)2(
1
21 sin( ) 2

2
u v
−
⋅ ⋅ =  

)2cos(1
)2sin())2cos(1()2sin( 2

1

x
xxx

−
=−⋅=

−
. 

Таким образом, 
)2cos(1

)2sin(
x

xy
−

=′ . 

Пусть функция у задана в неявном виде, т. е. в виде уравнения 
( ; ) 0F x y = . Для нахождения производной от у по х нужно продиффе-

ренцировать данное уравнение по х, считая при этом у функцией от х. 
В итоге производная неявной функции выражается через аргумент х и 
функцию у. 

Пример 6. Найти производную функции у, заданной в неявном ви-
де, т. е. уравнением 0333 =−+ xyyx . 
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Решение. Дифференцируем данное уравнение, считая при этом у 
функцией от х:  

0)3( 33 =′−+ xyyx ,    0)3()()( 33 =′−′+′ xyyx , 

0)(333 22 =′+−′+ yxyyyx ,    03333 22 =′−−′+ yxyyyx , 

0)( 22 =−′+− xyyyx ,   22 )( xyxyy −=−′ ,   
xy

xyy
−
−

=′ 2

2

. 

Если требуется найти производную произведения нескольких 
функций или дроби, числитель и знаменатель которой содержат про-
изведения, то обе части выражения лучше всего вначале прологариф-
мировать. Такая операция называется логарифмическим дифференци-
рованием, а производная от логарифма функции – логарифмической 
производной. 

Производные функций вида ( ) )()( xxfy ϕ=  можно найти лишь спо-
собом логарифмического дифференцирования. Такие функции назы-
ваются степенно-показательными. 

Пример 7. Найти производные функций: 

а) )2()72()5( 32 −−+= xxxy ;  б) 5
2

4
)2(

−
+

=
x
xxy ;  в) 12

))2(sin( += xxy . 

Решение: a) логарифмируем функцию:  
++= )5ln(2)ln( xy )2ln()72ln(3 −+− xx . 

Найдем производную от обеих частей полученного выражения: 

( )′−+−++=′ )2ln()72ln(3)5ln(2))(ln( xxxy , 

2
12

72
13

5
12

−
+⋅

−
⋅+

+
⋅=

′
xxxy

y ,    
2

1
72

6
5

2
−

+
−

+
+

=
′

xxxy
y , 









−
+

−
+

+
⋅=′

2
1

72
6

5
2

xxx
yy , 

=′y ⋅−−+ )2()72()5( 32 xxx 







−
+

−
+

+ 2
1

72
6

5
2

xxx
; 

б) запишем функцию в виде 
5
1

2

4
)2(








−
+

=
x
xxy и обе части пролога-

рифмируем: ( ) ))4ln(2ln)(ln(
5
1)ln( 2 −−++= xxxy . Найдем производ-
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ные от обеих частей выражения: ( ) ( )( )′−−++=′ )4ln(2lnln
5
1ln 2 xxxy , 









−
−⋅

+
+=

′
4

12
2

11
5
1

2 x
x

xxy
y

, т. е.  







−
−

+
+=′

4
1

2
21

5
1

2 xx
x

x
yy ,   

5
1

=′y 5
2

4
)2(

−
+

x
xx









−

−
+

+
4

1
2

21
2 xx

x
x

; 

в) функция является степенно-показательной. Поэтому перед диф-
ференцированием ее обязательно нужно прологарифмировать:  

))2ln(sin()1()ln( 2 xxy ⋅+= . 
Затем продифференцируем обе части полученного выражения: 

=′))(ln(y ( ) ,))2ln(sin()1( 2 ′
⋅+ xx  

т. е. +⋅′+=
′

))2ln(sin()1( 2 xx
y
y ( ) ,))2ln(sin()1( 2 ′⋅+ xx  

))2(sin(
)2sin(

1))2ln(sin(2
2

′⋅
+

+=
′

x
x

xxx
y
y

, 

2)2cos(
)2sin(

1))2ln(sin(2
2

⋅⋅
+

+=
′

x
x

xxx
y
y

,

)2ctg()1(2))2ln(sin(2 2 xxxx
y
y

⋅++=
′

, 

( ))2ctg()1(2))2ln(sin(2 2 xxxxyy ⋅++⋅⋅=′ , 

( ))2ctg()1(2))2ln(sin(2))2(sin( 212
xxxxxy x ⋅++⋅=′ + . 

 
1.3. Дифференциал функции 

 
Пусть функция y = f(x) имеет производную в точке х: 

)(lim
0

xf
x
y

x
′=

∆
∆

→∆
. 

Тогда можно записать: α+′=
∆
∆ )(xf

x
y

, где α→0, при ∆х→0. Следо-

вательно: xxxfy ∆⋅α+∆⋅′=∆ )( . Величина α∆x – бесконечно малая 
более высокого порядка, чем f ′(x)∆x, т. е. f ′(x)∆x – главная часть при-
ращения ∆у. 
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Дифференциалом функции f(x) в точке х называется главная ли-
нейная часть приращения функции f ′(x)∆x. Обозначается дифференци-
ал функции dy или df(x).  

Из определения следует, что dy = f ′(x)∆x, а так как можно доказать, 
что ∆x = dx, то производная функции определяется отношением 

dx
dyxf =′ )( . 

Пример 1. Записать дифференциалы заданных функций: 

а) )(cos
2
1)sin()cos( 2 xxxs += ;   б)

 12

2 2

+
=

n
enm

n

;  

в)
 )sin(2

tgln
k

kkp −













= ;           г) 








−

= 8

4

1
2arctg

u
uz . 

Решение: a) сначала преобразуем данную функцию 1 sin(2 )
2

s x= +
 

21 cos ( )
2

x+ и найдем ее производную: 

=−=−⋅⋅⋅+⋅⋅=′ )cos()sin()2cos())sin(()cos(2
2
1)2cos(2

2
1 xxxxxxs

 

).2sin(
2
1)2cos( xx −=

 

Тогда дифференциал функции равен ;2sin
2
12cos dxxxds 






 −=  

б) найдем производную функции
 12

2 2

+
=

n
enm

n

: 

=
+

++
=

+
−++

=′ 22

53

22

323

)1(
222

)1(
2)1)(22(

222222

n
neenen

n
ennennem

nnnnnn

 

22

24

)1(
)1(2

2

+
++

=
n

nnnen

. 

Тогда дифференциал функции равен ;
)1(

)1(2
22

242

dn
n

nnnedm
n

+
++

=  

в) найдем производную функции
)sin(2

tgln
k

kkp −













= : 
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.
)(sin
)cos(

)(sin
)cos()sin()sin(

)(sin
)cos()sin(

2
cos

2
sin2

1
)(sin

)cos()sin(
2
1

2
cos

1

2
tg

1

222

2
2

k
kk

k
kkkk

k
kkk

kkk
kkk

kk
p

=
+−

=
−

−

−
















=
−

−⋅








⋅








=′

 

Тогда дифференциал функции равен dk
k
kkdp
)(sin
)cos(

2= ; 

г)

 

найдем производную функции 







−

= 8

4

1
2arctg

u
uz :

 =
−+

+−−
=

−
−−−

⋅









−

+
=′ 2828

1111328

28

4783

28

8 )1()1(
)1688()1(

)1(
2)8()1(8

)1(
41

1
uu

uuuu
u

uuuu

u
u

z  

8

3

28

83

28

113

1
8

)1(
)1(8

)1(
88

u
u

u
uu

u
uu

+
=

+
+

=
+
+

= . 

Тогда дифференциал функции равен du
u

udz 8

3

1
8
+

= . 

Геометрический смысл дифференциала функции: дифференциал 
функции f(x) в точке х равен приращению ординаты касательной к 
графику этой функции в рассматриваемой точке. 

Если u = f(x) и v = g(x) – функции, дифференцируемые в точке х, то 
непосредственно из определения дифференциала следуют свойства: 

 
1) dC = 0, где (C = const); 
2) d(u ± v) = (u ± v)′dx = u′dx ± v′dx = du ± dv; 
3) d(uv) = (uv)′dx = (u′v + v′u)dx = vdu + udv; 
4) d(Cu) = Cdu 

5) 2v
udvvdu

v
ud −

=





 . 

Применение дифференциала функции в приближенных вычис-
лениях: в бесконечно малой окрестности точки х0 будет справедливо 
следующее приближенное равенство ∆f(x0) ≈ df(x0), т. е. можно запи-
сать f(x0+∆ x) – f(x0) ≈ f ′(x0)∆x, или  

 
f(x0+∆ x) ≈ f(x0) + f ′(x0)∆x. 
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Пример 2. Не используя калькулятор, оценить значение выражения 
03,81 . 

Решение. Рассмотрим функцию xy = в точке x0 = 81, в которой 
она легко вычисляется. Рассмотрим ∆-окрестность этой точки: ∆x =       
= х – x0 = 81,03 – 81 = 0,03.  

Вычислим значение этой функции в точке x0: f(x0) =
 

981 = . Опре-
делим значение ее производной в этой точке: 

x
xf

2
1)( =′ , а 

18
1)81()( 0 =′=′ fxf . 

Тогда f(x0+∆ x)= 0017,9
600
19

600
19

100
3

18
1903,081 ==+=⋅+≈+ . 

Пример 3. Вычислить приближенно cos(59o). 
Решение. f(x) = cos(x),   x0 = 60°, x∆ = 59°– 60° = –1° 0,017 рад.≈ −  

f(x0) = cos(60°) = 0,5,  f '(x) = – sin(x),  f '(x0) = –sin(60°) = 3 0,866
2

− ≈ − . 

Используем формулу  f(x0+∆ x) ≈ f(x0) + f ′(x0)∆x, 
f (x0 + Dx) ≈ 0,5 – 0,866 (–0,017) = 0,514,  т. е. cos(59°) ≈ 0,514. 

 
1.4. Уравнения касательной и нормали к плоской кривой 

 
Если к графику функции )(xfy =  в точке 0 0 0( ; )M x y проведена ка-

сательная, то точка 0M называется точкой касания. Исходя из гео-
метрического смысла производной, угловой коэффициент касательной 
равен значению производной в точке касания, т. е. )( 0xfk ′= . Тогда 
уравнение ))(( 000 xxxfyy −′=− является уравнением касательной к 
графику функции )(xfy =  в точке 0 0 0( ; )M x y . 

Прямая, перпендикулярная касательной и проходящая через точку 
касания, называется нормалью к кривой. Так как угловые коэффици-
енты касательной и нормали обратны по величине и противоположны 

по знаку, то уравнение )(
)(

1
0

0
0 xx

xf
yy −

′
−=−  является уравнением 

нормали к графику функции )(xfy = в точке 0 0 0( ; )M x y . 
Пример 1. Найти угол α наклона касательной, проведенной к па-

раболе 522 +−= xxy в точке касания с абсциссой 5,10 =x . 
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Решение. Производная функции 22 −=′ xy . Тогда значение произ-
водной в точке 5,10 =x равно 125,12)5,1( =−⋅=′f . Это означает, что 

1)(tg =α=k . Следовательно, °=α 45 . 
Пример 2. Написать уравнения касательной и нормали к параболе 

32
2
1 2 +−= xxy в точке касания с абсциссой 40 =x . 

Решение. Подставим 40 =x  в уравнение параболы и найдем 

33424
2
1 2

0 =+⋅−⋅=y . Следовательно, 0 (4; 3)M есть точка касания. 

Производная функции равна 2−=′ xy . Вычислим значение производ-
ной при 40 =x : 224)4( =−=′f . Тогда уравнение )4(23 −=− xy или 

052 =−− yx является уравнением касательной. Уравнением нормали 

будет )4(
2
13 −−=− xy или 0102 =−+ yx . 

Пример 3. Составить уравнение касательной и нормали к линии  

3

сos (2 )
при

6sin ( )
х t

t
у t
= π

=
=

. 

Решение. Производная функции, заданной параметрически, нахо-

дится по формуле ;t
х

t

у
у

x
′

′ =
′

23sin ( ) cos( ) 3 sin( ).
2sin(2 ) 4х

t tу t
t

⋅′ = = −
−

 При 
6

t π
=  

она будет равна 
3 sin
4 6ху π ′ = − ⋅  

 
3 1 3
4 2 8

= − ⋅ = − . 

Определим координаты точки касания (х0; у0): 
3

0 0
1 1cos 2 cos ; sin .

6 3 2 6 8
x уπ π π
= ⋅ = = = =  

Тогда касательная заданной функции в точке 
1 1;
2 8

 
 
 

определяется 

уравнением  
1 3 1 ;
8 8 2

у х − = − − 
 

3 3 1 3 5;
8 16 8 8 16

у х у х= − + + = − + , 

а уравнение нормали –  
1 8 1 ;
8 3 2

у х − = − 
 

8 4 1 ;
3 3 8

у х= − +
8 29 .
3 24

у х= −  
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1.5. Производные высших порядков 
 

Пусть функция )(xfy =  в области D имеет конечную производ-
ную )(xfy ′=′ , которая, в свою очередь, также является функцией от 
переменной х в этой же области. Производная y′ называется производ-
ной первого порядка. Если существует производная от производной 
первого порядка, то она называется производной второго порядка или 
второй производной от функции )(xfy = и обозначается y ′′ или ).(xf ′′  
Производная от производной второго порядка называется производной 
третьего порядка или третьей производной и обозначается y ′′′ или 

)(xf ′′′ и т. д. Производные, начиная со второго порядка и выше, назы-
ваются производными высших порядков. 

Пример 1. Найти производную четвертого порядка функции 
145 23 +−+= xxxy . 

Решение. 4103 2 −+=′ xxy ; 106 +=′′ xy ; 6=′′′y ; 0)4( =y . 
Пример 2. Вычислить значение производной третьего порядка 

функции )3sin( xy = при 
3
π

=x . 

Решение. Найдем производную третьего порядка:  
)3cos(33)3cos( xxy =⋅=′ ;  )3sin(93))3sin((3 xxy −=⋅−⋅=′′ ; 

)3cos(273)3cos(9 xxy −=⋅−=′′′ . Тогда =





 π
⋅⋅−=






 π′′′

3
3cos27

3
y  

27)1(27)cos(27 =−⋅−=π−= . 
 

1.6. Правило Лопиталя  
и его применение к раскрытию неопределенностей 

 

При вычислении предела отношения двух функций 
)(
)(

x
xf

ϕ
 в точке 

0x  может оказаться, что при 0xx →  числитель и знаменатель одно-
временно стремятся к нулю или к бесконечности, т. е. одновременно 
являются или бесконечно малыми, или бесконечно большими функци-
ями. Вычисление предела в этом случае называется раскрытием не-
определенности и может выполняться по правилу Лопиталя, суть 
которого в следующем. 
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Пусть функции )(xf  и )(xϕ одновременно стремятся к нулю или к 
бесконечности при 0xx →  и 0)( ≠ϕ′ x  в окрестности точки 0x . Если 

существует предел отношения производных 
)(
)(lim

0 x
xf

xx ϕ′
′

→
, то справедли-

во равенство =
ϕ→ )(

)(lim
0 x

xf
xx )(

)(lim
0 x

xf
xx ϕ′

′
→

. Это означает, что в случае не-

определенностей вида 
0
0 или 

∞
∞  вычисление предела отношения 

функций можно заменить вычислением предела отношения их 
производных, что может оказаться более простым. 

Если же и отношение производных приводит к одной из неопреде-

ленностей 
0
0 или 

∞
∞ , то и к этому отношению можно применить пра-

вило Лопиталя, т. е. исследовать предел отношения производных вто-
рого порядка и т. д.  

Пример 1. Найти пределы: 

а) 
152162

825lim 234

23

1 ++−−
++−

−→ xxxx
xxx

x
;  б) 30

)sin(lim
x

xx
x

−
→

;  в) 
x
x

x

)ln(lim
+∞→

. 

Решение:  а) =
++−−

++−
−→ 152162

825lim 234

23

1 xxxx
xxx

x  









=

+−⋅+−⋅−−⋅−−
+−⋅+−⋅−−

=
0
0

15)1(2)1(16)1(2)1(
8)1(2)1(5)1(

34

23

=

( )
( )′++−−

′
++−

=
−→ 152162

825lim
234

23

1 xxxx

xxx
x

= 

=
8
5

2)1(32)1(6)1(4
2)1(10)1(3

23264
2103lim 23

2

23

2

1
=

+−⋅−−⋅−−⋅
+−⋅−−⋅

=
+−−

+−
−→ xxx

xx
x

; 

б) 30

)sin(lim
x

xx
x

−
→

= 







0
0 =  

)(
))sin((lim 30
=

′
′−

→ x
xx

x
=

−
→ 20 3

)cos(1lim
x

x
x  

=





 =

⋅
−

=
0
0

03
)0cos(1

2
=






 =

⋅
==

′
′−

→→ 0
0

06
)0sin(

6
)sin(lim

)3(
))cos(1(lim

020 x
x

x
x

xx

=
′
′

=
→ )6(

))(sin(lim
0 x

x
x 6

)cos(lim
0

x
x→

=
6
1

6
)0cos(
= ; 
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в) =
+∞→ x

x
x

)ln(lim =







∞
∞

=
∞+
+∞)ln(

=
′
′

+∞→ x
x

x

))(ln(lim ==
+∞→+∞→ x

x
xx

1lim
1

1

lim
 

1 0 = = +∞ 
. 

Пусть +∞=
→

)(lim
0

xf
xx

 и +∞=ϕ
→

)(lim
0

x
xx

. Тогда нахождение предела 

))()((lim
0

xxf
xx

ϕ−
→

 приводит к неопределенности вида ∞−∞ . В этом 

случае разность )()( xxf ϕ−  можно представить в виде 

)()(
1

)(
1

)(
1

)()(

xfx

xfxxxf

ϕ

−
ϕ=ϕ−  и ( )

)()(
1

)(
1

)(
1

lim)()(lim
00

xfx

xfxxxf
xxxx

ϕ

−
ϕ=ϕ−

→→
. 

В результате получаем неопределенность вида 
0
0 , которую можно 

раскрыть с помощью правила Лопиталя. 

Пример 2. Найти предел 







−
−

−→ 1
1

1
2lim 21 xxx

. 

Решение. При 1→x  функции 
1

2)( 2 −
=

x
xf  и 

1
1)(
−

=ϕ
x

x  являют-

ся бесконечно большими одного и того же знака. Поэтому их разность 
приводит к неопределенности вида ∞−∞ . Преобразуем выражение 
под знаком предела: 









−
−

−→ 1
1

1
2lim 21 xxx

=
1
12lim 21 −

−−
→ x

x
x

= =
−
−

→ 1
1lim 21 x

x
x  







 =

−
−

=
0
0

11
11

2 = =
′−
′−

→ )1(
)1(lim 21 x

x
x 2

1
2

1lim
1

−=
−

→ xx
. 

Пусть 0)(lim
0

=
→

xf
xx

 и ∞=ϕ
→

)(lim
0

x
xx

. Тогда при вычислении преде-

ла ( ))()(lim
0

xxf
xx

ϕ⋅
→

 приходим к неопределенности вида ∞⋅0 . Выраже-

ние )()( xxf ϕ⋅  преобразуется к виду 

)(
1

)(

x

xf

ϕ

 или 

)(
1

)(

xf

xϕ , что приводит к 
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неопределенностям 
0
0  или 

∞
∞ , которые можно раскрывать с помощью 

правила Лопиталя. 
 

1.7. Экстремум функции 
 

При исследовании функции приходится определять характер ее по-
ведения. Для этого можно использовать средства дифференциального 
исчисления. 

Пусть функция )(xfy =  дифференцируема в интервале (a; b). То-
гда справедливы следующие утверждения: 

1) если производная )(xf ′  в интервале (a; b) положительна, то 
функция )(xfy = в этом интервале возрастает; 

2) если производная )(xf  в интервале (a; b) отрицательна, то 
функция )(xfy = в этом интервале убывает. 

Эти утверждения являются достаточными условиями возрастания 
и убывания (монотонности) функции. 

Пример 1. Исследовать функцию 433 −−= xxy  на монотонность. 
Решение. Функция определена на всем множестве действительных 

чисел, т. е. );( ∞+−∞ . Найдем производную 33 2 −=′ xy . Функция воз-

растает, если 033 2 >−x , т. е. 012 >−x  или же 0)1)(1( >+− xx . Решив 
это неравенство, получим, что функция возрастает при 

);1()1;( ∞+∪−−∞∈x . Функция убывает, если 033 2 <−x , т. е. 

012 <−x  или 0)1()1( <+⋅− xx . Решив последнее неравенство, полу-
чим, что при )1;1(−∈x  функция убывает. Таким образом, интервалами 
монотонности функции являются );1(),1;1(),1;( ∞+−−−∞ . 

Пример 2. Исследовать функцию 
3

1
−

=
x

y  на монотонность. 

Решение. Функция определена в интервалах )3;(−∞  и );3( ∞+ . 
Точка х = 3 является точкой разрыва второго рода. Производная функ-

ции 2)3(
1
−

−=′
x

y  отрицательна во всех точках области определения. 

Поэтому функция убывает в интервалах )3;(−∞  и );3( ∞+ , которые и 
являются интервалами монотонности функции. 
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Особую роль в исследовании функции играют такие значения х, ко-
торые отделяют интервалы возрастания и убывания функции. В этих 
точках функция меняет характер своего поведения. 

Функция )(xfy =  имеет в точке 0x  максимум, если )( 0xf  есть 
наибольшее значение этой функции в некоторой окрестности данной 
точки. Функция )(xfy =  имеет в точке 0x  минимум, если )( 0xf  есть 
наименьшее значение этой функции в некоторой окрестности данной 
точки. 

Точки максимума и минимума называются точками экстремума, 
а максимум и минимум называются экстремумами функции. 

Если в точке 0x  функция )(xfy =  достигает экстремума, то ее 
производная в этой точке либо равна нулю, либо не существует. 
Это утверждение является необходимым признаком (условием) экс-
тремума. 

Следует иметь в виду, что необходимый признак экстремума не яв-
ляется достаточным. Это означает, что если в какой-то точке произ-
водная функции равна нулю, то эта точка не обязательно будет точкой 
экстремума. 

Точки, в которых производная функции равна нулю либо не суще-
ствует, называются критическими. 

Пусть функция )(xfy =  непрерывна в некоторой окрестности точ-
ки 0x  и всюду в этой окрестности имеет производную, а в точке 0x  
производная либо равна нулю, либо не существует. Тогда имеет место 
первый достаточный признак (первое достаточное условие) экстре-
мума: 

1) если при переходе через точку 0x  слева направо производная 
функции меняет знак с «+» на «–», то в точке 0x  функция имеет мак-
симум; 

2) если при переходе через точку 0x  слева направо производная 
функции меняет знак с «–» на «+», то в точке 0x  функция имеет мини-
мум; 

3) если при переходе через точку 0x  производная функции не меня-
ет знак, то в точке 0x  функция экстремума не имеет. 

При исследовании функции на экстремум имеет смысл придержи-
ваться следующей схемы: 

1) найти область определения функции; 
2) найти производную функции и приравнять ее к нулю; 
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3) решить полученное уравнение 0)( =′ xf  и найти критические 
точки; 

4) все полученные точки расположить в порядке возрастания и раз-
бить область определения этими точками на частичные интервалы, в 
каждом из которых производная сохраняет знак; 

5) найти знак производной в каждом из частичных интервалов и по 
знаку производной определить характер изменения функции в  этих 
интервалах: возрастает или убывает; 

6) по изменению знака производной при переходе через границы 
интервалов определить точки экстремума; 

7) вычислить значения функции в точках экстремума. 

Пример 3. Найти экстремум функции 12
3
1 23 +−= xxy . 

Решение. Функция определена на всей числовой прямой, т. е. 
);( ∞+−∞ . Найдем производную, приравняем ее к нулю и решим по-

лученное уравнение: xxy 42 −=′ , 042 =− xx , 0)4( =−xx , 01 =x , 
.42 =x  Точки 01 =x  и 42 =x  являются критическими. Разобьем об-

ласть определения функции критическими точками на частичные ин-
тервалы, которые являются интервалами монотонности функции, и по 
знаку производной определим характер изменения функции в каждом 
из этих интервалов: 

 

x )0;(−∞  0 (0; 4) 4 );4( ∞+  

y′  + 0 – 0 + 

y 
 1 

max 

 
–9

3
2

 

min 

 

 

05)1(4)1()1( 2 >=−⋅−−=−y ; 04242)2( 2 <−=⋅−=′y ; 

04545)5( 2 >=⋅−=′y .  
По первому достаточному признаку экстремума в точке х = 0 функ-

ция имеет максимум, а в точке х = 4 – минимум. При этом:  

11020
3
1 23

max =+⋅−⋅=y , 
3
291424

3
1 23

min −=+⋅−⋅=y . 

Таким образом, у = 1 и 
3
29−=y  являются экстремумами функции. 
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Пример 4. Исследовать функцию 
1

2

−
=

x
xy  на экстремум. 

Решение. Функция определена на всей числовой прямой, кроме 
точки х = 1, т. е. ( ) : ( ; 1) (1; )D y −∞ ∪ +∞ . Найдем производную функ-

ции: =
−

−−
=

−
′−−−⋅′

=′ 2

2

2

22

)1(
)1(2

)1(
)1()1()(

x
xxx

x
xxxxy

2

2

)1(
2

−
−

x
xx . Приравняем 

ее к нулю и решим уравнение 0
)1(
2

2

2

=
−
−

x
xx . В точках х = 0 и х = 2 про-

изводная обращается в нуль. Таким образом, критическими точками 
функции являются ,01 =x ,12 =x 23 =x . Составим таблицу: 

 
x )0;(−∞  0 (0; 1) 1 (1; 2) 2 );2( ∞+  
y′  + 0 −   −  0 + 
y  0 

max 
   4 

min 
 

 

0
4
3

)11(
)1(2)1()1( 2

2

>=
−−

−⋅−−
=−′y ,   03

1
2
1

2
12

2
1

2
1

2

2

<−=







 −

⋅−







=





′y , 

03
1

2
3

2
32

2
3

2
3

2

2

<−=







 −

⋅−







=





′y ,   ( )

( )
0

4
3

13
3233 2

2

>=
−

⋅−
=′y . 

По первому достаточному признаку экстремума в точке х = 0 функ-
ция имеет максимум, а в точке х = 2 – минимум. При этом максимум 

функции равен 0
10

02

max =
−

=y , минимум – 4
12

22

min =
−

=y . 

При исследовании функции на экстремум иногда более удобно ис-
пользовать производную второго порядка. Пусть в точке 0x  производ-
ная функции )(xfy =  равна нулю, и в этой точке существует произ-
водная второго порядка )( 0xf ′′ . Тогда имеет место второй доста-
точный признак (второе достаточное условие) экстремума: 

1) если 0)( 0 >′′ xf , то в точке 0x  функция имеет минимум; 
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2) если 0)( 0 <′′ xf , то в точке 0x  функция имеет максимум; 
3) если 0)( 0 =′′ xf , то для исследования функции на экстремум 

нужно применять первый достаточный признак. 
Пример 5. Исследовать функцию 293 23 +−−= xxxy  на экстре-

мум. 
Решение. Функция определена на всей числовой прямой, т. е. 

( ) : ( ; )D y −∞ +∞ . Найдем производную 963 2 −−=′ xxy  и критические 

точки функции: 0963 2 =−− xx , 0322 =−− xx , 11 −=x , 32 =x . 
Найдем производную второго порядка 66 −=′′ xy  и вычислим ее зна-
чение в критических точках: 0126)1(6)1( <−=−−⋅=−′′y  и 

012636)3( >=−⋅=′′y . Таким образом, в точке х = −  1 функция имеет 
максимум, а в точке х = 3 – минимум. 

При этом 729312)1(9)1(3)1( 23
max =++−−=+−⋅−−⋅−−=y , а 

25239333 23
min −=+⋅−⋅−=y . 

 
1.8. Выпуклость, вогнутость и асимптоты графика функции 

 
Дуга кривой называется выпуклой, если она целиком лежит ниже 

касательной, проведенной в любой точке дуги. Дуга кривой называет-
ся вогнутой, если она целиком лежит выше касательной, проведенной 
в любой точке дуги. Точка, которая отделяет выпуклую часть дуги от 
вогнутой, называется точкой перегиба. 

Пусть функция )(xfy =  и ее производные )(xf ′  и )(xf ′′  непре-
рывны в интервале (a; b). Тогда, если 0)( <′′ xf  в интервале (a; b), то 
график функции в этом интервале будет выпуклым. Если же 0)( >′′ xf  
в интервале (a; b), то график функции в этом интервале будет вогну-
тым.  
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Точки, в которых производная второго порядка )(xf ′′  функции 

)(xfy =  равна нулю, называются критическими точками второго 
рода. Если производная второго порядка )(xf ′′  при переходе через 
критическую точку второго рода меняет знак, то эта точка является 
точкой перегиба графика функции. Если же при переходе через эту 
точку производная второго порядка знак не меняет, то эта точка не 
является точкой перегиба. 

Пример 1. Исследовать на выпуклость и вогнутость график функ-
ции 123 23 ++−= xxxy . 

Решение. Функция определена на всей числовой оси. Найдем про-
изводную второго порядка: 263 2 +−=′ xxy , 66 −=′′ xy . Решим урав-
нение 066 =−x  и найдем критическую точку второго рода х = 1. Разо-
бьем область определения функции этой точкой на два интервала: 

)1;(−∞  и );1( ∞+ . Так как 06606)0( <−=−⋅=′′f , то в интервале 
)1;(−∞  график функции выпуклый. В интервале );1( ∞+  график 

функции вогнутый, так как 06626)2( >=−⋅=′′f . При переходе через 
точку х = 1 производная второго порядка меняет знак. Следовательно, 
х = 1 является абсциссой точки перегиба. Тогда 3 21 3 1y = − ⋅ +  

2 1 1 1+ ⋅ + = есть ордината точки перегиба. 
Прямая L называется асимптотой графика функции )(xfy = , ес-

ли расстояние между точками графика и прямой стремится к нулю при 
неограниченном удалении точки графика от начала координат. Асимп-
тоты бывают вертикальные, наклонные и горизонтальные. 

Прямая 0xx =  называется вертикальной асимптотой графика 
функции )(xfy = , если предел функции или хотя бы один из одно-
сторонних ее пределов в этой точке равен бесконечности, т. е. если 

y 

x 
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∞=
→

)(lim
0

xf
xx

, или ∞=
−→

)(lim
00

xf
xx

, или ∞=
+→

)(lim
00

xf
xx

. В этом слу-

чае точка 0x  является точкой разрыва второго рода данной функции. 

 
Наклонная асимптота графика функции )(xfy =  определяется 

уравнением y = kx + b, где 
x
xfk

x

)(lim
∞→

= , ( )kxxfb
x

−=
∞→

)(lim . Если хотя 

бы один из этих пределов равен бесконечности или не существует, то 
график данной функции наклонной асимптоты не имеет. Если же k = 0, 
то )(lim xfb

x ∞→
=  и прямая y = b является горизонтальной асимпто-

той. 
Так как асимптоты графика функции )(xfy =  при −∞→x  и 
+∞→x  могут быть разными, то при нахождении k и b иногда следует 

отдельно рассматривать случаи, когда −∞→x  и +∞→x . 

Пример 2. Найти асимптоты графика функции 
x

xy 1
+= . 

Решение. Функция определена в области );0()0;(:)( ∞+∪−∞yD . 
Точка х = 0 является точкой разрыва функции. Найдем односторонние 

пределы функции в этой точке: −∞=





 +

−→ x
x

x

1lim
00

, +∞=





 +

+→ x
x

x

1lim
00

. 

Следовательно, прямая х = 0 является вертикальной асимптотой. Про-

верим наличие наклонных асимптот, для чего найдем  1

1

lim =
+

=
∞→ x

x
x

k
x

 

и 01lim1lim ==





 −+=

∞→∞→ x
x

x
xb

xx
. Следовательно, xy = есть наклонная 

асимптота. Таким образом, данная функция имеет две асимптоты: вер-
тикальную х = 0 и наклонную xy = . 

b 

y 

О x 

y = f (x) 

y 

О x 

y = f (x) 

x0 

y 

О x 

y = f (x) 
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При полном исследовании функции )(xfy =  и построении ее гра-
фика целесообразно придерживаться определенной схемы: 

1) найти область определения функции; 
2) найти точки разрыва функции, если они есть, и интервалы не-

прерывности; 
3) определить вертикальные асимптоты, если они есть; 
4) найти наклонные и горизонтальные асимптоты, если они есть; 
5) исследовать функцию на четность, нечетность;  
6) исследовать функцию на периодичность; 
7) исследовать функцию на экстремум; 
8) исследовать функцию на перегиб; 
9) определить значения функции в дополнительных точках, если 

это необходимо; 
10) построить график функции. 

Пример 3. Исследовать функцию 
2 5

2
x xy

x
+ −

=
−

 и построить ее 

график. 
1. D(f); 2 0, 2, т. е. ( ;2) (2; )x x x− ≠ ≠ ∈ −∞ ∪ +∞ . 
2. Функция терпит разрыв при х = 2.  

Найдем односторонние пределы:  
 

2 2

x 2 0 x 2 0

5 5lim ; lim
2 2

x x x x
x x→ − → +

+ − + −
= −∞ = +∞

− −
. 

 
Значит, при х = 2 функция терпит разрыв второго рода.  
3. Прямая х = 2 является вертикальной асимптотой графика задан-

ной функции. 
4. Определим наклонные асимптоты вида y = kx + b графика функ-

ции. 
 

2( ) 5lim lim 1
( 2)x x

f x x xk
x x x→±∞ →±∞

+ − ∞ = = = = − ⋅ ∞ 
. 

 

[ ]
2 5 3 5lim ( ) lim lim 3

2 2x x x

x x xb f x kx x
x x→±∞ →±∞ →±∞

 + − −
= − = − = = − − 

. 

 
Следовательно, y = х + 3 есть уравнение наклонной асимптоты. 

5. Четность и нечетность функции. 
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Так как область определения функции ( ;2) (2; )x∈ −∞ ∪ +∞  не сим-
метрична относительно начала координат, то функция является функ-
цией общего вида. 

6. Функция непериодическая. 
7. Найдем интервалы монотонности и точки экстремума заданной 

функции.  
Определим критические точки функции: 
 

2

2 2

4 3 ( 1)( 3)
( 2) ( 2)

x x x xy
x x
− + − −′ = =
− −

. 

 
Производная функции равна нулю при х = 1 и х = 3. Значит, ее кри-

тическими точками являются:  х1 = 1, х2 = 3. 
Результаты исследования знака производной и выводы сведем в 

таблицу: 
 
х (–¥ ; 1) 1 (1; 2) 2 (2; 3) 3 (3; +¥ ) 

f '(x) + 0 –  – 0 + 

f(x)  
 

3 
max 

   7 
min 

 

 
8. Найдем интервалы выпуклости и вогнутости функции и точки пе-

региба ее графика.  
Определим точки, подозрительные на перегиб функции: 
 

2

2 3

4 3 2
( 2) ( 2)

x xy
x x

′ − +′′ = = − − 
. 

 
Видно, что вторая производная не обращается в нуль. Исследуем 

выпуклость и вогнутость заданной функции на интервалах области 
определения функции: 
 

х (–¥ ;  2) 2 (2; +¥ ) 
f ''(x) –  + 
f(x) ∩  ∪ 

 
9. В данном случае этот пункт можно пропустить. 
10. Построим график функции по результатам исследования. 
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Если функция )(xfy =  непрерывна на отрезке [a; b], то на этом 

отрезке она достигает своего наименьшего и наибольшего значений. 
Эти значения функция может принимать либо во внутренних точках 
отрезка, либо на его концах. 

Для нахождения наименьшего и наибольшего значений функции 
следует: 

1) найти критические точки функции на отрезке [a; b]; 
2) вычислить значения функции в критических точках и на концах 

отрезка; 
3) среди вычисленных значений функции выбрать наибольшее и 

наименьшее. 
Пример 4. Найти наименьшее и наибольшее значения функции 

234 1883 xxxy ++−=  на отрезке [0; 4]. 

Решение. Найдем производную xxxy 362412 23 ++−=′ , приравня-

ем ее к нулю и найдем критические точки: 0362412 23 =++− xxx , 
0)32(12 2 =−−− xxx , 0=x , 1−=x , 3=x . Из найденных точек 1−=x  

не принадлежит отрезку [0; 4].  
Вычислим значения функции в точках 0=x , 3=x , 4=x ;  
 

5 

10 

15 

-10 -5 0 5 10 x 

y 
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y(0) = 0,  4 3 2(3) 3 3 8 3 18 3 135,y = − ⋅ + ⋅ + ⋅ =  
4 3 2(4) 3 4 8 4 18 4 32.y = − ⋅ + ⋅ + ⋅ =  

Следовательно, наименьшее значение функции равно 0, а наиболь-
шее – 135.  

 
2. ЗАДАНИЯ, РЕКОМЕНДУЕМЫЕ  

ДЛЯ АУДИТОРНЫХ И ДОМАШНИХ ЗАНЯТИЙ 
 
Практическое занятие 1. 
 
1. Найти производные функций: 
 

a) 32314 42 ++−= ххху ; б) 4396 32 −++= ххху ; 

в) 24
4
115 5 3

3
3 −−+= х

х
ху ; г) 73

5
18 3 2

5
6 +−−= х

х
ху ; 

д) 4)(arctg7)(tg2)ln(3 −+−= xxxу ; е) )(arccos7)(cos7
3

xxeу
x

+−= ; 

ж) х

х
ху 2)

4
12( 3

4 ⋅+= ; з) )(log)197( 5
3 xxху ⋅−+= ; 

и) 
2

1)(ctg
x

xу ⋅= ; к) xxу ⋅= )arcsin( ; 

л) 
3
)(ln

2 +
=

x
xу ; м)  

)cos(
8

x
у

x
= . 

 

2. Найти производные сложных функций: 
 

a) 3 1tg
2

xy − =  
 

; б) 
2

3

xey
−

= ; 

в) ( )2arctg tg ( )y x= ; г) ( )ln ln( )y x= ; 

д) 
3

8 ln(2 )xy x= + ; е) ( )2 2sin 2 3y x x= − + ; 

ж) 
2

2

1arcsin
1

xy
x

 −
=  + 

; з) 
2

2

4 3ln
6 7

x xy
x x

 + +
=  + + 

; 

и) 2arccos 1y x= − ; к) 3 2cos ( )y x= ; 
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л) 3
1 6
3 5

xy
х

−
=

+
; м) 

2

6
6 2 4
cos(5 7)
х x+y

x+
−

= . 

 
3. Вычислить дифференциал заданных функций: 
 

a) 816127 42 ++−= ttts ; б) 33915 83 −++= nnnm ; 

в) 24
4

115 8 3
4

5 −−+= p
p

pz ; г) )(arctg7)(sin7
3

7 ddu
d

+−= ; 

д) )ln()
4

12( 4 f
f

fl ⋅+= ; е) )cos()arcsin( wwr ⋅= ; 

ж) 
43

)(ctg
2 −+

=
jj
jh ; з) 

)(log
7

3

3

u
uui −

= ; 

и) 3arctg( 4 9)g v v= − + ; к) 523 )3974( −+−= aaan ; 
л)  2sin(ctg(2 15 ))c h= − ; м)  )95cos(2 −= yx . 

 
Домашнее задание к занятию 1. 
 
1. Найти производные функций: 
 

а) 24
4
115 5 3

3
3 −−+= х

х
ху ; б) )(arcctg9)(ctg127 xxeу x +−= ; 

в) )ln()34(
5

3 x
x

ху ⋅−= ; г) 
)cos(

10x

x
у =  ; 

д) 4 )93sin( += xу ; е) ( )3 2ln 8y 7x= − ; 

ж) 
3

7

2

2
5x

xy е
−

+= ; з) 3 7arctg 5 4y x= − ; 

и) 
2

5
8 3
1 2

xy
х

+ =  − 
; к) ( )4ctg ln( 5x 6)y x= − + . 

 
2. Вычислить дифференциал заданных функций: 
 

а) 138
6

17 3 2
6

12 −−+= p
p

pz ; б) )(arcctg12)(ln4
3

2 ddu
d

+−= ; 
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в) )cos()
8

14( 7
2 f

f
fl ⋅+= ; г) 

)(tg u
ei

u
= ; 

д) )145(log 23
7 −−= vvg ; е) 323 )511815( −+−= bbbn . 

 
Практическое занятие 2. 
 
1. Найти производные функций, заданных неявно: 
 

a) 2 25 7 0x xy y+ + − = ; б) 23 4 4 8 0x xy x y+ − − = ; 
в) 3 2 23 3 8 0x x y xy y+ + + − = ; г) 2 sin( ) 0x xy y+ + = ; 
д) 2 22 8 8 16 0x xy y x y+ + + + + = ; е) 2 0y ye e xy−− − = ; 

ж) arctg( ) 0y x y− − = ; з) ln( ) 5 0xy
y

+ + = ; 

и) 2y x ye += ; к) ln( ) 1xy y+ = ; 

л) 2 2 2arctg 0yx y
x

+ − = ; м) arctg( )x y x+ = . 

 
2. Найти производные степенно-показательных функций: 
 

a) хxу = ; б) 3)12( −+= хxу ; 

в) )45sin( −= хxу ; г) 
2

)cos( хxу = ; 

д) )46ln( xxу −= ; е) 2)ln( −= хxу ; 

ж) arctg(7 )xу x= ; з) 
3)7( −= хxу ; 

и) )7(log3 xxу += ; к) 
xexу )45( += ; 

л) tg( )(16 9 ) xу x= − ; м) 5 2)916( xxу −= . 
 

3. С помощью предварительного логарифмирования найти произ-
водные следующих функций: 
 

a) 
5 34

2

(4 5) ( 3)
sin (5 )

х х
у

x
− ⋅ +

= ; б) 
6 56

3

(2 3) ( 4)
tg (2 )

х х
у

x
+ ⋅ −

= ; 

в) 
5 47

4

(3 1) (2 3 )
ctg 3

х х
у

x
− ⋅ −

= ; г) 
36

4

(4 5 (6 5)
sin (2 )

х х
у

x
− ⋅ −

= ; 
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д) 
43

5

(2 1) sin (3 )
(4 3 )

х x
у

x
− ⋅

=
−

; е) 
4 65

2

(2 3 ) (4 5)
arcsin (2 )

х х
у

x
− ⋅ −

= ; 

ж) 
5 36

3

(3 4 ) (5 6)
ln ( )
х х

у
x

− ⋅ +
= ; з) 

4 65

2

(4 3) (1 2 )
arctg (3 )

х х
у

x
− ⋅ −

= ; 

и) 
6 34

5 tg(4 )

(3 5 ) (5 7)
ln ( ) x

х х
у

x e−

− ⋅ −
=

⋅
; к) 

6 35

6 tg(3 )

(7 4 ) (3 2)
cos (4 ) x

х х
у

x e−

− ⋅ −
=

⋅
; 

л) 
5 47

25 sin ( )

(3 5 ) (6 1)

tg (3 ) 2 x

х х
у

x −

− ⋅ −
=

⋅
; м) 

5 46

3 cos(4 )

(5 4 ) (2 3 )
arctg ( ) 3 x

х х
у

x −

− ⋅ +
=

⋅
. 

 
4. Найти производные параметрических функций: 

 

a) 
3

2 3

2 3 ,
2 .

x t t
y t t t

 = − + −


= + +
 б) 

2

3

2 ,
3 .

x t t
y t t

 = −


= −
 

в) 

1 ,
1

2 .
1

tx
t
ty
t

− = +

 = −
 +

 г) 

( )

( )

2

2

1
,

4
1

.
4

t
x

t
y

 +
=




−
=

 

д) 
3

3 2 ,

2 .

a tx
at

y t

− =

 =

 е) 2

,
2 .

t

t

x t e
y t e

−

−

 = −


= +
 

ж) 
2cos( ) cos(2 ),
2sin( ) sin(2 ).

x t t
y t t
= −

 = −
 з) 

2

2

1 cos ( ),
sin ( ) cos( ).

x t
y t t

 = +


= ⋅
 

и) 

2

2

2

,
1

1 .
1

tx
t

y
t


= −


 = +

 к) 
3

3

cos ( ),
sin ( ).

x a t
y a t

 =


=
 

л) 

3

3

cos ( ) ,
cos(2 )

sin ( ) .
cos(2 )

tx
t

ty
t


=



 =


 м) 
,

2

.
2

t t

t t

e ex

e ey

−

−

 +
=


− =
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Домашнее задание к занятию 2. 
 
Найти производные функций: 
 

a) ctg( ) 4yx y− = ; б) 2cos( ) 5xy x
y

+ = − ; 

в) )4(сtg 2 xхxу −= ; г) )ln()122( хxу −= ; 

д) 
6 23

2 sin(3 )

(2 3 ) (7 8)
сtg (7 ) 5 x

х х+
у

x −

− ⋅
=

⋅
; е) 

5 24

2 cos(5 )

(9 3 ) (1 5 )
arctg ( ) 6 x

х х
у

x
− ⋅ +

=
⋅

; 

ж) 
2cos(3 1),
2sin(3 1).

x t +
y t +
=

 =
 з) 

2

2

1 cos (2 ),
sin (2 ) .

x t
y t t

 = −


= ⋅
 

 
Практическое занятие 3. 

 
1. Вычислить приближенно заданные величины, используя диффе-

ренциал функций: 
 

a) 3 23,01 3,01+ ; б) 3 26,23 ; 

в) ( )1,54,01 ; г) arctg 3,1 ; 

д) ( )ln 0,3е + ; е) lg1,6 ; 
ж) sin 31 °; з) arcsin(0,54); 
и) 8,9 ; к) 4 15,8 ; 
л) 2,993 +1; м) 3log 2,8 . 

 
2. Составить уравнения касательной и нормали в точке х0 к задан-

ной кривой. Выполнить построение. 
 

a) 2
04 1 , 1y x x x= − + = − ; б) 2

02 4 2 , 2y x x x= − + = − ; 
в) 2

06 1 , 1y x x x= + − = ; г) 2
02 8 3 , 1y x x x= + − = − ; 

д) 2
06 2 , 1y x x x= − + = ; е) 2

02 4 , 2y x x x= − − = − . 
 

3. Задан закон S(t) перемещения материальной точки. Требуется 
найти значения скорости и ускорения этой точки в момент времени t0. 
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a) S(t) = 3t4 + 2t2 – t + 1, t0 = 1; б) S(t) = t4 + t2 – 5t + 1, t0 = 2; 
в) S(t) = 4t4 – 2t3 + t2 – 3, t0 = 1; г) S(t) = 2t4 –5t3 +11t2 + 22t – 1, t0 = 2; 
д) S(t) = 3t4 – 2t3 + 7t2 + t – 1,  t0 = 1; е) S(t) = 4t4 – 8t3 + 5t2 + 2t + 3, t0 = 2. 
 

Домашнее задание к занятию 3. 
 

1. Вычислить приближенно заданные величины, используя диффе-
ренциал функций: 

 
a) 2 34,02 4,02− ; б) 4 80,97 . 

 
2. Составить уравнения касательной и нормали в точке х0 к задан-

ной кривой. Выполнить построение. 
 

a) 2
012 20 , 3y x x x= − + = ; б) 2

02 8 6 , 2y x x x= − − − = − . 
 

3. Задан закон S(t) перемещения материальной точки. Требуется 
найти значения скорости и ускорения этой точки в момент времени t0. 

 
a) S(t) = 5t4 + t2 – t + 1, t0 = 1; б) S(t) = t3 + 3t2 – 5t – 1, t0 = 2. 

 
Практическое занятие 4. 

 
1. Вычислить пределы, используя правило Лопиталя. 

 

1.1. а) 
0

ln(1 3 )lim ;
sin 6x

x
x→

−  б) 2 20

1 1lim ;
sinx x x→

 − 
 

 

1.2. а) 
2

0

1lim ;
ln(1 2 )

x

x

e
x→

−
+

 б) 
1

lim(1 ) tg ;
2x

xx
→

π
− ⋅  

1.3. а) 
1

tg
2lim ;

ln(1 )x

x

x→

π

−
 

 
б) 

0
lim ctg (1 cos );
x

x x
→

⋅ −  

1.4. а) 
2ln(1 )lim ;xx

x
e→∞

+  б) 
0

lim arcsin ctg ;
x

x x
→

⋅  

1.5. а) 2 lnlim ;
x

x x
x→∞

+  б) 
1

lim ln ln( 1);
x

x x
→

⋅ −  

1.6. а) 
0

1lim ;
ln(1 4 )

2x

x

e
x→

−
−

 б) 
1

1lim ;
1 lnx

x
x x→

 − − 
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1.7. а) 
0

1 coslim
sinx

x
x x→

−
−

; б) 
2

lim
ctg 2cosx

x
x xπ

→

 π
− 

 
; 

1.8. а) 
0

tglim
sinx

x x
x x→

−
−

; б) 
23

1 5lim
3 6x x x x→

 − − − − 
; 

1.9. а) 
0

ln(sin )lim
ln(1 cos )x

x
x→ −

; 
 

б) 
0

lim ln tg
x

x x
→

⋅ ; 

1.10. а) 30

cos sinlim
x

x x x
x→

− − ; б) 
21

2 1lim
1 1x x x→

 − − − 
. 

 

2. Найти интервалы монотонности функций: 
 

а) 8103)( 2 +−= xxxf ;  б) 13)( 3 =−= xxxf ;    в) xxxf ln2)( 2 −= . 
 

3. Исследовать функции на экстремум: 
 

а) 73
2
1 23 −+= xxy ;     б) 16

2
1 3 −+−= xxy ;    в) 

1
63 2

−
−

=
x

xxy . 
 

4. Найти интервалы выпуклости и вогнутости и точки перегиба гра-
фика функций: 

 

а) 2
2
9

6
1 3 ++−= xxy ;                б) 2

2
3

4
1 23 +−= xxy ;   

в) 35,76 456 ++−= xxxy . 
 

5. Найти наименьшее и наибольшее значения функций на заданных 
отрезках: 

 

а) 3 23 3,     [1; 3]y x x= − + ;         б) 3 22 15 24 5,     [0; 3]y x x x= − + + ;  

в) 2

2 3 ,     [ 2; 2]
4

xy
x

−
= −

+
.  

 
Домашнее задание к занятию 4. 
 
1. Вычислить пределы, используя правило Лопиталя. 
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а) 
0

lim
ctg( )

2
x

x

x
→

π

π
; б) 

0

1 1lim
sinx x x→

 − 
 

. 

 
2. Исследовать функции на экстремум и выпуклость: 
 

а) ;8105 24 +−= xxy                               б) 
42

2

−
=

x
xy . 

 

3. Найти наименьшее и наибольшее значения функции −= 22xy

1+− x  на заданном отрезке ]1;0[ . 
 

Практическое занятие 5. 
 

Провести полное исследование функций и построить их графики: 
 

a) 3 26 9 4y x x x= − + − ; б) 
23 2 8

4
x xy

x
+ +

=
+

; 

в) 2 44 3y x x= − − ; г) 
2 3 6

2
x xy

x
− −

=
+

; 

д) 
3

22 3 1
3
xy x x= − + + ; е) 

24 4x xy
x

− −
= ; 

ж) 3 29 15 3y x x х= − + + ; з) 
22 3 13

1
x xy

x
+ +

=
−

. 

 
Домашнее задание к занятию 5. 

 
Провести полное исследование функций и построить их графики: 

 

а) 4 22 2y x x= − + ; б) 
28 16
1

x xy
x
− −

=
−

. 

 
 

3. ВАРИАНТЫ ИНДИВИДУАЛЬНЫХ ЗАДАНИЙ  
ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ СТУДЕНТОВ 

 
Провести полное исследование функций и построить их графики. 
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1. а) 4 3 22 2y x x x= − + − − ; б) 
23 2

2
x xy
x
−

=
−

; 

2. а) 4 22 3y x x= − + ; б) 
23 4 16

4
x xy

x
+ +

=
+

; 

3. а) 
4

3 12
2 2
xy x= − + ; б) 

24 3 15
5

x xy
x
+ +

=
+

; 

4. а) 4 4 5y x x= − + ; б) 
22 4 2

3
x xy

x
+ +

=
+

; 

5. а) 
4

23 3
12 2
xy x= − + ; б) 

23 2 3
1

x xy
x
− +

=
+

; 

6. а) 4 38 7y x x= − − ; б) 
23 4 9
3

x xy
x

+ +
=

−
; 

7. а) 
4

32 5
4
xy x= − + ; б) 

24 5 5
3

x xy
x
+ −

=
+

; 

8. а) 4 28 7y x x= − + − ; б) 
2 2

1
x xy

x
+ +

=
−

; 

9. а) 
4

29 4
4 2
xy x= − + ; б) 

22 6
6

x xy
x
+ +

=
+

; 

10. а) 4 3 21 52 1
4 2

y x x x= − + + ; б) 
2 2 6

3
x xy

x
− +

=
−

; 

11. a) 4 3 28 10 10y x x x= − + − ; б) 
22 7

3
x xy

x
+ −

=
+

; 

12. а) 4 3 28 6 12
3

y x x x= − − + ; б) 
23 2 2

1
x xy

x
+ −

=
−

; 

13. а) 
4 3

23 9
12 3
x xy x= − − + ; б) 

2 2 2
1

x xy
x
− +

=
−

; 

14. а) 
4

3 22 1 3
4 3 2
xy x x= − + − ; б) 

22 5
1

x xy
x

− −
=

+
; 

15. а) 
4

3 28 3 5
2 3
xy x x= − + − ; б) 

23 17
4

x xy
x
+ −

=
+

; 

16. а) 
4

3 282 7
6 3
xy x x= − + − ; б) 

2 3 1
2

x xy
x

− − +
=

−
; 

17. а) 
4

3 210 7
12 3
xy x x= − + − ; б) 

25 22
3

x xy
x
+ −

=
+

; 
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18. а) 4 28 2y x x= − + ; б) 
24 6

2
x xy
x
+

=
+

; 

19. а)
4

3 22 4 4
12 3 3
xy x x= − + − ; б) 

2 2 1
2

x xy
x
+ +

=
+

; 

20. а) 
4

3 23 9
12
xy x x= − + − ; б) 

2 3 3
1

x xy
x
− −

=
+

; 

21. а) 4 3 24 8 12y x x x= − − − ; б) 
2 6 13

3
x xy

x
− +

=
−

; 

22. а) 4 3 212 36 25y x x x= − + − ; б) 
2 2 2

1
x xy

x
+ +

= −
+

; 

23. а) 4 3 28 16 1y x x x= − + − ; б) 
2 8

1
x xy
x

− +
=

+
; 

24. а) 
4

3 4
12
xy x= − + ; б) 

22 3 13
1

x xy
x
+ +

= −
−

; 

25. а) 4 28 2y x x= − + ; б) 
2 2 8

4
x xy

x
− −

=
+

.
 

 
4. ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ 

 
Задание 1. Найти производные заданных функций: 

1.1. 4 323 6 ;y x x
x

= − +  1.2. 12 6 4cos arctg 2
2

xy x x= ⋅ − + − ; 

1. 37 2ln 3x x x− + ; 1. 112 4sin arcsin 2
2

x x x− − − ; 

2. 3
2

212 9x x
x

+ + ; 2. 
2

18 4cos
1

x x
x

+ +
+

; 

3. 3
2

2 912
2

x
xx

− + ; 3. 
2

1 12 6 ln 6 4sin
2 1

x x
x

⋅ + + ⋅
+

; 

4. 4 3
2

2 18x x
x

− + + ; 4. 2 6 ln 6 4cos ctgx x x⋅ − − ; 

1.3. 68 5
4

3 3 2
4 4

y x x
x

= + − ; 1.4. 13 2ctg arcctg 4
5

xy e x x= ⋅ − − + ; 

1. 
5

8 3 611 7 10
4 4 3

x x x+ − ; 1. 
2 2

2 1 13 +
5sin 1

xe
x x

⋅ +
+

; 
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2. 
1

6 4 656 3
3

x x x
−−− + ; 

2. 13 2tg arcsin
5

xe x x⋅ − + ; 

3. 
5

7 4 65 3 5
4 4 3

x x x
−

+ + ; 3. 
2 2

2 53 ln 3
sin 1

xe
x x

⋅ + −
+

; 

4. 
1

7 5 656 3
3

x x x
−−− − ; 4. 

2
2 13 ln 3 arccos

5cos
xe x

x
⋅ − − ; 

1.5. 36 2
9

1 2 7
3 3

y x x
x

= + − ; 1.6. 15 5 3ln tg 1
4

xy x x= ⋅ − + + ; 

1. 
4

5 9 37 102
3 3

x x x− + ; 
1. 

2
3 125 +

4sin
x

x x
− ; 

2. 
2

6 10 31 96
9 3

x x x−+ − ; 2. 
2

3 15 5 ln 5
4cos

x
x x

⋅ ⋅ − + ; 

3. 
1

5 10 3142 6
3

x x x
−−− − ; 3. 

2
3 110 ln 5

4sin
x

x x
+ − ; 

4. 
1

6 9 27 11 9
3 3 3

x x x
−

− + ; 
4. 

2
3 15 5 ln 5 +

4cos
x

x x
⋅ + ; 

1.7. 3 5
2

34 5y x x
x

= − + ; 1.8. 16 2 4sin arcsin 5
2

xy x x= ⋅ + + − ; 

1. 2 3
3

6 2512
2

x x
x

+ + ; 1. 18 4cos arccos
2

x x x+ − ; 

2. 32 2
3

6 257
2

x x
x

− − ; 2. 112 4cos tg
2

x x x− + ; 

3. 3 5
2

512 10x x
x

+ + ; 3. 6 2 ln 2 4sinx x⋅ − ; 

4. 3 5
2

17x x
x

− − ; 4. 
2

16 2 ln 2 4cos
2 1

x x
x

⋅ + +
−

; 

1.9. 3 5
3

12 2
5

y x x
x

= − + ; 1.10. 37 5 2ln cos 10
4

xy x x= ⋅ − + − ; 

1. 3 2
4

3 102
35

x
x

+ + ; 1. 2 335 tg
4

x x
x

+ + ; 
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2. 
4

32 53 62
5 5
xx x− + ; 2. 2 37 5 ln 5 sin

4
x x

x
⋅ − − ; 

3. 3 2
4

3 72
35

x
x

− − ; 3. 2 312 sin
4

x x
x

+ + ; 

4. 32 2
4

3 102
35

x x
x

+ − ; 4. 
2 37 5 ln 5 cos

4
x x

x
⋅ − + ; 

1.11. 2 3
2

23 3
3

y x x
x

= + − ; 1.12. 16 sin 2arcsin 12
4

xy e x x= + + + ; 

1. 2 3
4

46 6
3

x x
x

+ − ; 1. 16 ln 6 cos 2arccos
4

xe x x− + ; 

2. 
4

3 37 99
3 2
xx x− + ; 2. 16 cos 2arccos

4
xe x x− − ; 

3. 
3

1 9
3

x x
x

+ − ; 3. 
2

1 26 cos
4 1

xe x
x

+ +
−

; 

4. 
3

4 96
23

x x
x

− − ; 4. 
2

1 26 cos
4 1

xe x
x

+ −
−

; 

1.13.
 

6 3
4

35 7y x x
x

= − + ; 1.14. 2
55 7 4log tg 4
3

xy x x= ⋅ − − + ; 

1. 
1

7 3
5

1211 21x x
x

− + ; 
1. 4 512 ln 7 ctg

3
x x

x
− + ; 

2. 5
5 3 2

12 730
3

x
x x

+ + ; 2. 
2

4 535 ln 7
3sin

x
x x

+ − ; 

3. 
1

5 3
5

12 8
3

x x
x

− + − ; 
3. 

2
4 55 7 ln 7

ln 3cos
x

x x
⋅ − − ; 

4. 
2

5 3
5

1230 21x x
x

−
− − ; 

4. 
2

4 55 7 ln 7
ln 2 3cos

x
x x

⋅ − − ; 

1.15. 54 2
5

42 4
3

y x x
x

= + − ; 1.16. 13 3ln arccos 4
4

xy e x x= ⋅ + − − ; 

1. 
3

3 4 596 3
2

x x x
−

+ − ; 1. 
2

3 13
4 1

xe
x x

+ +
−

; 
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2. 
35

4 520 88
3 5
xx x

−
− + ; 2. 3 13 ln 3 arcsin

4
xe x

x
− + ; 

3. 
3

3 5
6

20 88
53

x x
x

−
− − ; 3. 

2

13
ln 3 4 1

x xe
x

+ −
−

; 

4. 
3

3 5
6

10 96
23

x x
x

+ + ; 4. 3 13 ln 3 arctg
4

xe x
x

+ + ; 

1.17. 55 3
2

32
4

y x x
x

= + + ; 1.18. 23 2 3tg arсsin 5
7

xy x x= ⋅ + − + ; 

1. 
5

6 3
3

3 510
38

x x
x

− + ; 1. 1 26 2 3ctg sin
7

x x x−⋅ + − ; 

2. 
2

4 3 53 310
2 5

x x x
−−− + ; 2. 

2
3 23 2 ln 3 arccos

7sin
x x

x
⋅ + + ; 

3. 
8

4 3 34 33
6 5

x x x− + − ; 3. 2
2

3 26 1
7l

x x
x

+ − −
+

; 

4. 
2

3 52 3 3
5 2 5

x x x
−

+ − ; 4. 
22

3 23 2 ln 2
cos 7 1

x

x x
⋅ + −

−
; 

1.19. 42 3
5

1 5 3
2

y x x
x

= − + ; 1.20. 3
14 3 4log arcctg 7
3

xy x x= ⋅ + − + ; 

1. 6 4925
4

x x x− −+ + ; 1. 1 24 112 3 (1 )
3

x x
x

−⋅ + − + ; 

2. 
7
4

4
1 25 4
4

x x
x

− − ; 2. 
2

4 1 14 3 ln 3
ln 3 3 1

x
x x

⋅ + + ⋅
+

; 

3. 
1

3 5 43 325
2 4

x x x−− + ; 3. 
2

112 4 ln 3
3 1

x x
x

− −
−

; 

4. 
1

4 492 25
4

x x x
−

− + − ; 
4. ln 34 3 ln 3 3tg +7

4
x x

x
⋅ − + ; 

1.21. 3 4
5

1 4
4

y x x
x

= + − ; 1.22. 311 5 3cos arсtg 4
2

xy x x= ⋅ − + − ; 
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1. 
3

2 4
6

3 20 1
4 4

x x
x

− + + ; 1. 
2

3 111 5 ln 5 3sin
2 1

x x
x

⋅ + + ⋅
+

; 

2. 4 5 31 4 4
12 5

x x x− − − ; 2. 
2

3 111 5 3sin
2 1

x x
x

⋅ − − ⋅
+

; 

3. 
3

2 4
6

3 20 1
4 4

x x
x

−
− − ; 3. 2

11 5 3 13sin
ln 5 2 1

x
x

x
⋅

+ + ⋅
+

; 

4. 
5

3 4
5

3 20 1
4 4

x x
x

+ + ; 4. 
2

411 5 ln 5 3sin
1

x x
x

⋅ + −
+

; 

1.23. 53 2
6

5 13
3

y x x
x

= − + ; 1.24. 22 6 8sin arccos 5
3

xy x x= ⋅ + − + ; 

1. 2 3
5

30 56
6

x x
x

− + ; 1. 
2

2 28cos
6 ln 6 3 1

x x
x

+ +
−

; 

2. 
5

4 2
6

5 29
156

x x
x

+ − ; 

 

2. 
2

2 12 6 ln 6 8cos
3 1

x x
x

⋅ + + ⋅
+

; 

3. 
2

2 5
5

5 5
66

x x
x

+ + ; 

 

3. 
2

22 6 ln 6 8cos
3 1

x x
x

⋅ + +
−

; 

4. 
3

2 5
7

30 29
15

x x
x

−
+ + ; 

 

4. 
2

22 6 ln 6 8cos
3 1

x x
x

⋅ − +
−

; 

1.25. 310 23 35
2

y x x
x

= − + ; 1.26. 1 13 4 5 tg arccos
3 3

xy x x= ⋅ − + − ; 

1. 11 2
2

3 955
2

x x
x

− + ; 1. 2 2

5 312 ln 4
sin 1

x

x x
− +

−
; 

2. 
1

9 365x x
x

− + ; 2. 2 2

5 13 4 ln
sin 3 1

x x
x x

⋅ + −
−

; 

3. 
1

9 3
2

350x x
x

−
+ + ; 3. 2 2

5 33 4 ln 4
cos 1

x

x x
⋅ + −

−
; 

4. 
1

11 3
2

350x x
x

−
− − ; 4. 2 2

5 13 4 ln 4
cos 3 1

xy
x x

= ⋅ − −
−

; 
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1.27. 43 5
2

14 20
2

y x x
x

= − − ; 1.28. 22 3 3cos arccos 8
7

xy x x= ⋅ − − + ; 

1. 
1

2 4
3

112 25x x
x

+ − ; 1. 
2

22 3 ln 3 3sin
7 1

x x
x

⋅ − +
−

; 

2. 
9

4 4
3

1 16x x
x

− − ; 2. 2
2 3 23sin
ln 3 7(1 )

x
x

x
⋅

+ +
+

; 

3. 
1

4 5
3

112 16
4

x x
x

−
+ + ; 3. 

2

22 3 ln 3 3sin
7 1

x x
x

⋅ + +
−

; 

4. 
9

2 4
3

4 1 25
3 4

x x
x

+ − ; 4. 
2

22 3 ln 3 3sin
7 1

x x
x

⋅ + −
−

; 

1.29. 32 4
4

1 12
3

y x x
x

= − − ; 1.30. 14 6 2ln arctg 1
6

xy x x= ⋅ − − + ; 

1. 
7

3 5 342 9
3

x x x− − ; 1. 
2

2 1 14 6 ln 6
6 1

x
x x

⋅ − − ⋅
+

; 

2. 
1

5 342 16
3

x x x−+ − ; 2. 2 2

2 1 14 6 ln 6
61 1

x

x x
⋅ + − ⋅

+ −
; 

3. 
1

4 31 3 16
2 4

x x x−+ + ; 3. 
2

4 6 2 1 1
ln 6 6 1

x

x x
⋅

− − ⋅
+

; 

4. 
4

3 31 3 9
2 4

x x x− + ; 
4. 

2
2 1 124 5

6 1
x

x x
⋅ − − ⋅

+
. 

 
Пример 1. Найти производные заданных функций: 

а)
 

4 3
2

1 3 4
2

y x x
x

= − + ; б) 
14 2 4ctg arcsin 5.
3

xy x x= ⋅ + + +  

 
Решение. Используем правила и формулы дифференцирования, по-

лучаем:  
3 3 14 2 3 2 1 32 21 1 3а) ( ) 3( ) 4( ) 4 3 ( 2) 4 2

2 2 2
y x x x x x x x

−− − −′ ′ ′ ′= − + = − ⋅ − + ⋅ = +

1
3 32

3

66 6 2 6 .x x x x
x

−+ + = + +

 42 



При решении использовались свойства степени:  
1 , ;

m
np m n

p x x x
x

−= =  

2

1 1б) 4 (2 ) 4 (ctg ) (arcsin ) (5) 4 2 ln 2 4
3 sin

x xy x x
x

 ′ ′ ′ ′ ′= ⋅ + ⋅ + + = ⋅ ⋅ + ⋅ + 
 

22 2

1 1 4 10 4 2 ln 2 .
3 sin1 3 1

x

xx x
+ ⋅ + = ⋅ ⋅ − +

− −
 

 
Задание 2. Найти производную функций: 
 

2.1. sin lny x x= ⋅ ; 2.2. arcsin
tg

xy
x

= ; 

1. cos ln sin lnx x x x⋅ + ⋅ ; 1. 2 2

1 1
cos 1x x

⋅
−

; 

 

2. sincos ln xx x
x

⋅ + ; 2. 
2 2

2

1 arcsintg
1 cos

tg

xx
x x

x

⋅ −
+ ; 

 
3. cos x

x
; 3. 

22

2

tg arcsin
cos1

tg

x x
xx

x

−
− ; 

4. 1cos ln sinx x x
x

⋅ − ⋅ ; 4. 
2

2

cos

1

x

x−
; 

2.3. cos tgy x x= ⋅ ; 2.4. sin
ctg

xy
x

= ; 

1. 
2

1sin
cos

x
x

− ⋅ ; 1. 
2

cos
sin

x
x

− ; 

2. 
2

1cos tg
sin

x x
x

⋅ − ; 2. 
2

1cos ctg
sin

ctg

x x
x

x

+
; 

3. 1sin tg
cos

x x
x

⋅ + ; 3. 
2

1sin ctg
sin

ctg

x x
x

x

+
; 
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4. 1sin tg
cos

x x
x

− ⋅ + ; 4. 
2

1cos ctg
sin

ctg

x x
x

x

−
; 

2.5. lnxy e x= ⋅ ; 

 

2.6. 
2

arccos
1

xy
x x

=
+ +

; 

1. ln
x

x ee x
x

⋅ + ; 

 

1. 
2

1 1
2 11 xx

− ⋅
+−

; 

 

2. 
xe
x

; 2. 

2

2

2

1 arccos (2 1)
1

(2 1)

x x x x
x

x

+ +
− − ⋅ +

−
+

; 

 
3. lnx xe x e x⋅ + ⋅ ; 3. 

2

2

2 2

1 arccos (2 1)
1

( 1)

x x x x
x

x x

+ +
+ ⋅ +

−
+ +

; 

 
4. 1 xe

x
+ ; 4. 

2

2

2 2

1 arccos (2 1)
1

( 1)

x x x x
x

x x

+ +
− − ⋅ +

−
+ +

; 

2.7. 2 cosxy x= ⋅ ; 2.8. tg
ln

xy
x

= ; 

 

1. 2 ln 2 ( sin )x x⋅ − ; 1. 
2

2

ln tg
cos

ln

x x
xx

x

−
; 

2. 2 ln 2cos 2 sinx xx x− ; 

 

2. 
2

1 1
cos xx

⋅ ; 

3. 2 sinx x− ⋅ ; 

 

3. 
2cos

x
x

; 

 

4. 2 ln 2cos 2 sinx xx x+ ; 4. 
2

2

ln tg
sin

ln

x x
xx

x

−
−

; 

2.9. 23 siny x x= ⋅ ; 

 

2.10. 2 1
arctg

xy
x

+
= ; 
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1. 6 cosx x⋅ ; 1. 
2

2

2 12arctg
1

arctg

xx
x

x

+
−

+ ; 

2. 26 sin 3 cosx x x x⋅ + ; 

 

2. 
2

2
1 x+

; 

3. 23 sin cosx x x⋅ + ; 

 

3. 
2

2
2(1 )
arctg

x
x

+ ; 

 

4. 26 cos 3 sinx x x x⋅ + ; 4. 
2

2

2 12arctg
1

arctg

xx
x

x

+
−

− ; 

2.11. 2logy x x= ⋅ ; 2.12. ln
sin 

xy
x

= ; 

1. 2log ln 2
2

x
x

− ; 1. 1
cosx x⋅

; 

2. 2ln 2 logx x⋅ + ; 2. 
2

sin ln cos

sin

x x x
x

x

− ⋅
; 

3. 2
1 log

ln 22
xx

xx
⋅ + ; 3. 

2
ln cos

sin
x x

x
− ; 

4. 1 1
ln 22 xx

⋅ ; 4. 
2

cos ln sin

sin

x x x
x

x

− ⋅
; 

2.13. 2cos ( 1)y x x= ⋅ − ; 2.14. ctg
cos 

xy
x

= ; 

1. 2sin ( 1) 2 cosx x x x− ⋅ − + ; 1. 
3

1
sin x

; 

2. 2 sinx x− ⋅ ; 2. 
2

2

1ctg cos
sin
cos

x x
x
x

− ⋅
; 

3. sin (2 1) 2 (2 1)x x x x− − + ⋅ − ; 
3. 

2

2

1 sin cos
sin

cos

x x
x

x

− ⋅ +
; 
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4. cos (2 1)x x⋅ − ; 4. 
2

1 1
sin
cos

x
x

− +
; 

2.15. arcsin lny x x= ⋅ ; 2.16. 
23 1

arcctg 
xy

x
−

= ; 

1. 
2

1

1x x−
; 

1. 

2

2

2

3 16 arcctg
1

arcctg

xx x
x

x

−
⋅ +

+ ; 

2. 
2

ln

1

x

x−
; 2. 

2
6

1
x
x

−
+

; 

3. 
2

ln arcsin

1

x x
xx

+
−

; 3. 
2

2

16
sin

arcctg

x
x

x

− +
; 

4. 
2 2

ln 1

1 1

x

x x x
+

− −
; 4. 

2
2

2

1(3 1) 6
1

arcctg

x x
x
x

− ⋅ −
+ ; 

2.17. 2( 4) tgy x x= + ; 2.18. 
4

ctg
log  

xy
x

= ; 

1. 2 tgx x ; 1. 
2

1 ln 4
sinx x

− + ; 

2. 
2

2
cos

x
x

; 2. 
42

2
4

1 ctglog
ln 4sin

log

xx
xx

x

− ⋅ −
; 

3. 
2

2
42 tg

cos
xx x

x
+

+ ; 3. 
4

2
4

ctgsin log
ln 4

log

xx x
x

x

− ⋅ −
; 

4. 
2

2
2 ( 4)

cossin
х x

xx
+

− + ; 4. 
4

2
4

1ctg log ln 4

log

x x
x

x

⋅ −
; 

2.19. ctg 3xy x= ⋅ ; 2.20. arccos
sin 

xy
x

= ; 
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1. 
2

3 ln 3
sin

x

x
− + ; 1. 

2

1

1 cosx x
−

− ⋅
; 

2. 
2

3 ctg 3 ln 3
sin

x
xx

x
− + ⋅ ; 2. 

2

2
1 arccos

sin
x x

x
− − + ; 

3. 
2

ctg 1
3 ln 3 sinx

x
x

− ; 
3. 

2

2

sin arccos cos
1

sin

x x x
x

x

− − ⋅
− ; 

4. 
2sin 3 ctg

ln 3
xx x− + ; 4. 

2

arccossin
cos

sin

xx
x

x

−
; 

2.21. arccos xy x e= ⋅ ; 2.22. 
3

arcsin
2 1

xy
x

=
+

; 

1. 
21

xe

x
−

−
; 

1. 

3
2

2

3 2

2 1 6 arcsin
1

(2 1)

x x x
x

x

+
−

−
+

; 

2. 
2 arccos

1

xe x
x

+
+

; 2. 
3 2

3 2
(2 1)arccos 6 arcsin

(2 1)
x x x x

x
+ −

+
; 

3. 
2

arccos
1

x
xe e x

x
− + ⋅

−
; 3. 

2 2

1

6 1x x−
; 

4. 
21

x xe
x

−
−

; 4. 
3 2

2
(2 1) 1 arcsin

1
x x x

x
+ − −

−
; 

2.23. tg siny x x= ⋅ ; 2.24. 5log
ctg

x
y

x
= ; 

1. 
2

1 sin
cos

x
x
⋅ ; 1. 

2
1

ln 5sinx x
− ; 

2. 1
cos x

; 2. 
5

2

ctg log sin
ln 5

ctg

x x x
x

x

− ⋅
; 
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3. 
2

cos tg cos
sin

x x x
x
+ ⋅ ; 3. 

5
2

2

logctg
ln 5 sin

ctg

xx
x x

x

+
; 

4. 
2

sin tg cos
cos

x x x
x
+ ⋅ ; 4. 

5
2

2

logln 5 ctg
sin

ctg

xx
x

x

+
; 

2.25. 2ctg logy x x= ⋅ ; 2.26. cos
arctg

xy
x

= ; 

1. 22
1 log ln 2

sin
x

x
− ⋅ ⋅ ; 1. 

2

2

cossin arctg
1

arctg

xx x
x

x

− ⋅ −
+ ; 

2. 
2

1 1
ln 2sin xx

− ⋅ ; 2. 
2

2

sin cos
1

arctg

x x
x

x

−
−

+ ; 

3. 2
2

log ctg
ln 2sin

x x
xx

− + ; 3. 
2 2

cos arctg sin
(1+ )

x x x
x

⋅ − ; 

4. 2
2

log ctg
cos

x x
xx

+ ; 
4. 

2

2

1 sin cos
1

cos

x x
x

x

− ⋅ +
+ ; 

2.27. 5 arctgxy x= ⋅ ; 2.28. 
3

arccos
1
xy

x
=

+
; 

1. 
2

5 ln 5
1

x

x
⋅

+
; 1. 

2

3 2
(3 1)arcsin

( 1)
x x

x
+

+
; 

2. 
2

55 ln 5 arctg
1

x
x x

x
⋅ ⋅ +

+
; 

2. 

3
2

2

3 2

1 3 arccos
1

( 1)

x x x
x

x

+
− −

−
+

; 

3. 
2

55 arctg
1

x xx
x

⋅ +
+

; 3. 
2 2

2
1 (3 1) cos

arccos
x x x

x
− − + ⋅ ; 

4. 1
2

55 arctg
1

x
xx x

x
−⋅ ⋅ +

−
;  

4. 

3
2

2

3 2

1 3 arccos
1

( 1)

x x x
x

x

+
− −

+
+

; 
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2.29. 3log siny x x= ⋅ ; 2.30. ln
tg

xy
x

= ; 

1. 3log ( cos )x x⋅ − ; 1. 
2

1
cosx x⋅

; 

2. 33 ln log cosx x x x⋅ + ⋅ ; 2. 2

sinln tg

tg

xx x
x

x

⋅ −
; 

3. 3
sin log cos

ln 3
x x x

x
+ ⋅ ; 3. 

2

2

tg ln
sin

tg

x x
x x

x

−
; 

4. 3
cos log sin

ln 3
x x x

x
+ ⋅ ; 4. 

2

2

tg ln
cos

tg

x x
x x

x

−
. 

 
Пример 2. Найти производные заданных функций: 

а) ln ;y x x= ⋅   б) 2log .
cos

xy
x

=  

 

Решение. 1 1а) ( ) ln (ln ) ln
2

y x x x x x x
xx

′ ′ ′= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ =

ln 1 ;
2

x
xx

= +  

2
2 2

2 2

1 cos log ( sin )(log ) cos log (cos ) ln 2б)
cos cos

x x xx x x x xy
x x

⋅ − ⋅ −′ ′⋅ − ⋅ ⋅′ = = +

2

2

cos +log sin
ln 2 .

cos

x x x
x

x

⋅
⋅+  

 
Задание 3. Найти производные функций: 
 

3.1. sin(6 2)y x= − ; 3.2. 2 73 xy −= ; 3.3. 2 5(6 3 4)y x x= − + ; 
1. 2cos(6 2)x − ; 1. 2 77 ln 3 3 x−− ⋅ ; 1. 2 45(6 3 4) (3 1)x x x− + ⋅ − ; 
2. 6cos(6 2)x − ; 2. 2 73ln 7 3 x−− ⋅ ; 2. 2 45 (6 3 4)x x⋅ − + ; 
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3. 6cos(6 2)x− − ; 3.  2 7ln 3 3 x−⋅ ; 3. 2 4(6 3 4) (12 3)x x x− + ⋅ − ; 
4. 2cos(6 2)x− − ; 4.  3 27 3 x−⋅ ; 4. 2 415(6 3 4) (4 1)x x x− + ⋅ − ; 
3.4. cos(5 2 )y x= − ; 3.5. 2 14 xy += ; 3.6. 2 3(3 7 2)y x x= + − ; 
1. 5sin(5 2 )x− ; 1. 2 12 4 x+⋅ ; 1. 2 23(3 7 2) (6 7)x x x+ − ⋅ + ; 
2. 5sin(5 2 )x− − ; 2. 2 12 ln 4 4 x+⋅ ; 2. 23(3 7 2) (6 7)x x x+ − ⋅ + ; 
3. 2sin(5 2 )x− ; 3. 2 1ln 2 4 x+⋅ ; 3. 2 23(3 7 2) (6 7)x x x+ − ⋅ − ; 
4. 2sin(5 2 )x− − ; 4. 2 1ln 4 4 x+⋅ ; 4. 2 26(3 7 2) (3 5)x x x+ − ⋅ − ; 
3.7. ln(3 2)y x= − ; 3.8. 3 42 xy −= ; 3.9. 2 4( 2 1)y x x= − + ; 

1. 2
3 2x

−
−

; 1. 3 42 ln 4 2 x−⋅ ; 1. 2 34( 2 1)x x− + ; 

2. 3ln 3
3 2x −

; 2. 3 42 ln 4 2 x−− ⋅ ; 2. 2 38( 2 1) ( 1)x x x− + ⋅ − ; 

3. 2
3 2x −

; 3. 3 44 ln 2 2 x−− ⋅ ; 3. 2 34( 2 1) (3 2)x x x− + ⋅ − ; 

4. 3
3 2x −

; 4. 3 44 ln 2 2 x−⋅ ; 4. 2 34( 2 1) (2 2)x x x− − + ⋅ − ; 

3.10. tg( 1)y x= − ; 3.11. 3 75 xy += ; 3.12. 2 8(4 3 )y x x= − + ; 

1. 
2

1
cos ( 1)x −

; 1. 3 73ln 7 5 x+⋅ ; 1. 2 732(4 3 )x x− + ; 

2. 
2

1
sin ( 1)x

−
−

; 2. 3 77 ln 5 5 x+⋅ ; 2. 2 78 (4 3 )x x x− + ; 

3. sin( 1)
cos( 1)

x
x
−
−

; 3. 3 73ln 5 5 x+− ⋅ ; 3. 2 78(4 3 ) (6 1)x x x− + ⋅ − ; 

4. cos( 1)
sin( 1)

x
x
−
−

; 4. 3 73ln 5 5 x+⋅ ; 4. 2 78(4 3 )x x− − + ; 

3.13.  ctg(5 7)y x= − ; 3.14. 5 26 xy −= ; 3.15. 2 3(3 7 12)y x x= + − ; 

1. 
2

5
sin (5 7)x

−
−

; 1. 5 26 ln 2 6 x−⋅ ; 1. 2 23(3 7 12)x x+ − ; 

2. 
2

5
sin (5 7)x −

; 2. 5 22 ln 6 6 x−− ⋅ ; 2. 2 27(3 7 12) (2 1)x x x+ − ⋅ + ; 
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3. 
2

7
sin (5 7)x

−
−

; 3. 5 22 ln 6 6 x−⋅ ; 3. 2 23(3 7 12) (6 7)x x x+ − ⋅ + ; 

4. 
2

7
sin (5 7)x −

; 4. 5 25ln 2 6 x−− ⋅ ; 4. 2 26(3 7 12) ( 7)x x x+ − ⋅ + ; 

3.16.  sin(10 3 )y x= − ; 3.17. 13xy −= ; 3.18. 2 6(2 8)y x x= − + ; 

1. 3cos(10 3 )x− ; 1. 
13

ln 3

x−
; 1. 2 56(2 8)x x− + ; 

2. 3cos(10 3 )x− − ; 2. 
13

ln 3

x−
− ; 2. 2 512(2 8) ( 1)x x x− + ⋅ − ; 

3. 10cos(10 3 )x− ; 3. 1ln 3 3x−⋅ ; 3. 2 5(2 8) (4 1)x x x− + ⋅ − ; 
4. 10cos(10 3 )x− − ; 4. 1ln 3 3x−− ⋅ ; 4. 2 56(2 8) (4 1)x x x− + ⋅ − ; 
3.19. cos(5 2)y x= − ; 3.20. 4 79 xy −= ; 3.21. 2 3( 5 3)y x x= + − ; 
1. 2sin(5 2)x − ; 1. 4 79 ln 7 9 x−− ⋅ ; 1. 2 23( 5 3) (2 5)x x x+ − ⋅ + ; 
2. 2sin(5 2)x− − ; 2. 4 79 ln 7 9 x−⋅ ; 2. 2 23( 5 3)x x+ − ; 
3. 5sin(5 2)x− − ; 3. 4 77 ln 9 9 x−⋅ ; 3. 2 2( 5 3) (2 5)x x x+ − ⋅ + ; 
4. 5sin(5 2)x − ; 4. 4 77 ln 9 9 x−− ⋅ ; 4. 2 25( 5 3) ( 5)x x x+ − ⋅ + ; 
3.22. 3log (8 )y x= − ; 3.23. 3 47 xy −= ; 3.24. 2 5(8 5 4)y x x= − + ; 

1. 1
8 x−

; 1. 3 43ln 7 7 x−⋅ ; 1. 2 45(8 5 4)x x− + ; 

2. ln 3
8x −

; 2. 3 43ln 7 7 x−− ⋅ ; 2. 2 45(8 5 4) (16 5)x x x− + ⋅ − ; 

3. ln 3
8 x
−
−

; 3. 3 44 ln 7 7 x−⋅ ; 3. 2 4(8 5 4) (16 5)x x x− + ⋅ − ; 

4. 1
( 8) ln 3x −

; 4. 3 47 ln 4 7 x−⋅ ; 4. 2 45(8 5 4) (8 5)x x x− + ⋅ − ; 

3.25. sin(4 3 )y x= − ; 3.26. 4 38 xy += ; 3.27. 2 6(4 3 1)y x x= − + ; 
1. 3cos(4 3 )x− − ; 1. 4 33ln8 8 x+⋅ ; 1. 2 58(4 3 1) ( 3)x x x− + ⋅ − ; 
2. 3cos(4 3 )x− ; 2. 4 34 ln8 8 x+⋅ ; 2. 2 58(4 3 1) (2 3)x x x− + ⋅ − ; 
3. 4cos(4 3 )x− ; 3. 4 34 ln8 8 x+− ⋅ ; 3. 2 56(4 3 1) (8 3)x x x− + ⋅ − ; 
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4. 4cos(4 3 )x− − ; 4. 4 38ln 4 8 x+⋅ ; 4. 2 56(4 3 1)x x− + ; 
3.28. cos(6 4)y x= − ; 3.29. 2 75 xy −= ; 3.30. 2 4(3 2 5)y x x= − + ; 
1. 4sin(6 4)x− − ; 1. 2 77 ln 5 5 x−− ⋅ ; 1. 2 36 (3 2 5)x x x− + ; 
2. 4sin(6 4)x − ; 2. 2 77 ln 5 5 x−⋅ ; 2. 2 33 (3 2 5)x x x− + ; 
3. 6sin(6 4)x − ; 3. 2 75ln 2 5 x−⋅ ; 3. 2 38(3 2 5) (3 1)x x x− + ⋅ − ; 
4. 6sin(6 4)x− − ; 4. 2 75ln 7 5 x−⋅ ; 4. 2 34(3 2 5)x x− + . 
 

Пример 3. Найти производные заданных функций: 
а) tg(3 1);y x= −    б) 2 5(3 4 ) .y x x= − −  

Решение: a)
2 2

1 3(3 1)
cos (3 1) cos (3 1)

y x
x x

′ ′= ⋅ − =
− −

; 

2 4 2 2 4б) 5(3 4 ) (3 4 ) 5(3 4 ) ( 1 8 )y x x x x x x x′ ′= − − ⋅ − − = − − ⋅ − − =  
2 45(3 4 ) (1 8 ).x x x= − − − ⋅ +  

 

Задание 4. 
Найти скорость материальной точки в момент времени t0, если она 

движется согласно закону S(t). 
 

4.1. 2
0( ) 3 4 2, 2S t t t t= − + = ; 4.2. 3

0( ) 2 3 1, 4S t t t t= − + = ; 
1. (2) 6v = ; 1. (4) 93v = ; 
2. (2) 5v = ; 2. (4) 94v = ; 
3. (2) 7v = ; 3. (4) 95v = ; 
4. (2) 8v = ; 4. (4) 96v = ; 

4.3. 2
0( ) 5 1, 1S t t t t= − + = ; 4.4. 2

0( ) 5 1, 3S t t t t= + − = ; 
1. (1) 9v = ; 1. (3) 10v = ; 
2. (1) 8v = ; 2. (3) 11v = ; 
3. (1) 7v = ; 3. (3) 12v = ; 
4. (1) 6v = ; 4. (3) 13v = ; 

4.5. 2
0( ) 3 4 2, 5S t t t t= + − = ; 4.6. 3

0( ) 2 1, 2S t t t t= + − = ; 
1. (5) 33v = ; 1. (2) 12v = ; 
2. (5) 34v = ; 2. (2) 13v = ; 
3. (5) 35v = ; 3. (2) 14v = ; 
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4. (5) 36v = ; 4. (2) 15v = ; 

4.7. 3
0( ) 3 2 3, 1S t t t t= − + = ;  4.8. 2

0( ) 2 4, 3S t t t t= + + = ; 
1. (1) 5v = ; 1. (3) 15v = ; 
2. (1) 6v = ; 2. (3) 14v = ; 
3. (1) 7v = ; 3. (3) 12v = ; 
4. (1) 8v = ; 4. (3) 13v = ; 

4.9. 2
0( ) 5 3 2, 5S t t t t= − + = ; 4.10. 3

0( ) 4, 0S t t t t= + + = ; 
1. (5) 45v = ; 1. (0) 4v = ; 
2. (5) 46v = ; 2. (0) 3v = ; 
3. (5) 47v = ; 3. (0) 2v = ; 
4. (5) 48v = ; 4. (0) 1v = . 

Найти ускорение материальной точки в момент времени t0, если ее 
скорость изменяется согласно закону V(t). 

 

4.11. 2
0( ) 4 5 1, 3V t t t t= + − = ; 4.12. 2

0( ) 5 4 2, 1V t t t t= + + = ; 
1. 29; 1. 13; 
2. 20; 2. 14; 
3. 25; 3. 15; 
4. 27; 4. 16; 
4.13. 3

0( ) 2 1, 0V t t t t= + + = ; 4.14. 2
0( ) 2 5 2, 4V t t t t= + − = ; 

1. 1; 1. 19; 
2. 2; 2. 20; 
3. 3; 3. 21; 
4. 4; 4. 22; 
4.15. 2

0( ) 3 2, 3V t t t t= − + = ; 4.16. 3
0( ) 2 1, 2V t t t t= − + = ; 

1. 15; 1. 20; 
2. 16; 2. 21; 
3. 17; 3. 22; 
4. 18; 4. 23; 
4.17. 2

0( ) 5 4, 1V t t t t= + + = ; 4.18. 2
0( ) 5 1, 0V t t t t= + − = ; 

1. 8; 1. 5; 
2. 9; 2. 4; 
3. 10; 3. 3; 
4. 11; 4. 2; 
4.19. 3

0( ) 3 2 2, 2V t t t t= − + = ; 4.20. 2
0( ) 5 8, 5V t t t t= − + = ; 

1. 33; 1. 46; 
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2. 34; 2. 47; 
3. 35; 3. 48; 
4. 36; 4. 49. 

 

Определить угловой коэффициент касательной, проведенной к 
графику ( )y f x=  в точке 0x . 

 

4.21. 2
06 3 5, 3y x x x= − + + = − ; 4.22. 2

03 2 4, 1y x x x= + − = ; 
1. 39; 1. 7; 
2. 38; 2. 8; 
3. 40; 3. 9; 
4. 41; 4. 10; 
4.23. 2

05 2 4, 2y x x x= − + + = ; 4.24. 2
04 2, 2y x x x= − + = − ; 

1.   18; 1. –16; 
2. –18; 2.   16; 
3.   20; 3. –17; 
4. –20; 4.   17; 
4.25. 2

02 4 3, 3y x x x= − + − = ; 4.26. 2
05 4 1, 1y x x x= + − = − ; 

1.   12 ; 1.   4; 
2. –12; 2. –4; 
3. –8; 3.   6; 
4.   8; 4. –6; 
4.27. 2

04 3 6, 4y x x x= − + + = ; 4.28. 2
07 1, 3y x x x= + + = − ; 

1.   32; 1. 1; 
2. –32; 2. 2; 
3.   29; 3. 3; 
4. –29; 4. 4; 
4.29. 2

03 2 5, 3y x x x= − + + = ;  4.30. 2
02 7 2, 0y x x x= + + = ;  

1. –15;  1. 5; 
2. –16; 2. 6; 
3. –17; 3. 7; 
4. –18; 4. 8. 

 
Пример 4. 1. Найти скорость и ускорение материальной точки в 

момент времени 0 4,t = если она движется согласно закону  
3 2( ) 2 5.S t t t= − +  
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Решение. Скорость движения материальной точки находится как 
производная пути 2( ) ( ) 6 2 .V t S t t t′= = − Вычислим скорость в момент 
времени 0 4 :t = (4) 6 16 2 4 72.V = ⋅ − ⋅ =  

Ускорение материальной точки находится как производная скоро-
сти: ( ) ( ) 12 2.a t V t t′= = − Тогда в момент времени 0 4t =  ускорение 
равно (4) 12 4 2 46.a = ⋅ − =                            Ответ: (4) 72, (4) 46.V a= =  

2. Найти угловой коэффициент касательной, проведенной к графи-
ку 2 4 5y x x= − + − в точке 0 3.x =  

Решение. Угловой коэффициент касательной, проведенной к гра-
фику ( )y f x= в точке 0x равен 0( ).k f x′= Тогда 2 4y x′ = − +  и 

2 3 4 2k = − ⋅ + = − .                                                                          Ответ: –2. 
 
Задание 5. Найти дифференциал функций:  
 

5.1. ln(cos(3 4))m l= + ; 5.2. cos(ln(3 4))m z= + ; 

1. 3tg(3 4)dm l dl= − + ; 1. 3 cos(ln(3 4))
3 4

dm z dz
z

= − ⋅ +
+

; 

2. 3
cos(3 4)

dm dl
l

=
+

; 2. 3sin(ln(3 4))
3 4

zdm dz
z

− +
=

+
; 

3. 3sin(3 4)dm l dl= + ; 3. 3sin(3 4)
3 4

zdm dz
z

− +
=

+
; 

4. tg(3 4)dy l dx= − + ; 4. 3sin(ln(3 4))dy z dx= − + ; 
5.3. ln(sin(7 5))m l= − ; 5.4. sin(ln(7 5))m z= − ; 

1. 1 cos(7 5)
7 5

dm l dl
l

= − ⋅ −
−

; 1. 7sin(ln(7 5))
7 5

zdm dz
z

−
=

−
; 

2. 7
sin(7 5)

dm dl
l

=
−

; 2. 7 cos(7 5)
7 5

dm z dz
z

= ⋅ −
−

; 

3. 7ctg(7 5)dm l dl= − ; 3. 7cos(ln(7 5))dy z dx= − ⋅ ; 

4. 5ctg(7 5)dy l dx= − − ; 4. 7 cos(ln(7 5))
7 5

zdm dz
z

−
=

−
; 

5.5. tg(cos(3 5 ))m x= − ; 5.6. ctg(cos(3 4 ))m x= − ; 

1. 
2

5sin(3 5 )
cos (cos(3 5 ))

xdm dx
x

−
=

−
; 1. 

2
4 tg(3 4 )

sin (3 4 )
dm x dx

x
−

= ⋅ −
−

; 

2. 5tg(3 5 )dm x dx= − ; 2. 
2
4sin(3 4 )

sin (cos(3 4 ))
xdm dx
x

− −
=

−
; 
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3. 
2

5 tg(3 5 )
cos (3 5 )

dm x dx
x

= ⋅ −
−

; 3. 4
sin(3 4 )

dm dx
x

−
=

−
; 

4. 
2

5sin(3 5 )
cos (3 5 )

xdy dz
x

−
=

−
; 4. 

2
4sin(3 4 )

sin (3 4 )
xdy dz

x
− −

=
−

; 

5.7. arcsin(ln(7 8))m l= − ; 5.8. ln(arcsin(7 8))m l= − ; 

1. 
2

1 7
7 81 (7 8)

dldm
ll

= ⋅
−− −

; 1. 
2

7

1 (7 8)
dm dl

l
=

− −
; 

2. 
2

1 7
7 81

dldm
ll

= ⋅
−−

; 2. 7
7 8

dldm
l

=
−

; 

3. 
2

1 7
7 81 ln (7 8)

dldm
ll

= ⋅
−− −

; 3. 7
arcsin(7 8)

dxdy
l

=
−

; 

4. 
2

1 7
1 ln (7 8)

dy dx
l

= ⋅
− −

; 4.
2

7

arcsin(7 8) 1 (7 8)

dldm
l l

=
− ⋅ − −

; 

5.9. arctg(ln(5 2 ))m x= − ; 5.10. ln(arctg(5 2 ))m x= − ; 

1. 
2

1 2
2 51 ln (5 2 )

dxdm
xx

= ⋅
−+ −

; 1. 
2
1 2

5 21 arctg (5 2 )
dxdm

xx
−

= ⋅
−+ −

; 

2. 
2
2

1 ln (5 2 )
dxdm

x
−

=
+ −

; 2. 
2

1 2
arctg(5 2 ) 1 (5 2 )

dxdm
x x

−
= ⋅

− + −
; 

3. 2
5 2

dxdm
x

−
=

−
; 3. 2

arctg(5 2 )
dxdm

x
−

=
−

; 

4. 
2

1 2
1 ln (5 2 )

dy dm
x

= ⋅
+ −

; 4. 1
arctg(5 2 ) 6 2

dmdy
x x

= ⋅
− −

; 

5.11. ln 3 4m l= + ; 5.12. ln(3 4)m z= + ; 

1. 3
3 4

dldm
l

=
+

; 1. 3
3 4

dzdm
z

=
+

; 

2. 
23

3

2 (3 4)

dldm
l

=
+

; 2. 3
2 ln(3 4)

dzdm
z

=
+

; 

3. 3
2(3 4)

dldm
l

=
+

; 3. 1 3
2 ln(3 4)

dy dx
z

= ⋅
+

; 
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4. 3
2 3 4

dxdy
l

=
+

; 4. 1 3
3 42 ln(3 4)

dzdm
zz

= ⋅
++

; 

5.13. arcctg(ln(3 11 ))m y= − ; 5.14. ln(arcctg(3 11 ))m y= − ; 

1.
2

1 11
3 111 ln (3 11 )

dydm
yy

⋅
= ⋅

−+ −
; 1. 

2
11

1 (3 11 )
dydm

y
=

+ −
; 

2. 
2
11

1 ln (3 11 )
dydm

y
=

+ −
; 2. 

2
1 11

arcctg(3 11 ) 1 (3 11 )
dydm

y y
= ⋅

− + −
; 

3.
 

11arcctg(3 11y)
3 11

dm dy
y
−

=
−

; 3. 11
arcctg(3 11 )

dydm
y

=
−

; 

4.
 2

11
(1 ln (3 11 )) (3 11 )

dmdy
y y

⋅
=

+ − ⋅ −
; 4. 

2
1 11

arctg(3 11 ) 1 (3 11 )
dmdy

y y
= ⋅

− + +
; 

5.15. sin(5 4)lm e += ; 5.16. ln(cos(7 8))m l= − ; 

1.
 

sin(5 4)ldm e dl+= ; 1. 7
cos(7 8)

dm dl
l

=
−

; 

2.
 

sin(5 4)4 cos(5 4)ldm e l dl+= + ; 2. 7sin(7 8)dm l dl= − − ; 

3.
 

sin(5 4)5 cos(5 4)ldm e l dl+= + ; 3. 7tg(7 8)dy l dx= − − ; 

4.
 

sin(5 4)5 cos(5 4)ldy e l dx+= + ; 4. 7tg(7 8)dm l dl= − − ; 
5.17. cos(ln(8 1))m z= + ; 5.18. ln(sin(9 4))m l= − ; 

1.
 

8sin(ln(8 1))
8 1

dzdm z
z

= − + ⋅
+

; 1. 9cos(9 4)dm l dl= − ; 

2.
 

8sin(ln(8 1))dm z dz= − + ; 2. 9ctg(9 4)dm l dl= − ; 

3.
 

8sin(8 1)
8 1

zdm dz
z

− +
= ⋅

+
; 3. 9tg(9 4)dm l dl= − ; 

4.
 

8sin(ln(8 1))
8 1

dxdy z
z

= − + ⋅
+

; 4. 9ctg(9 4)dy l dx= − ; 

5.19. sin(ln(9 4))m z= − ; 5.20. tg(cos(4 7 ))m x= − ; 

1.
 

9cos(ln(9 4))dm z dz= − ; 1. 
2

7tg(4 7 )
cos (4 7 )

xdm dx
x

−
=

−
; 

2.
 

cos(9 4)
9 4

zdm dz
z

−
=

−
; 2. 7tg(4 7 )dm x dx= − − ; 

3.
 

9cos(ln(9 4))
9 4

dzdm z
z

= − ⋅
−

; 3. 
2

7sin(4 7 )
cos (cos(4 7 ))

x dmdy
x

−
=

−
; 
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4.
 

9cos(ln(9 4))
9 4

dxdy z
z

= − ⋅
−

; 4. 
2

7sin(4 7 )
cos (cos(4 7 ))

x dxdm
x

−
=

−
; 

5.21. cos(tg(4 7 ))m k= − ; 5.22. ctg(cos(2 1))m x= + ; 

1.
 2

7sin(tg(4 7 ))
cos (4 7 )

kdm dk
k

−
=

−
; 1. 2

sin(2 1)
dxdm
x

=
+

; 

2.
 2

7sin((4 7 ))
cos (4 7 )

kdm dk
k

−
=

−
; 2. 

2
2sin(2 1)

sin (cos(2 1))
x dxdm

x
+

=
+

; 

3.
 2

7 (4 7 )
cos (4 7 )

tg kdm dk
k

−
=

−
; 3. 12tg(2 1)

sin(2 1)
dm x dx

x
= + ⋅

+
; 

4.
 2

7sin(tg(4 7 ))
cos (4 7 )

kdy dx
k

−
=

−
; 4. 

2
2sin(2 1)

sin (cos(2 1))
x dmdy

x
+

=
+

; 

5.23. cos(ctg(2 1))m k= + ; 5.24. sin(tg(3 8))m l= − ; 

1.
 

2
sin(2 1)

kdm
k

−
=

+
; 1. 8tg(3 8)

cos(3 8)
ldm dl
l
−

=
−

; 

2.
 2

ctg(2 1) 2
sin (2 1)

kdm dk
k
+

= ⋅
+

; 2. 
2
3

cos (3 8)
dldm

l
=

−
; 

3.
 2

sin(ctg(2 1) 2
sin (2 1)

kdm dk
k

+
= ⋅

+
; 3. 

2
3cos(tg(3 8))

cos (3 8)
ldy dz

l
−

=
−

; 

4.
 2

sin(ctg(2 1) 2
sin (2 1)

kdy dm
k

+
= ⋅

+
; 4. 

2
3cos(tg(3 8))

cos (3 8)
ldm dl

l
−

=
−

; 

5.25. tg(sin(3 8))m y= − ; 5.26. cos(7 5 )xm e −= ; 

1.
 2

3cos(3 8)
cos (sin(3 8))

ydm dy
y
−

=
−

; 1. cos(7 5 )7 xdm e dx−= ; 

2.
 

3
cos(sin(3 8))

dydm
y

=
−

; 2. cos(7 5 )5 sin(7 5 )xdm e x dx−= ⋅ − ; 

3.
 

8ctg(3 8)dm y dy= − ; 3. cos(7 5 )5 cos(7 5 )xdm e x dx−= − ⋅ − ; 

4.
 2

3cos(3 8)
cos (sin(3 8))

ydy dm
y
−

=
−

; 4. cos(7 5 )5 sin(7 5 )xdy e x dl−= ⋅ − ; 

5.27. ctg(sin(6 7))m l= − ; 5.28. sin(ctg(6 7))m l= − ; 
1.

 
6tg(6 7)dm l dl= − − ; 1. 7tg(6 7)dm l dl= − ; 

2.
 2

7cos(6 7)
sin (6 7)

l dldm
l
−

=
−

; 2. 
2

6cos(6 7)
sin (6 7)

ldm dl
l

− −
=

−
; 
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3.
 2

6cos(6 7)
sin (sin(6 7))

l dldm
l

− −
=

−
; 3. 

2
6cos(ctg(6 7))

sin (6 7)
ldy dx

l
− −

=
−

; 

4.
 2

6cos(6 7)
sin (sin(6 7))

ldy dm
l

− −
=

−
; 4. 

2
6cos(ctg(6 7))

sin (6 7)
ldm dl

l
− −

=
−

; 

5.29. ln(tg(17 3 ))m k= − ; 5.30. ln(ctg(15 8 ))m y= − ; 

1.
 2

1 3
tg(17 3 ) cos (17 3 )

dkdm
k k

−
= ⋅

− −
; 1. 8

ctg(15 8 )
dydm

y
=

−
; 

2.
 2

17
cos (17 3 )

dkdm
k

=
−

; 2. 
2
15

sin (15 8 )
dydm

y
=

−
; 

3.
 

1
tg(17 3 ) cos(17 3 )

dkdm
k k

= ⋅
− −

; 3. 
2

1 8
ctg(15 8 ) sin (15 8 )

dydm
y y

= ⋅
− −

; 

4.
 2

1 3
tg(17 3 ) cos (17 3 )

dxdy
k k

−
= ⋅

− −
; 4. 

2
1 8

ctg(15 8 ) sin (15 8 )
dmdy

y y
= ⋅

− −
. 

 
Пример 5. Найти дифференциал функции 2arcctg(ln(3 7)).m n= −

 Решение. Найдем производную функции 2arcctg(ln(3 7)).m n= −  

2
2 2 2 2

1 1(ln(3 7))
1 ln (3 7) 1 ln (3 7)

m n
n n

′ ′= − ⋅ − = − ×
+ − + −

 

2
2 2 2 2

1 1 1(3 7) 6
3 7 1 ln (3 7) 3 7

n n
n n n

′× ⋅ − = − ⋅ ⋅ =
− + − −

 

2 2 2

6 .
(1 ln (3 7)(3 7)

n
n n

= −
+ − −

 

Тогда дифференциал функции равен  

2 2 2

6 .
(1 ln (3 7)(3 7)

ndm dn
n n

= −
+ − −

 

 
Задание 6. Найти производную степенно-показательной функции. 
 

6.1. ln(3 8) xy x= + ; 

1. ln ln(3 8) 3ln(3 8)
3 8

x x xy x
x x
+ ′ = + ⋅ + + 

; 

2. 
1

3xy′ = ; 
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3. ln ln 1(3 8)
3 8

x xy x
x x

 ′ = + ⋅ + + 
; 

4. ln 1(3 8) 3xy x
x

 ′ = + ⋅ + 
 

; 

6.2. sin 4(5 ) xy x= ; 

1. 4cos 45 xy′ = ; 

2. sin 4 sin 4(5 ) 4cos 4 ln 5x xy x x x
x

 ′ = ⋅ ⋅ + 
 

; 

3. sin 4 sin 4(5 ) 4cos 4x xy x x
x

 ′ = ⋅ + 
 

; 

4. sin 4 cos 4(5 ) sin 4 ln 5x xy x x x
x

 ′ = ⋅ + 
 

 ; 

6.3.
23 5(ln ) xy x += ; 

1. 
61 x

y
x

 ′ =  
 

; 

2. 
2 2

3 5 3 5(ln ) 6 ln(ln )
ln

x xy x x x
x x

+  +′ = ⋅ +  
 

; 

3. 
2 2

3 5 3 5(ln ) 6 lnx xy x x x
x

+  +′ = ⋅ +  
 

; 

4. 
23 5 2 ln(ln ) 6 (3 5)x xy x x x

x
+  ′ = ⋅ + + 

 
; 

6.4. cos(7 5)(3 4 ) xy x −= − ; 

1. 7sin(7 5)( 4) xy − −′ = − ; 

2. cos(7 5) ln(3 4 )(3 4 ) 7sin(7 5)
7 5

x xy x x
x

− − ′ = − ⋅ − − + − 
; 

3. cos(7 5) 4cos(7 5)(3 4 ) 7sin(7 5) ln(3 4 )
4 3

x xy x x x
x

− − ′ = − ⋅ − − − + − 
; 

4. cos(7 5) 4sin(7 5)(3 4 ) 7 cos(7 5) ln(3 4 )
4 3

x xy x x x
x

− − ′ = − ⋅ − − + − 
; 

6.5. tg(3 17)(8 11) xy x += + ; 
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1. 
2

3
cos (3 17)8 xy +′ = ; 

2. tg(3 17)
2

3(8 11) tg(3 17)
cos (3 17)

xy x x
x

+  
′ = + ⋅ + +  + 

; 

3. tg(3 17)
2

3ln(8 11) 8tg(3 17)(8 11)
8 +11cos (3 17)

x x xy x
xx

+  + +′ = + ⋅ +  + 
; 

4. tg(3 17) 17 8tg(3 17)(8 11)
ln(8 11) 8 +11

x xy x
x x

+  +′ = + ⋅ + + 
; 

6.6. ctg(3 19)(14 9) xy x += + ; 

1. 
2

3
sin (3 19)14 xy

−

+′ = ; 

2. ctg(3 19)
2

ctg(3 19) 3(14 9)
14 sin (3 19)

x xy x
x x

+  +′ = + ⋅ −  + 
; 

3. ctg(3 19) ln(14 9)(14 9) ctg(3 19)
3 19

x xy x x
x

+ + ′ = + ⋅ + + + 
; 

4. ctg(3 19)
2

14ctg(3 19) 3ln(14 9)(14 9)
14 9 sin (3 19)

x x xy x
x x

+  + +′ = + ⋅ −  + + 
; 

6.7. ln(4 7)(5 8) xy x −= − ; 

1. 
4

4 75 xy −′ = ; 

2. ln(4 7) 4 5(5 8)
4 7 5 8

xy x
x x

−  ′ = − ⋅ + − − 
; 

3. ( )ln(4 7)(5 8) ln(5 8) ln(4 7)xy x x x−′ = − ⋅ − + − ; 

4. ln(4 7) 4 ln(5 8) 5ln(4 7)(5 8)
4 7 5 8

x x xy x
x x

− − − ′ = − ⋅ + − − 
; 

6.8. arctg(2 1)(17 ) xy x += ; 

1. arctg(2 1)
2

2 ln17 arctg(2 +1)(17 )
1 (2 1)

x x xy x
xx

+  
′ = ⋅ +  + + 

; 

2. 
2

2
1 (2 1)17 xy + +′ = ; 
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3. arctg(2 1) 2ln17 arctg(2 1)(17 )
17

x x xy x
x x

+ + ′ = ⋅ + 
 

; 

4. arctg(2 1)
2

2 17(17 )
1 (2 1)

xy x
xx

+  
′ = ⋅ +  + + 

; 

6.9. arcsin(22 2 )(9 33) xy x −= + ; 

1. arcsin(22 2 )
2

9arcsin(22 2 ) 2ln(9 33)(9 33)
9 33 1 (22 2 )

x x xy x
x x

−
 − + ′ = + ⋅ −
 + − − 

; 

2. 
2

2

1 (22 2 )9 xy

−

− −′ = ; 

3. 
2

9arcsin(22 2 ) 2ln(9 33)
9 33 1 (22 2 )

x xy
x x

− +′ = −
+ − −

; 

4. arcsin(22 2 )
2

arcsin(22 2 )(9 33) 2ln(9 33)
1 (22 2 )

x xy x x
x

−  −′ = + ⋅ + +  + + 
; 

6.10. arccos(7 3)(31 6 ) xy x += − ; 

1. 
2

7

1 (7 3)( 6) xy

−

− +′ = − ; 

2. arccos(7 3)
2

6arccos(7 3) 7 ln(31 6 )(31 6 )
6 31 1 (7 3)

x x xy x
x x

+
 + − ′ = − ⋅ −
 − − + 

; 

3. arccos(7 3)
2

arccos(7 3) 7(31 6 )
6 31 1 (7 3)

x xy x
x x

+  +′ = − ⋅ −  − + + 
; 

4. arccos(7 3) arcsin(7 3)(31 6 ) 7 ln(31 6 )
6 31

x xy x x
x

+ + ′ = − ⋅ − − − 
; 

6.11. arcctg(22 )(16 15 ) xy x += − ; 

1. 
2

1
1+(22+ )( 15) xy

−

′ = − ; 

2. arcctg(22 ) ln(16 15 )(16 15 ) arcctg(22 )
15 16

x xy x x
x

+ − ′ = − ⋅ − + − 
; 

3. arcctg(22 )
2

15arcctg(22 ) ln(16 15 )(16 15 )
15 16 1 (22 )

x x xy x
x x

+  + −′ = − ⋅ −  − + + 
; 
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4. arcctg(22 )
2

arcctg(22 ) ln(16 15 )(16 15 )
151 (22 )

x x xy x
xx

+  + −′ = − ⋅ −  + + 
; 

6.12. ln(71 7 )(19 43) xy x −= + ; 

1. 
7

71 719 xy
−
−′ = ; 

2. ln(71 7 ) 7 ln(19 43)(19 43)
7 71

x xy x
x

− +′ = + ⋅
−

; 

3. ln(71 7 ) 19ln(71 7 )(19 43)
19 43

x xy x
x

− −′ = + ⋅
+

; 

4. ln(71 7 ) 7 ln(19 43) 19ln(71 7 )(19 43)
7 71 19 43

x x xy x
x x

− + − ′ = + ⋅ + − + 
; 

6.13. sin(8 29)(3 42) xy x += + ; 

1. sin(8 29) 3sin(8 29)(3 42) 8cos(8 29) ln(3 42)
3 42

x xy x x x
x

+ + ′ = + + + + + 
; 

2. 8cos(8 29)3 xy +′ = ; 

3. sin(8 29) 3cos(8 29)(3 42) 8ln(3 42)
3 42

x xy x x
x

+ + ′ = + + + + 
; 

4. sin(8 29) 3cos(8 29)(3 42) 8sin(8 29) ln(3 42)
3 42

x xy x x x
x

+ + ′ = + + + + + 
; 

6.14. cos(11 2)(35 10 ) xy x += − ; 

1. 11sin(11 2)( 10) xy − +′ = − ; 
2. 

cos(11 2) 10cos(11 2)(35 10 ) 11sin(11 2) ln(35 10 )
10 35

x xy x x x
x

+ + ′ = − ⋅ − + − − 
; 

3. 
cos(11 2) 10sin(11 2)(35 10 ) 11cos(11 2) ln(35 10 )

10 35
x xy x x x

x
+ + ′ = − ⋅ + + − − 

; 

4. cos(11 2) 10(35 10 ) 11ln(35 10 )
10 35

xy x x
x

+  ′ = − ⋅ − − − 
; 

6.15. tg(3 13)(28 13 ) xy x += − ; 

1. 
2

3
cos (3 13)( 13) xy +′ = − ; 
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2. tg(3 13)
2

28 13(28 13 ) tg(3 +13)
cos (3 13)

x xy x x
x

+  −′ = − ⋅ −  + 
; 

3. tg(3 13)
2

3ln(28 13 ) 13tg(3 +13)(28 13 )
28 13cos (3 13)

x x xy x
xx

+  −′ = − ⋅ −  −+ 
; 

4. tg(3 13)
2

3 13(28 13 )
28 13cos (3 13)

xy x
xx

+  
′ = − ⋅ −  −+ 

; 

6.16. ctg(4 37)( 14) xy x += + ; 

1. 
2

4
sin (4 37)

y
x
−′ =

+
; 

2. ctg(4 37)
2

4 1( 14)
14sin (4 37)

xy x
xx

+  −′ = + ⋅ +  ++ 
; 

3. ctg(4 37)
2

4( 14) ctg(4 +37)ln( +14)
sin (4 37)

xy x x x
x

+  
′ = + ⋅ −  + 

; 

4. ctg(4 37)
2

ctg(4 +37) 4ln( 14)( 14)
14 sin (4 37)

x x xy x
x x

+  +′ = + ⋅ −  + + 
; 

6.17. arctg(5 8)(4 43) xy x += + ; 

1. arctg(5 8)
2

5ln(4 43) 4arctg(5 8)(4 43)
4 431 (5 8)

x x xy x
xx

+  + +′ = + ⋅ +  ++ + 
; 

2. 
2

5
1 (5 8)4 xy + +′ = ; 

3. arctg(5 8)
2

5 4(4 43)
4 431 (5 8)

xy x
xx

+  
′ = + ⋅ +  ++ + 

; 

4. arctg(5 8)
2

5arctg(5 8) 4ln(4 43)(4 43)
4 431 (5 8)

x x xy x
xx

+  + +′ = + ⋅ +  ++ + 
; 

6.18. arcctg(7 2)(48 6 ) xy x −= − ; 

1. 
2

7
1 (7 2)( 6) xy

−

+ −′ = − ; 
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2. arcctg(7 2)
2

6arcctg(7 2) 7 ln(48 6 )(48 6 )
6 48 1 (7 2)

x x xy x
x x

−  − −′ = − ⋅ −  − + − 
; 

3. arcctg(7 2)
2

6 7(48 6 )
6 48 1 (7 2)

xy x
x x

−  
′ = − ⋅ −  − + − 

; 

4. arcctg(7 2)
2

6arcctg(7 2) 7 ln(48 6 )(48 6 )
48 61 (7 2)

x x xy x
xx

−  − −′ = − ⋅ −  −+ − 
; 

6.19. arcsin(27 15 )(7 16) xy x −= + ; 

1. 
2

15

1 (27 15 )7 xy

−

− −′ = ; 

2. arcsin(27 15 )
2

7 ln(7 16) 15arcsin(27 15 )(7 16)
7 16 1 (27 15 )

x x xy x
x x

−
 + − ′ = + ⋅ −
 + − − 

; 

3. arcsin(27 15 )
2

7arcsin(27 15 ) 15ln(7 16)(7 16)
7 16 1 (27 15 )

x x xy x
x x

−
 − + ′ = + ⋅ −
 + − − 

; 

4. arcsin(27 15 )
2

7 15(7 16)
7 16 1 (27 15 )

xy x
x x

−
 
 ′ = + ⋅ −
 + − − 

; 

6.20. arccos(23 17 )(6 11) xy x −= + ; 

1. 
2

17

1 (23 17 )6 xy − −′ = ; 

2. arccos(23 17 )
2

17 6(6 11)
6 111 (23 17 )

xy x
xx

−
 
 ′ = + ⋅ +
 +− − 

; 

3. arccos(23 17 )
2

17arccos(23 17 ) ln(6 11)(6 11)
6 111 (23 17 )

x x xy x
xx

−
 − + ′ = + ⋅ +
 +− − 

; 

4. arccos(23 17 )
2

17 ln(6 11) 6arccos(23 17 )(6 11)
6 111 (23 17 )

x x xy x
xx

−
 + − ′ = + ⋅ +
 +− − 

; 

6.21. ln(19 5)(2 5) x+y x= + ; 

1. 
19

19 +52 xy′ = ; 
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2. ln(19 5) 19ln(2 5) 2 ln(19 5)(2 5)
19 5 2 5

x x xy x
x x

+ + + ′ = + ⋅ + + + 
; 

3. ln(19 5) 19 2(2 5)
19 5 2 5

xy x
x x

+  ′ = + ⋅ + + + 
; 

4. ln(19 5) ln(19 5) ln(2 5)(2 5)
19 5 2 5

x x xy x
x x

+ + + ′ = + ⋅ + + + 
; 

6.22. sin(7 32)(34 6 ) xy x += − ; 

1. ( )
7cos(7 +32)

6
x

y′ = − ; 

2. ( )
sin(7 +32) 634 6 7sin(7 32) ln(34 6 )

34 6

x
y x x x

x
 ′ = − ⋅ + − − − 

; 

3. ( )
sin(7 +32) 6sin(7 32)34 6 7cos(7 32) ln(34 6 )

34 6

x xy x x x
x
+ ′ = − ⋅ + − − − 

; 

4. ( )
sin(7 +32) 6 ln(34 6 )34 6 7cos(7 32)

34 6

x xy x x
x

− ′ = − ⋅ + − − 
; 

6.23. ( )
cos(8 +14)

2 27
x

y x= + ; 

1. 
8sin(8 +14)

2
x

y
−

′ = ; 

2. ( )
cos(8 +14) cos(8 14)2 27 8ln(2 27)

2 27

x xy x x
x

+ ′ = + ⋅ − + + 
; 

3. ( )
cos(8 +14) sin(8 14) 8cos(8 14)2 27

2 27 ln(2 27)

x x xy x
x x

 + +′ = + ⋅ − + + 
; 

4. ( )
cos(8 +14) 2cos(8 14)2 27 8sin(8 14) ln(2 27)

2 27

x xy x x x
x

+ ′ = + ⋅ − + + + 
; 

6.24. ( )
tg(19 2 )

13 17
x

y x
−

= + ; 

1. ( )
tg(19 2 )

2
13tg(19 2 ) 2ln(13 17)13 17

13 17 cos (19 2 )

x x xy x
x x

−  − +′ = + ⋅ −  + − 
; 

2. 
2

2
cos (19 2 )13 xy

−

−′ = ; 

3. ( )
tg(19 2 )

2
13 213 17

13 17 cos (19 2 )

x
y x

x x

−  
′ = + ⋅ −  + − 

; 

4. ( )
tg(19 2 )

2
ln(13 17) 2tg(19 2 )13 17

13 17 cos (19 2 )

x x xy x
x x

−  + −′ = + ⋅ −  + − 
; 
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6.25. ( )
ctg(11 3)

53 12
x

y x
+

= − ; 

1. 
2

11
sin (11 3)( 12) xy

−

+′ = − ; 

2. ( )
ctg(11 3)

2
12ctg(11 3) 11ln(53 12 )53 12

12 53 sin (11 3)

x x xy x
x x

+  + −′ = − ⋅ −  − + 
; 

3. ( )
ctg(11 3)

2
12 1153 12

12 53 sin (11 3)

x
y x

x x

+  
′ = − ⋅ −  − + 

; 

4. ( )
ctg(11 3)

2
12ln(53 12 ) 11ctg(11 3)53 12

12 53 sin (11 3)

x x xy x
x x

+  − +′ = − ⋅ −  − + 
; 

6.26. ( )
arctg(8 26)

24 18
x

y x
+

= − ; 

1. ( )
arctg(8 26)

2
8ln(24 18 ) 18arctg(8 26)24 18

24 181 (8 26)

x x xy x
xx

+  − +′ = − ⋅ −  −+ + 
; 

2. 
2

8
1 (8 26)( 18) xy + +′ = − ; 

3. ( )
arctg(8 26)

2
8 1824 18

24 181 (8 26)

x
y x

xx

+  
′ = − ⋅ −  −+ + 

; 

4. ( )
arctg(8 26)

2
ln(24 18 ) 18arctg(8 26)24 18
24 18 1 (8 26)

x x xy x
x x

+  − − +′ = − ⋅ −  − + + 
; 

6.27. ( )
arcctg(3 8)

42 7
x

y x
+

= − ; 

1. 
2

3
1 (3 8)( 7) xy

−

+ +′ = − ; 

2. ( )
arcctg(3 8)

2
7 342 7

7 42 1 (3 8)

x
y x

x x

+  
′ = − ⋅ −  − + + 

; 

3. ( )
arcctg(3 8)

2
7arcctg(3 8) 3ln(42 7 )42 7

7 42 1 (3 8)

x x xy x
x x

+  + −′ = − ⋅ −  − + + 
; 

4. ( )
arcctg(3 8)

2
7 ln(42 7 ) 3arcctg(3 +8)42 7

7 42 1 (3 8)

x x xy x
x x

+  −′ = − ⋅ −  − + + 
; 

6.28. ( )
arcsin(45 16 )

28 9
x

y x
−

= − ; 
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1. 
2

16

1 (45 16 )( 9) xy

−

− −′ = − ; 

2. ( )
arcsin(45 16 )

2

9arcsin(45 16 ) 16ln(28 9 )28 9
9 28 1 (45 16 )

x x xy x
x x

−  − − ′ = − ⋅ −
 − − − 

; 

3. ( )
arcsin(45 16 )

2

9 1628 9
9 28 1 (45 16 )

x
y x

x x

−  
 ′ = − ⋅ −
 − − − 

; 

4. ( )
arcsin(45 16 )

2

arcsin(45 16 ) 9ln(28 9 )28 9
9 281 (45 16 )

x x xy x
xx

−  − − ′ = − ⋅ +
 −− − 

; 

6.29. ( )
arccos(33 5 )

8 31
x

y x
−

= + ; 

1. 
2

5

1 (33 5 )8 xy − −′ = ; 

2. ( )
arccos(33 5 )

2

8 58 31
8 31 1 (33 5 )

x
y x

x x

−  
 ′ = + ⋅ +
 + − − 

; 

3. ( )
arccos(33 5 )

2

5arccos(33 5 ) 8ln(8 31)8 31
8 311 (33 5 )

x x xy x
xx

−  − + ′ = + ⋅ +
 +− − 

; 

4. ( )
arccos(33 5 )

2

5ln(8 31) 8arccos(33 5 )8 31
8 311 (33 5 )

x x xy x
xx

−  + − ′ = + ⋅ +
 +− − 

; 

6.30. ( )
ln(38 7 )

18 43
x

y x
−

= + ; 

1. 
7

38 718 xy
−
−′ = ; 

2. ( )
ln(38 7 ) 7 1818 43

7 38 18 43

x
y x

x x

−  ′ = + ⋅ + − + 
; 

3. ( )
ln(38 7 ) 7 ln(18 43) 18ln(38 7 )18 43

7 38 18 43

x x xy x
x x

− + − ′ = + ⋅ + − + 
; 

4. ( )
ln(38 7 ) ln(18 43) ln(38 7 )18 43

18 43 7 38

x x xy x
x x

− + − ′ = + ⋅ + + − 
. 
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Пример 6. Найти производную степенно-показательной функции 
arctg(1 5 )(4 7 ) .xy x += −  

Решение. Логарифмируем данную функцию: 
ln( ) arctg(1 5 ) ln(4 7 ).y x x= + ⋅ −  

Затем дифференцируем обе части полученного выражения: 
(ln( )) (arctg(1 5 ) ln(4 7 )) ,

(arctg(1 5 )) ln(4 7 ) arctg(1 + 5 ) (ln(4 7 )) ,

y x x
y x x x x
y

′ ′= + ⋅ −
′

′ ′= + ⋅ − + ⋅ −
 

2

5 7ln(4 7 ) arctg(1 + 5 ) ,
4 71 (1 5 )

y x x
y xx
′ −
= ⋅ − + ⋅

−+ +
 

2

5ln(4 7 ) 7arctg(1 5 ) , тогда
4 72 10 25

y x x
y xx x
′ − +
= −

−+ +
 

2

arctg(1 5 )
2

5ln(4 7 ) 7arctg(1 5 ) ,
4 72 10 25

5ln(4 7 ) 7arctg(1 5 )(4 7 ) .
4 72 10 25

x

x xy y
xx x

x xy x
xx x

+

− + ′ = ⋅ − −+ + 
− + ′ = + ⋅ − −+ + 

 

 
 
 

5. ПРИМЕР МОДУЛЬНОГО ЗАДАНИЯ 
 

1. Найти производные заданных функций: 
6

3 2

6а) ( ) arctg 2y x x
x

= − ⋅ ; 
3

4

2 5б)
2

xy
x x

+
=

+
;  

2sin( )в) xy x= ; sin(3 ) 5г) (4 cos 2 )xy x= − ; 

3

2 sin(2 )
д)

8sin ( )

x t t

y t

= −


=
; e) 3 2 23 y 3 6 0x x x y+ + + = . 

2. Приближенно вычислить 4 81,02 . 

3. Воспользовавшись правилом Лопиталя, вычислить 23

ln( 4)lim .
9x

x
x→−

+
−
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