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ВВЕДЕНИЕ 
 

Современные достижения математики, ее численных методов и их 
проникновение во все области человеческой деятельности, а в послед-
нее время широкое использование вычислительной техники привели к 
тому, что хороший экономист не может обойтись без свободного вла-
дения известными математическими методами и без их применения к 
экономическим процессам. Проникновение математики в область эко-
номики привело к возникновению новых направлений и в экономике, 
и в математике. Количественные и качественные методы математики 
являются наилучшим вспомогательным аппаратом для получения от-
ветов на основные вопросы экономики. Математизация экономической 
науки придала более строгую количественную оценку категориям, 
явлениям, тенденциям. Появилась возможность формализовать раз-
личные зависимости как в научных исследованиях, так и в реальной 
жизни. 

Математика часто используется не только для того, чтобы описы-
вать реальность, но и для того, чтобы конструировать новую реаль-
ность. Математическое моделирование и связанный с ним компьютер-
ный эксперимент незаменимы в тех случаях, когда натурный экспери-
мент невозможен или затруднен по тем или иным причинам. 

Предлагаемый курс направлен на то, чтобы дать представление о 
современном математическом инструментарии и базовых методах ана-
лиза, применяемых в экономических исследованиях, и научить слуша-
теля пользоваться ими для решения исследовательских и прикладных 
задач. 

Данный курс базируется на знаниях, полученных после изучения 
следующих курсов: математический анализ, геометрия и алгебра, мат-
ричный анализ, дифференциальные уравнения, функциональный ана-
лиз, методы оптимизации, исследование операций, эконометрика, эко-
номико-математические методы и модели. 

Учебная дисциплина «Моделирование в социальных и экономиче-
ских системах» относится к циклу специальных дисциплин компонен-
та учреждения высшего образования, осваиваемых студентами маги-
стратуры специальности 1-25 80 01 Экономика. 
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1. ЭКОНОМИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ  
И МОДЕЛИ: ПРЕДМЕТ, ЗАДАЧИ, ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 

 
1.1. Предмет и задачи экономико-математических методов 

 и моделей 
 

Одним из методов исследования экономических систем является 
метод экономико-математического моделирования, т. е. способ теоре-
тического анализа и практического действия, направленный на разра-
ботку и использование экономико-математических моделей. Единого 
определения экономико-математической модели в литературе нет. 
В [18] под экономико-математической моделью понимается математи-
ческое описание экономического процесса, произведенное в целях его 
исследования. В [33] модель представлена как образ реального объек-
та, описанный знаковыми средствами, отражающий существенные 
свойства моделируемого объекта и замещающий его в ходе исследова-
ния и управления. В [36] дано следующее описание математической 
модели – это система математических уравнений, неравенств, формул 
и различных математических выражений, описывающих реальный 
объект, составляющие его характеристики и взаимосвязи между ними. 
В приведенных определениях четко выделяется: объект экономико-
математической модели – экономический процесс, элементы модели – 
математические выражения, адекватно описывающие объект, цель мо-
дели – исследование и управление экономическим процессом.  

Специфика подачи материала в пособии ориентирована на класси-
фикацию моделей с выделением теоретико-аналитических модели и 
прикладных.  

Первый класс моделей используется при изучении общих свойств и 
закономерностей экономических процессов, имеет высокий уровень 
абстракции, и использует обобщенную экономическую информацию, 
зачастую отсутствующую в отчетности. Как правило, этот класс моде-
лей используется для доказательства экономических гипотез.  

Прикладные модели в отличие от теоретико-аналитических позво-
ляют дать количественное решение конкретных экономических задач, 
поэтому ориентированы на изучение конкретного экономического 
объекта, его динамики и взаимосвязей. Такое исследование реализует-
ся посредством разработки методологического, методического и ин-
формационного обеспечения модели. Количественное разрешение мо-
дели обеспечивается на основе математического и программного обес-
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печения. Именно класс прикладных моделей: особенности их разра-
ботки и использования, – рассматривается в данном учебном пособии.  

Основное назначение прикладных моделей при принятии управ-
ленческих решений состоит в создании инструментального средства 
принятия решений, которое позволяет: 

- в ограниченные временные сроки осуществлять многовариантные 
комплексные расчеты. Например, разработав модель влияния управ-
ляющих параметров: численность занятых и заработная плата, – на 
динамику рентабельности в условиях некоторой экономической конъ-
юнктуры, в ограниченные сроки просчитывается большое количество 
вариантов при различных значениях управляющих параметров; на ос-
нове экспертной оценки модельных результатов можно выбрать 
наилучший с точки зрения соотношения численности занятых, зара-
ботной платы и рентабельности; 

- проводить количественную оценку последствий принимаемых ре-
шений. Например, в 1992 г. для открытой белорусской экономики ак-
туальной была проблема количественной оценки последствий полити-
ки либерализации цен на энергоносители, в 2004 г. – количественная 
оценка последствий объединения денежных систем России и Беларуси. 
В обоих случаях для обоснования привлекались комплексные макро-
экономические модели; 

- корректировать теоретические представления об объекте, прове-
рять определенные гипотезы и генерировать новые, углублять знания 
об объекте. В том случае, если разработана модель, адекватно описы-
вающая экономический процесс, то, изменяя один из управляющих 
параметров модели, возможно оценить «чистое» его влияние на основ-
ные индикаторы экономического развития. На этой основе можно про-
вести сравнительный анализ воздействия различных параметров с точ-
ки зрения эффективности их влияния на динамику экономического 
процесса. 

В тоже время модельные расчеты являются достаточно условными: 
чем выше степень агрегации ЭММ, тем больше она имеет допущений, 
тем менее надежны модельные прогнозы. В то же время большераз-
мерные модели не имеют аналитической наглядности и по этой при-
чине интерпретация модельных расчетов затруднена. Опрос пользова-
телей моделей в США, в стране наиболее активно использующей в 
практике управления экономико-математические модели, показал, что 
основное достоинство модели заключается в возможности отвечать на 
вопрос «что будет, если» – на это достоинство модели указали более 
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90 % опрошенных, и менее 50 % указали на удовлетворительную до-
стоверность прогнозных модельных расчетов. Еще раз подчеркнем, 
что далеко не во всех случаях модельные расчеты могут использовать-
ся как готовые управленческие решения. Каждая модель работает в 
рамках заданных допущений и только в этих условиях справедливым 
является модельное решение. В том случае, если набор допущений 
нарушается требуется экспертная корректировка полученного модель-
ного решения. Поэтому ЭММ в большей мере следует рассматривать 
как консультирующее средство, один из вариантов решения экономи-
ческой проблемы. 

Следует различать понятия: экономико-математические методы и 
экономико-математические модели. Термин экономико-математиче-
ские методы понимается как обобщающее название комплекса эконо-
мических и математических научных дисциплин, объединенных для 
изучения социально-экономических систем и процессов. В этом смыс-
ле математические методы используются для обоснования математи-
ческого обеспечения модели: методы математического программиро-
вания используются как математическая база реализации оптимизаци-
онной модели, математическая статистика выступает основой разра-
ботки эконометрической модели, линейная алгебра используется при 
решении моделей межотраслевого баланса. Экономическая статистика 
является базой разработки информационного обеспечения модели, 
экономическая теория – для обоснования методологического обеспе-
чения, прикладная экономика – как основа методического обеспече-
ния, информационные технологии – для программной реализации мо-
дели. Далее приведем прикладную модель, позволяющую решать за-
дачу примера 1.1.  

Пример 1.1. Фабрика изготовляет два вида красок: для внутренних 
работ (В) и наружных работ (Н). Для производства красок использует-
ся два вида сырья И1, И2. Максимально возможные суточные запасы 
сырья составляют соответственно 6 т и 8 т. Нормативные расходы сы-
рья при производстве красок приведены в табл. 1.1. 

Изучение рынка сбыта показало, что суточный спрос на краску В 
никогда не превышает спроса на краску Н более, чем на 1 т. Установ-
лено, что спрос на краску В никогда не превышает 2 т в сутки. Опто-
вые цены одной тонны краски Н – 3 тыс. у. е., краски В – 2 тыс. у. е. 
Какое количество краски каждого вида должна производить фабрика, 
чтобы выручка от реализации была максимальной. 
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Таб лица  1.1. Нормативы расхода сырья на 1 т краски (данные примера 1.1) 
 

Сырье Краска 
Н В 

И1 1 2 
И2 2 1 

 
Решение. ЭММ для решения данной задачи в формальном виде 

описывает условия задачи. Полагая, что x1иx2 – соответственно суточ-
ные объемы производства красок Н и В, условия ограничения на су-
точный расход сырья И1 и И2 в формальном виде соответственно за-
пишутся: 

 

х1+ 2х2 ≤ 6,                                                        (1.1) 
 

2х1 + х2 ≤ 8.                                                       (1.2) 
 

Условия, что суточное предложение красок должно удовлетворять 
спросу, в формальном виде имеют вид: 

 

х2 – х1 ≤ 1,                                                    (1.3) 
 

х1 ≤ 2.                                                           (1.4) 
 

Объемы производства не могут быть отрицательными – данное 
требование формализованно записывается следующим образом: 

 

х1 ≥ 0, х2 ≥ 0.                                             (1.5) 
 

Условие достижения максимума выручки от реализации записыва-
ется в виде целевой функции: 

 

𝐹𝐹𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 3х1+ 2х2.                                         (1.6) 
 

Соотношения (1.1)–(1.6) представляют собой формализованное 
описание оптимизационной модели, решение которой позволит найти 
оптимальную структуру суточной программы производства красок. 
В частности, решение задачи с помощью пакета прикладных программ 
(ППП) следующее: x1 = 10/3, x2 = 4/3, Fmax = 38/3. Это означает, что при 
указанных суточных запасах ресурсов и суточном спросе оптимальная 
производственная программа предполагает суточный объем производ-
ства краски для наружных работ 10/3 т, для внутренних работ – 4/3 т, 
при этом выручка от реализации составит 38/3 тыс. у. е. 
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Вообще говоря, постановка задачи, приведенная в примере 1.1, уже 
предполагает конкретно определенное методологическое и методиче-
ское обеспечение: оптимальная структура производства формируется 
исходя из ограничений на сырье и наилучшая производственная про-
грамма выбирается по критерию максимума выручки от реализации, – 
и информационное обеспечение: заданы нормы расхода сырья на еди-
ницу продукции и цены на сырье, известен суточный спрос на краску и 
суточные запасы сырья И1, И2. На практике процесс обоснования ме-
тодологического, методического, информационного обеспечения до-
статочно сложный и требует глубокого знания экономического объек-
та моделирования, имеющейся по нему статистической отчетности.  

При использовании моделей в экономических расчетах все величи-
ны, характеризующие моделируемые объекты, подразделяются на эк-
зогенные или входные (известные, рассчитываемые вне модели), и 
эндогенные или выходные (неизвестные, определяемые в процессе 
решения экономической задачи). В примере 1.1. в качестве экзогенных 
величин выступают цены на краски, суточные запасы сырья, спрос на 
краски, в качестве эндогенных – оптимальная структура производства 
красок, выручка от реализации.  

 
1.2. Классификация экономико-математических моделей 

 
При классификации ЭММ могут использоваться разные признаки: 

по содержательной проблеме, по периодам прогнозирования, по воз-
можностям учета фактора неопределенности, по возможностям учета 
временных изменений, по используемому математическому аппарату. 

В основе классификации моделей по содержательной проблеме 
лежит объект моделирования. Например, односекторная комплексная 
макромодель описывает макроэкономические зависимости националь-
ной экономики агрегировано, в то время как в многосекторной макро-
модели отражается движение потоков в разрезе секторов экономики 
(домашние хозяйства, сектор государственного управления, нефинан-
совые предприятия, банки, внешний мир) или в разрезе отраслей. От-
раслевые модели и модели функциональных комплексов: модель про-
мышленного производства, торговли, модели АПК, финансовые моде-
ли и др., – описывают особенности формирования показателей в ука-
занных сферах. На уровне предприятий в зависимости от целей моде-
лирования разрабатываются модели оптимизации производственной 
программы, транспортные модели, модели оптимизации раскроя мате-
риала, модели спроса и т. д. 
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При классификации моделей по периодам прогнозирования выде-
ляют краткосрочные модели (период прогнозирования – до года), 
среднесрочные модели (до пяти лет), долгосрочные модели (свыше 
пяти лет). Как правило, построение этих моделей имеет различную 
методологическую базу. Например, при построении макромодели бе-
лорусской экономики на период прогнозирования до двух лет описано 
влияние показателей кредитно-денежной и налогово-бюджетной поли-
тики, в то время как алгоритм работы макромодели на период прогно-
зирования свыше двух лет строится в зависимости от динамики инве-
стиций: кредитно-денежный блок здесь имеет подчиненное значение. 
Более того, влияние инфляционных процессов в краткосрочной пер-
спективе на динамику макропоказателей может оказать стимулирую-
щее воздействие, в то время как в долгосрочной перспективе это влия-
ние почти всегда отрицательно. Эти и другие процессы модели долж-
ны адекватно отражать. При этом очень важным представляется согла-
сование выявленных в исследуемой экономике зависимостей и поло-
жений экономической теории. В том случае, если обнаружено проти-
воречие, то такую зависимость опасно закладывать в модель, которая 
строится для целей прогнозирования: имеет смысл рассмотреть связь 
прогнозируемого показателя с другими факторами.  

По возможности учета фактора неопределенности экономическо-
го процесса различают детерминированные модели, когда входные 
параметры модели задаются однозначно, и выходные показатели соот-
ветственно определяются однозначно; и стохастические, когда пара-
метры модели, условия функционирования и характеристики объекта 
представлены случайными величинами и связаны стохастическими 
зависимостями, либо исходная информация также представлена слу-
чайными величинами. Несмотря на то, что последний класс моделей 
более адекватно описывает экономические процессы, но при практи-
ческом использовании этих моделей возникают трудности информа-
ционного характера, поскольку исходы стратегий в различных эконо-
мических условиях оцениваются, как правило, экспертно. 

 По возможности учета временных изменений различают динами-
ческие и статические модели. Динамические модели – модели, описы-
вающие экономику в развитии. Как правило, в динамической модели 
имеется переменная обеспечивающая связь последующего и преды-
дущего периодов, например, инвестиции в основной капитал рассмат-
риваются как функция прироста производства за период [t-1,t]. Стати-
ческая модель – это ЭММ, в которой все зависимости отнесены к од-
ному моменту времени. Статические модели разрабатываются лишь 
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для отдельно взятых периодов, в данном случае t-1, или t, а развитие 
экономического процесса отображается рассчитанными показателями 
отдельно для периодов t-1 и t. Несмотря на привлекательную особен-
ность динамических моделей, их структура значительно сложнее ста-
тических, что усложняет не только информационное обеспечение мо-
дели, но и затрудняет экономическую интерпретацию расчетов, повы-
шает степень неустойчивости модельных результатов. 

По степени агрегирования объектов моделирования модели разде-
ляются на макроэкономические и микроэкономические. К первым от-
носят модели, отражающие функционирование экономики как единого 
целого, в то время как микроэкономические модели связаны, как пра-
вило, с такими звеньями экономики, как предприятия и фирмы.  

По типу подхода к изучаемым социально-экономическим системам 
выделяют дескриптивные и нормативные модели. При дескриптивном 
подходе получаются модели, предназначенные для описания и объяс-
нения фактически наблюдаемых явлений или для прогноза этих явле-
ний. В качестве примера дескриптивных моделей можно привести ба-
лансовые, имитационные модели, эконометрические модели. При нор-
мативном подходе интересуются не тем, каким образом устроена и 
развивается экономическая система, а как она должна быть устроена и 
как должна действовать в смысле определенных критериев. В частно-
сти все оптимизационные модели относятся к классу нормативных.  

Наиболее распространенной является классификация по использу-
емому математическому аппарату. При этом выделяют следующие 
классы моделей: имитационные, эконометрические, оптимизационные, 
балансовые, модели исследования операций (теория игр, модели тео-
рии массового обслуживания, модели управления запасами, сетевые 
модели и др.). На практике часто используются комбинации этих мо-
делей имитационные эконометрические, имитационные оптимизаци-
онные, имитационные балансовые и т. д. Структура данного учебного 
пособия ориентирована на данный вид классификации ЭММ. Поэтому 
характеристики каждого вида моделей содержатся в соответствующем 
разделе учебного пособия. В пособии отсутствует раздел по имитаци-
онному моделированию, поэтому кратко охарактеризуем этот класс 
моделей.  

Наиболее простые и понятные с точки зрения логики построения 
сингулярные имитационные модели, которые для своего построения 
не требуют специального математического аппарата, а преимуще-
ственно базируются на балансовых и нормативных уравнениях. 
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В широком смысле имитационной моделью называется специаль-
ный программный комплекс, который позволяет имитировать деятель-
ность какого-либо сложного объекта, характерными особенностями 
которого является большое число взаимосвязанных параметров. Ими-
тация поведения реального объекта может осуществляться через про-
граммную реализацию метода Монте-Карло, позволяющего с помо-
щью датчика случайных чисел генерировать выборки, имеющие ха-
рактерное для изучаемого объекта распределение. В этом случае ис-
пользуется специальный аппарат математической статистики. Имита-
ция поведения объекта также может осуществляться через формальное 
описание реальной последовательности взаимосвязей между показате-
лями. В этом случае речь идет о сингулярной имитационной модели, 
для построения которой не используется специальный математический 
аппарат, а требуется глубокое знание взаимозависимостей экономиче-
ских показателей. В данном пособии дается общее представление о 
классе сингулярных имитационных моделей, более глубоко эти вопро-
сы излагаются в [4, 35].  

Сингулярная имитационная модель – это модель, предназначенная 
для машинной имитации исследуемого экономического процесса пу-
тем изменения входных данных. Имитационная модель может быть 
построена в том случае, если экономический объект описывается си-
стемой взаимоувязанных показателей, при этом в структуре модели 
выделяется набор управляющих параметров (показатели, значения 
которых можно изменять). Процесс решения имитационной модели 
представляет собой серию опытов: получая каждый раз модельные 
результаты, можно корректировать значения управляющих параметров 
и вновь проводить расчеты до тех пор, пока результаты не будут удо-
влетворительными. Обязательным условием реализации имитацион-
ной модели – понятная логика ее построения и реализация модели в 
диалоговом режиме. Имитационные модели используются как на мак-
роуровне, так и на уровне предприятий.  

Пример 1.2. Требуется построить имитационную модель для обос-
нования системы налогообложения предприятий с тем, чтобы она ока-
зывала стимулирующее воздействие на производство. В качестве ин-
дикатора такого влияния выступает доля прибыли в распоряжении 
предприятий в общем объеме балансовой прибыли, значение которой 
находится в интервале [55–60 %]. 

Решение. В агрегированном виде модель состоит из шести после-
довательно рассчитываемых показателей (1.7)–(1.12):  
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- налог на недвижимость, рассчитываемый исходя из ставки налога 
на недвижимость (SNN) и остаточной стоимости основных фондов (F) 

 

NN = SNN ∙ F,                                           (1.7) 
 

- величина льготируемой прибыли: 
 

PL = D l ∙ PB,                                            (1.8) 
 

где Dl – доля льготируемой прибыли в составе балансовой прибыли,  
PB – балансовая прибыль; 
- налогооблагемая прибыль:  
 

PN = PB  – NN  – PL ,                                    (1.9) 
 

- налог на прибыль: 
 

NP = SNP ∙ PN,                                        (1.10) 
 

где SNP – ставка налога на прибыль; 
прибыль, остающаяся в распоряжении предприятий: 
 

PP = PB – NN  – NP  – 𝐷𝐷𝑃𝑃𝑃𝑃∙  PB ,                      (1.11) 
 

где DPP – доля прочих платежей в бюджет в составе балансовой при-
были; 

контрольное соотношение – доля прибыли предприятий в общем 
объеме прибыли: 

 

IND = PP ∙ 100 % / PB .                           (1.12) 
 

Входной информацией модели являются следующие данные: 
SNN = 1 %, F = 100 тыс. у. е., DL = 20 %, PB = 20 тыс. у. е., SNP = 30 %, 
DPP = 20 %, из них управляющими параметрами на макроуровне вы-
ступают: ставки налогов – SNN, SNP, доля прочих платежей в 
бюджет DPP, доля льготируемой прибыли DL. Реализуем соотношения 
(1.7)–(1.12) с помощью табличного процессора Excel. С этой целью 
сформируем таблицы «Входные показатели модели» и «Расчетные 
модельные показатели». В первой таблице жирным шрифтом выделе-
ны управляющие параметры модели, а в ячейках С3-С8 введены чис-
ловые значения входных показателей модели (рис. 1.2). Во второй таб-
лице в графе формулы введены формулы (1.7)–(1.12), представленные 
с учетом адреса ячеек входных показателей в Exsel (рис. 1.1).  
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Рис. 1.1. Подготовка данных для реализации имитационной модели (1.7)–(1.12). 
 
Реализация с помощью Excel первой итерации модельных расчетов 

представлена на рис. 1.2. 
 

 
 

Рис. 1.2. Результаты первой итерации расчетов имитационной модели. 
 
Результатом первой итерации расчетов является величина кон-

трольного соотношения 52,5 %, что является неудовлетворительным и 
требует проведения следующей итерации расчетов. 

На следующей итерации расчетов увеличим долю льготируемой 
прибыли до 30 %. Результаты второй итерации представлены на 
рис. 1.3. 
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Рис. 1.3. Результаты второй итерации расчетов имитационной модели 
 
Увеличивая долю льготируемой прибыли до 30 %, значение IND 

возрастает до 59 %. Таким образом, в результате реализации второй 
итерации обеспечивается выполнение заданного контрольного соот-
ношения. Очевидно, что существует множество вариантов достижения 
целевого параметра: например, за счет неизменной льготируемой при-
были, но уменьшения ставок налога либо прочих платежей в бюджет. 
Выбор наиболее приемлемого варианта остается за пользователем мо-
дели и проводится на основе неформального экономического анализа. 

 
1.3. Этапы построения экономико-математических моделей 

 
Построение модели представляет собой итеративную процедуру, 

включающую следующие этапы: методологическое и методическое 
обоснование модели; выбор математического аппарата и математиче-
ский анализ модели, информационное обеспечение модели, программ-
ное обеспечение, экспериментальные модельные расчеты и оценка 
адекватности модели.  

Методологическое и методическое обеспечение модели предпола-
гает изучение особенностей объекта моделирования и отражение этих 
особенностей с помощью структуры разрабатываемой модели.  

В примере 1.1 вполне возможно, что проблему оптимизации произ-
водственной программы предприятия более актуально сформулиро-
вать исходя не из ограничений на материальные ресурсы, а исходя из 
ограничений на трудовые, финансовые ресурсы предприятия, а в каче-
стве критерия оптимизации более содержательным критерием являет-
ся, например, не выручка от реализации, а минимум издержек на про-
изводство. На практике, в каждом конкретном случае при разработке 
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модели требуется глубокое экономическое обоснование постановки 
задачи. 

Выбор математического аппарата и математический анализ мо-
дели. Это этап формализации экономической проблемы, т. е. описания 
модели в виде конкретных математических зависимостей (функций, 
уравнений, неравенств и др.). Необходимо стремиться построить мо-
дель, относящуюся к хорошо изученному классу математических за-
дач, что может потребовать некоторого упрощения исходных предпо-
сылок модели. Однако следует следить, чтобы при этом не искажались 
основные черты моделируемого объекта. Однако возможна и такая 
ситуация, когда формализация проблемы приводит к неизвестной ра-
нее математической структуре и ее практическая реализация может 
потребовать значительных затрат, или быть вообще невозможной. 

В примере 1.1 нами была математически сформулирована задача 
линейного программирования, общие характеристики и условия раз-
решимости которой хорошо изучены.  

Информационное обеспечение модели. Это, как правило, наиболее 
трудоемкий этап моделирования, так как требуется знание имеющейся 
статистической отчетности, сопоставимости отчетных данных во вре-
мени и по предприятиям. При этом надо принимать во внимание не 
только принципиальную возможность подготовки информации требу-
емого качества, но и затраты на подготовку информационных масси-
вов.  

В примере 1.1 в качестве входной информации выступали нормы 
расхода ресурсов И1 и И2 на производство красок для наружных и 
внутренних работ, цены на краски, суточный спрос на краски, суточ-
ные запасы сырья. Среди набора входной информации модели к отчет-
ной информации можно отнести нормы расхода ресурсов на производ-
ство красок, и то при предположении, что на предприятии отсутствуют 
технологические изменения, вся остальная входная информация явля-
ется прогнозной. Так, при предположении, что инфляция в экономике 
отсутствует, цены на краски могут оставаться на уровне отчетного 
периода, в противном случае они должны быть оценены с учетом 
уровня инфляции.  

Программное обеспечение модели. Этап включает подготовку про-
грамм на ПЭВМ с использованием стандартных ППП. Значительные 
трудности этого этапа могут быть вызваны большой размерностью 
экономических задач. 
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Для решения задачи примера 1.1 существует множество специаль-
ных пакетов, реализующих оптимизационные модели. Задачу также 
можно решить средствами Excel, активизируя функцию «Поиск реше-
ния». В том случае, если бы нами была сформулирована многокрите-
риальная задача (дополнительно к целевой функции «максимум вы-
ручки от реализации» была введена также целевая функция, например, 
«минимум расхода энергоресурсов»), мы имели бы сложности с про-
граммной реализацией модели средствами Excel. В этом случае необ-
ходимы поиск и привлечение специализированных ППП.  

Экспериментальные модельные расчеты и оценка адекватности 
модели. На данном этапе проводятся многочисленные модельные экс-
перименты. Изучается поведение модели при различных условиях, и 
на этой основе оценивается адекватность модели.  

Оценка адекватности модели предполагает оценку соответствия 
модели моделируемому объекту или процессу. Адекватность модели – 
в какой-то мере условное понятие, Так как полного соответствия мо-
дели реальному объекту быть не может. При моделировании имеется в 
виду не просто адекватность, но соответствие по тем свойствам, кото-
рые считаются существенными для исследования. Проверка адекват-
ности модели является весьма серьезной проблемой. Однако без ее 
проверки использование модельных результатов в управленческих 
решениях невозможно. 

В рамках адекватности модели решаются задачи: рассчитывается 
ошибка прогноза, оцениваются модельные реакции. 

Ошибка прогноза – количественная оценка расхождения между 
данными прогноза и отчетными данными. Наиболее популярными яв-
ляются относительная ошибка прогноза и стандартная среднеквадра-
тичная ошибка.  

Относительная ошибка прогноза [10] определяется по формуле: 
 

RFE= 
y�t + p – yt+p

yt+p
 ∙100 %,                              (1.13) 

 

где yt+p – отчетное значение показателя в (t + p)-й период; 
𝑦𝑦�t+p – рассчитанное по модели значение показателя в (t + p)-й пе-

риод. 
В экономической литературе известна также ошибка аппроксима-

ции (А). Обычно ошибка аппроксимации рассчитывается при построе-
нии эконометрических моделей и представляет собой среднюю абсо-
лютных значений относительных ошибок прогноза по всем точкам 
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наблюдений ретропериода. Заметим, что при определении ошибки 
прогноза ретропериод разбивается на две части: первая часть исполь-
зуется для оценки параметров модели, вторая часть ряда не участвует в 
оценке параметров модели: данные этой части ряда используются 
лишь как база сравнения. Ошибка аппроксимации описывает отклоне-
ния фактических и модельных значений, причем параметры модели 
оцениваются на всех данных ретропериода.  

По аналогии с 1.11 значение ошибки аппроксимации может быть 
определено как средняя абсолютных значений относительных ошибок 
расчета: 

 

А = 1
n
∑ |𝑛𝑛
𝑡𝑡−1

y�t  – yt
yt

|∙100 %,                             (1.14) 

 

где yt – отчетное значение показателя в t-отчетный период, 
𝑦𝑦�t – рассчитанное по модели значение показателя t-го периода,  
n – количество наблюдений ретропериода. 
Формулы (1.13)–(1.14) можно использовать для оценки как абсо-

лютных значений y, так и для оценки приростов. Оценка ошибок для 
показателя абсолютных значений часто является слишком слабым до-
казательством достоверности модели. Соответствующий показатель 
приростов служит лучшим индикатором и часто является более адек-
ватным в реальных задачах. 

Удовлетворительной является ошибка в пределах 5–7 %. 
Заметим, что расчет ошибки прогноза осуществляется только для 

дескриптивных моделей. Дескриптивной является модель задачи 1.2. 
Предполагая, что приведенная в задаче входная информация является 
информацией отчетного периода, а также имея ввиду, что в этом же 
периоде отчетная прибыль остающаяся в распоряжении предприятий 
составила Р = 10 тыс. у. е., а рассчитанная по модели 𝑃𝑃� = 10,5 тыс. у. е., 
можно рассчитать ошибку прогноза модели по данному показателю, 
как балансирующему показателю всей модели: 

 

RFE= 
y�t + p – y t + p

yt+p
 ∙100 % = 

10,5 – 10
10

 ∙ 100 % = 5 %. 

 

Заметим, что ошибку прогноза можно было бы рассчитать по всем 
эндогенным показателям модели как среднюю абсолютных значений 
относительных ошибок прогноза каждого показателя. 
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Для нормативных (оптимизационных) моделей рассчитывается 
экономический эффект от реализации модели путем сравнения отчет-
ных и расчетных значений критериального показателя с использовани-
ем формулы (1.13). Предполагая, что входная информация примера 1.1 
представлена данными отчетного периода, и в этом периоде выручка 
от реализации составила 10 тыс. у. е., можно рассчитать ожидаемый 
экономический эффект в абсолютном выражении: 

 

Э1 = 38/3 – 10 = 8 / 3 ≈ 2,7 (тыс. у. е.), 
 

или в относительном выражении 
 

Э2 = (2,7 / 10) ⋅ 100 % = 27 %. 
 

Оценка модельных реакций осуществляется по следующей схеме: 
проводится базовый вариант модельного расчета; далее в базовом ва-
рианте изменяется один из параметров модели, на изменение которого 
мы хотим оценить модельную реакцию; проводится сравнение рассчи-
танного и базового вариантов. В том случае, если основные модельные 
реакции описывают характерные особенности моделируемого объекта, 
то модель в этой части можно признать удовлетворительной. 

В частности, в задаче примера 1.2, увеличивая в сравнении с базо-
вым вариантом ставку налога на недвижимость с 1 % до 2 %, обеспе-
чивается увеличение поступлений по налогу на недвижимость, и 
уменьшение поступлений по налогу на прибыль (за счет сокращения 
налогооблагаемой прибыли), при этом прибыль остающаяся в распо-
ряжении предприятий сокращается. Такая зависимость между эконо-
мическими показателями является экономически интерпретируемой и 
в этой части модельные реакции можно признать удовлетворительными. 

Перечисленные этапы экономико-математического моделирования 
находятся в тесной связи, в частности, могут иметь место возвратные 
связи этапов. Так, на этапе построения модели может выясниться, что 
постановка задачи приводит к слишком сложной математической 
форме модели, в этом случае исходная постановка задачи должна быть 
скорректирована. Наиболее часто необходимость возврата к предше-
ствующим этапам моделирования возникает на этапе подготовки 
входной информации. Если необходимая информация отсутствует или 
затраты на ее подготовку слишком велики, приходится возвращаться к 
этапам постановки задачи и ее формализации, чтобы приспособиться к 
доступной исследователю информации.  
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2. ПРОИЗВОДСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ  
В СОЦИАЛЬНО-ЭКОНОМИЧЕСКИХ ИССЛЕДОВАНИЯХ 

 
2.1. Основы теории производственных функций 

 
Существует много определений производственных функций (ПФ), 

но все они сводятся к одному – математическому описанию зависимости 
между какими-либо результатами и факторами производства.  

Исследователи по разным критериям выделяют несколько типов 
производственных функций. 

1. По наличию условия оптимальности: 
– мажоритарные (описывают оптимальный производственный 

процесс при данных затратах факторов производства). Иногда еще эти 
ПФ называют детерминистскими или идеальными [3, 5]; 

– дескриптивные (описывают существующий производственный 
процесс). В некоторых источниках они называются эконометричес-
кими или реальными [3; 5]. 

2. По учету неопределенности: 
– стохастические (учитывают условие неопределенности); 
– детерминированные (не учитывают условие неопределенности). 
Дескриптивные производственные функции строятся путем 

обработки статистических данных о соотношении затрат производства 
и выпуска товара. В таких функциях существует предположение о том, 
что сложившиеся процессы производства оптимальны и модель в 
таком случае строится в основном для прогнозирования. 
Мажоритарные производственные функции являются своеобразными 
оптимизационными задачами без заданных в явном виде условий 
оптимизации. Вид и параметры таких функций определяются путем 
обобщения решений оптимизационных задач при меняющихся 
параметрах. Например, производственная функция отрасли получается 
в результате решения серии задач оптимального развития отрасли при 
меняющихся объемах ресурсов. Такие функции чаще строятся для 
анализа производственных процессов. 

«Процесс построения производственной функции включает этапы 
экономико-математического моделирования, в том числе выделения 
существенных факторов, включаемых в модель, выбор вида функции 
(математической модели), нахождение числовых значений параметров 
с помощью корреляционного и регрессионного анализа» [18]. 

В прикладных исследованиях основное внимание уделяется 
частным видам общей производственной функции, так как построение 
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и анализ общей производственной функции представляют собой 
исключительно трудную задачу. 

Производственная функция уj = fj(xj), xj = (x1j, …, xmj) характеризует 
максимально возможный объем выпуска продукта j в зависимости от 
затрат всех m-видов ресурсов. Каждой точке xj соответствует 
единственный максимальный выпуск уj. Если бы не существовало 
сложных, комплексных процессов производства, позволяющих 
выпускать сразу несколько видов продукции, то множество 
производственных возможностей можно было бы представить в 
следующем виде: 

 
 

�
𝑦𝑦𝑗𝑗 ≤  𝑓𝑓𝑗𝑗�𝑥𝑥𝑗𝑗�, 𝑗𝑗 ∈  𝑁𝑁,

� 𝑥𝑥𝑖𝑖2𝑗𝑗
𝑗𝑗∈ 𝑁𝑁

≤ 𝑟𝑟𝑖𝑖2, 𝑖𝑖2𝑀𝑀2. (2.1) 

 
Наличие технологических процессов, выпускающих комплексно 

несколько видов товаров, не позволяет использовать 
производственную функцию уj = fj(xj), но при этом не препятствует 
использованию функции (2.1) для технологических процессов с 
производством одного вида товара. 

Кроме уже указанных критериев классификации производственных 
функций следует упомянуть еще и о критериях по типу ресурсов: 

1) производственные функции со взаимозаменяемыми ресурсами; 
2) производственные функции со взаимодополняемыми ресурсами. 
Предположение о взаимозаменяемости ресурсов в 

производственной функции уj = fj(xj) означает, что один и тот же объем 
выпуска продукции может быть достигнут при разных комбинациях 
использования ресурсов, отличающихся величиной затрат одних 
ресурсов от других. 

Далее мы будем опускать индекс j, когда речь идет о функциях 
производства одного продукта. 

Существует два свойства производственных функций с 
взаимозаменяемыми ресурсами [3]: 

1. Если x = 0, то и y = 0. 
2. Если хA ≥ xB, то f(хA )≥ f(xB), причем если хA > xB, то f(хA ) ≥ 

f(xB). Из этого, в частности, следует, что у > 0 при х > 0. В том случае, 
когда увеличение производственных затрат какого-либо ресурса s 
сверх величины х𝑠𝑠′  приводит к уменьшению объема производства, надо 
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непосредственно использовать х𝑠𝑠′ , а излишек 𝑥𝑥𝑠𝑠𝑠𝑠 – х𝑠𝑠
′

> 0 оставить в 
резерв. Если y = 0 при положительных затратах многих ресурсов, но 
при xs = 0, то это означает, что ресурс s абсолютно необходим для 
производства хотя бы в малых количествах (например, труд, 
электроэнергия и т. п.). 
 

2.2. Основные характеристики производственных функций. 
Геометрическая интерпретация показателей ПФ 

 
Рассмотрим основные характеристики производственных функций. 

Эффективность системы характеризуется соотношением затрат и ре-
сурсов. 

Для качественной оценки используется три типа показателей: 
– средние; 
– предельные; 
– эластичность. 
1. Средняя производительность i-го ресурса 
 

 ( ) , 1, 2, ..., .i
i

f xAP i m
x

= =  (2.2) 

 

Показывает объем продукции, приходящийся на каждую единицу 
затрат соответствующего ресурса. 

2. Предельная производительность (предельный продукт) i-го 
ресурса 

 

 ( ) , 1, 2, ...., .i
i

df xMP i m
dx

= =  (2.3) 

 

Показывает, какой дополнительный выпуск продукции приходится 
на каждую дополнительную единицу затрат соответствующего ресурса 
при условии, что затраты других ресурсов не изменяются, т. е. выра-
жает вклад ресурса в прирост продукции. 

3. Эластичность выпуска по i-му ресурсу (отношение предельной 
производительности i-го ресурса к его средней производительности): 

 

 ( ) ( )( ( )) .i
i i

df x f xE f x
dx x

= ÷  (2.4) 

 

Показывает (приближенно), на сколько процентов увеличится вы-
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пуск, если затраты i-го ресурса увеличатся на 1 % при неизменных 
объемах других ресурсов. 

4. Эластичность производства: 
 

 
∑
=

=
m

i
i xxfE

1
)(ε))(( . (2.5) 

 

Показывает (приближенно), на сколько процентов изменится вы-
пуск при изменении масштаба производства на 1 %. 

Если ε( ) 1x > , то имеет место возрастающая эффективность от 
укрупнения масштабов производства в точке х. 

Если ε( ) 1x <  – убывающая, 
Если ε( ) 1x =  – постоянная. 
Значит, эластичность производства связана со степенью однород-

ности ПФ. 
5. Предельная норма технической замены (замещения) фактора 

j-го фактором i-м: 
 

 
)(
)()()()(

xMf
xMf

dx
xdf

dx
xdfxh

j

i

ij
ij −=÷−= .

 
(2.6)

  

Показывает, что одного и того же выпуска можно достичь, исполь-
зуя различные сочетания ресурсов. Этот показатель равен обратному 

соотношению их предельных производительностей
)(
)(

xMf
xMf

j

i− и пока-

зывает (приближенно), на сколько единиц необходимо увеличить за-
траты фактора i при неизменном выпуске, если затраты фактора j 
уменьшаться на единицу. Минус показывает, что при увеличении за-
трат одного ресурса необходимо уменьшить затраты другого ресурса. 

6. Эластичность замещения ресурсов в точке х: 
 

 ( / ) ( )
σ ( ) .

( ) ( / )
i j ij

ij
ij i j

d x x h x
x

dh x x x
= ⋅  (2.7) 

 

Показывает, на сколько процентов должно измениться соотноше-
ние затрат i-го вида, чтобы при этом предельная норма замещения из-
менилась на 1 % при неизменном выпуске: 

σ ( )ij x  характеризует взаимозаменяемость факторов. 
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Если σ ( )ij x = +∞  – факторы считаются полностью взаимозаменяе-
мыми. 

Если σ ( ) 0ij x =  – факторы считаются полностью не заменяемыми. 
Рассмотрим геометрическую интерпретацию ПФ, зависящей от 

объемов двух потребляемых ресурсов: q = f(x1, x2). 
Анализ таких функций позволяет легко перейти к общему случаю, 

когда количество ресурсов может быть любым. Кроме того, производ-
ственные функции двух аргументов широко используются в практике, 
когда исследователя интересует зависимость объема выпуска продукта 
от важнейших факторов – затрат труда (L) и капитала (K): q = f(L, K). 

График функции двух переменных невозможно изобразить на 
плоскости. Производственную функцию вида q = f(x1, x2) можно пред-
ставить в трехмерном декартовом пространстве, две координаты кото-
рого (x1 и x2) откладываются на горизонтальных осях и соответствуют 
затратам ресурсов, а третья (q) откладывается на вертикальной оси и 
соответствует выпуску продукта (рис. 2.1, а). Если затраты одного ре-
сурса зафиксировать, то получим кривую выпуска. На графике кривая 
выпуска представляет собой вертикальный срез, параллельный одной 
из осей x1, x2 и перпендикулярный другой оси. На рис. 2.1, а на срезе 
ресурс x2 зафиксирован на уровне x2*. 

 

 
 

Рис. 2.1. График производственной функции для двух ресурсов: 
на срезе а – кривая выпуска; б – изокванта 

 
На практике трехмерными графиками пользоваться неудобно, по-

этому вместо них используют карту изоквант или семейство кривых 
выпуска (рис. 2.2). 

Изокванта (греч. isoz – одинаковый и лат. quantum – количество) – 
линия, обозначающая разные сочетания ресурсов, которые обеспечи-
вают одинаковый выпуск продукции. Она является горизонтальным 
срезом трехмерного графика. 
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Рис. 2.2. Карта изоквант (а) и семейство кривых выпуска (б)  
для изображения производственной функции на плоскости 

Основные свойства изоквант: 
1) изокванты никогда не пересекаются друг с другом; 
2) большему выпуску соответствует более удаленная от начала ко-

ординат изокванта; 
3) если необходимы абсолютно все ресурсы, то изокванты не име-

ют общих точек с осями координат; 
4) изокванты имеют отрицательный наклон, так как при увеличе-

нии затрат одного ресурса объем производства можно сохранять на 
том же уровне при меньших затратах другого ресурса. 

Нетрудно заметить, что производственная функция во многом по-
хожа на функцию полезности в теории потребления, изокванта – на 
кривую безразличия, карта изоквант – на карту безразличия. И дело 
тут не в простом сходстве. По отношению к ресурсам фирма ведет се-
бя как потребитель, и производственная функция характеризует имен-
но эту сторону производства – производство как потребление. Тот или 
иной набор ресурсов полезен для производства постольку, поскольку 
он позволяет получить соответствующий объем выпуска продукта. 
Можно сказать, что значения производственной функции выражают 
полезность для производства соответствующего набора ресурсов. 
В отличие от потребительской полезности эта «полезность» имеет 
вполне определенную количественную меру – она определяется объе-
мом производимой продукции. 

То обстоятельство, что значения производственной функции отно-
сятся к технически эффективным вариантам и характеризуют 
наибольший выпуск продукции при потреблении данного набора ре-

x1 

x2 

yA 
yB 

yC 

yD 

 
а 

y↑ 

x1 

x2A 

y 

 
б 

x2B 

x2C 
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сурсов, также имеет аналогию в теории потребления. Потребитель мо-
жет по-разному использовать приобретаемые блага. Полезность поку-
паемого набора благ определяется таким способом их использования, 
при котором потребитель получает наибольшее удовлетворение. 

Однако при всех отмеченных чертах сходства потребительской по-
лезности и «полезности», выражаемой значениями производственной 
функции, это совершенно разные понятия. Потребитель сам, исходя 
только из своих собственных предпочтений, определяет, насколько 
полезен для него тот или иной продукт, покупая или отвергая его. 
Набор производственных ресурсов, в конечном счете, окажется полез-
ным в той мере, в какой будет одобрен потребителем тот продукт, ко-
торый произведен с использованием этих ресурсов. 

 
2.3. Производственная функция Кобба – Дугласа 

 
Наиболее известной неоклассической производственной функцией 

является модель Кобба – Дугласа, выражающая зависимость объема 
производства Q от затрат капитала (материальных ресурсов) K и затрат 
труда (нематериальных ресурсов) L: 

 

 βα LAKQ = . (2.8) 
 

ЗдесьA,α, β – числовые параметры. 
Средние производительности (капиталоотдача и производитель-

ность труда) определяются по формулам: 
 

 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐾𝐾= A𝐾𝐾α−1Lß. (2.9) 

 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐿𝐿= AKaLß–1. (2.10) 
 

Предельная производительность капитала и труда равны: 
 

 MQK= A𝐾𝐾α−1Lß = AQK. (2.11) 
 MQL= ßA𝐾𝐾αLß–1 = ßAQL. (2.12) 

 

Частные эластичности вычисляются следующим образом:  
 

 α=KE , β=LE . (2.13) 
 

Таким образом, параметры α иβравны частным эластичностям мо-
дели и определяют отдачу при изменении масштаба производства: 

E = α + β = 1 – постоянная отдача от масштаба, 
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E = α + β > 1 – возрастающая отдача от масштаба, 
E = α + β < 1 – убывающая отдача от масштаба. 
При возрастающей отдаче от масштаба увеличение затрат труда и 

капитала на 1 % дает прирост производства более, чем на 1 %, а при 
убывающей – наоборот, менее, чем на 1 %.  

Для построения изоквант выразим из функции Кобба – Дугласа L 
черезK: 
 

β
1

α 




=

AK
QL . (2.14) 

 

Таким образом, изокванты функции Кобба – Дугласа имеют вид 
гиперболы, а кривые выпуска являются степенными функциями со 
степенью меньше 1 (рис. 2.3). 

 

 
 

Рис. 2.3. Изокванты (а) и кривые выпуска (б) производственной функции 
Кобба – Дугласа 

 
Изокванты показывают, что любой выпуск продукции может быть 

обеспечен при любых достаточно малых затратах одного фактора, 
лишь бы хватало других факторов. В частности, при любом достаточ-
но малом вложении капитала можно достичь любого уровня выпуска 
при достаточно большом наличии трудовых ресурсов. В этом один из 
недостатков производственной функции Кобба – Дугласа. 

Как легко видеть, производительность неограниченно растет с ро-
стом фондовооруженности (рис. 2.3, б), но реально производитель-
ность всегда ограничена. В этом второй недостаток производственной 
функции Кобба – Дугласа. Третьим недостатком с экономической точ-
ки зрения является равенство σ = 1. 

K 

L 

а 
K 

Q 

б 



 

27 

3. ТРАНСПОРТНАЯ ЗАДАЧА ЛИНЕЙНОГО  
ПРОГРАММИРОВАНИЯ (ТЗ) 

 
3.1. Математическая модель транспортной задачи 

 
У m поставщиков A1, A2,…Am, сосредоточен однородный груз в 

объемах a1, a2,…am единиц, соответственно. Данный груз необходимо 
доставить потребителям, B1, B2,…Bn, спрос которых выражается вели-
чинами b1, b2,…bn единиц, соответственно. Известна стоимость cijпере-
возки единицы груза (тариф) из i-го ( mi ,1= ) поставщика j-му  

( nj ,1= ) потребителю. 
Требуется составить план перевозок, при котором запасы всех по-

ставщиков вывозятся полностью, запросы всех потребителей удовле-
творяются полностью и суммарные затраты на перевозку всего груза 
минимальны. 

Для наглядности, условие транспортной задачи можно представить 
таблицей, которую будем называть распределительной. Распредели-
тельную таблицу называют иногда табличной или матричной моделью 
ТЗ (табл. 3.1). 

 
Таб лица  3.1. Табличная или матричная модель ТЗ 

 

Поставщики Потребители Запас ai, единиц B1 B2 ... Bn 
А1   с11  с12    с1n a1 
А2  с21  с22    с2n a2 
...         ... 
Am   сm1  сm2    сmn am 

Потребность bj, единиц b1 b2 ... bn  
 
Составим математическую модель ТЗ. 
Введем переменные ( )njmixij ,1;,1 ==  – объемы перевозок от  

i-го поставщика j-му потребителю. 

Матрицу 


















mnmm

n

n

xxx

xxx
xxx

...
............

...

...

21

22221

11211

 будем называть матрицей перево-

зок. 
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Цель ТЗ – минимизировать суммарные затраты на перевозку всего 
груза, следовательно, целевая функция будет иметь вид: 

 

.......
......min

221122

222221211112121111

mnmnmmmmnn

nn

xcxcxcxc
xcxcxcxcxcZ

++++++
++++++=           (3.1) 

Составим систему ограничений (2.1) в случае, когда ∑=∑
==

n

j
j

m

i
i ba

11
, 

которая будет определять ОДР данной задачи. 
Первые m уравнений системы (3.2) – это ограничения на запас гру-

за у поставщиков, следующие n уравнений системы (3.2) – это ограни-
чения на запросы потребителей в грузе, неравенства системы – это 
ограничения на экономический смысл переменных (объем груза не 
может быть отрицательным). 

Будем называть план перевозок  





















=
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0
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0
1

0
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0
11

0
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............

...
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mnmm

n

n

xxx

xxx
xxx

x  

допустимым, если он удовлетворяет системе ограничений (3.2). 
Допустимый план перевозок, доставляющий минимум целевой 

функции, называется оптимальным. 
 

( )














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
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21

222212
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21
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111211

njmix

bxxx

bxxx
bxxx

axxx
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axxx

ij

nmnnn

m

m

mmnmm

n

n

                          (3.2) 

 

Закрытая и открытая модели транспортной задачи. 
Модель ТЗ называют закрытой (сбалансированной), если суммар-
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ный объем груза всех поставщиков, равен суммарному спросу потре-
бителей, т. е. выполняется равенство:  

∑=∑
==

n

j
j

m

i
i ba

11
.                                          (3.3) 

Если для транспортной задачи выполняется одно из условий: 

∑>∑
==

n

j
j

m

i
i ba

11
,                                           (3.4) 

∑<∑
==

n

j
j

m

i
i ba

11
,                                          (3.5) 

то модель задачи называют открытой (несбалансированной). 
Для составления математической модели и для решения ТЗ с от-

крытой моделью необходимо преобразовать ее в закрытую модель. 
Так, при выполнении условия (3.4) необходимо ввести фиктивного 

(n + 1)-го потребителя 1+nB , то есть в матрице задачи добавляется 
столбец. Спрос фиктивного потребителя полагают равным небалансу, 

то есть ∑−∑=
==

+

n

j
j

m

i
in bab

11
1 , а тарифы равными нулю, то есть 

( )micin ,101 ==+ . Переменные 1+inx  – это объем груза, который оста-
нется у i-го поставщика.  

Аналогично, при выполнении условия (3.5) вводится фиктивный 
поставщик Am + 1, то есть в матрице задачи добавляется строка. Запас 

груза фиктивного поставщика равен: ∑−∑=
==

+

m

j
i

n

i
jm aba

11
1 , а тарифы рав-

ными нулю, то есть ( )njс jm ,101 ==+ . Переменные jmx 1+  – это объем 
груза, на который запрос j-го потребителя останется неудовлетворен-
ным. 

При преобразовании открытой модели задачи в закрытую модель, 
целевая функция не изменяется, так как все слагаемые, соответствую-
щие дополнительным перевозкам, равны нулю. 

Целевая функция (3.1) и система ограничений (3.2) являются мате-
матической моделью сбалансированной ТЗ. 

Пример 3.1. В трех хранилищах 21, AA  и 3A  имеется соответ-
ственно 70, 90 и 50 т топлива. Требуется спланировать перевозку топ-
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лива четырем потребителям 321 ,, BBB  и 4B , спрос которых равен со-
ответственно 50, 70, 40 и 40 т так, чтобы затраты на транспортировку 
были минимальными. Стоимость перевозки 1 т (в усл. ден. ед.) указана 
в табл. 3.2. 

 
Таб лица  3.2. Исходная информация 

 

Хранилища Потребители Запас 
топлива, т B1 B2 B3 B4 

А1  5  4  3  6 70 
А2  4  3  5  1 90 
А3  2  4  1  5 50 

Потребность в топливе, т 50 70 40 40  
 
Составить математическую модель транспортной задачи. 
Решение. 
Так как условие (3.3) не выполнено, то задача несбалансированная. 

Приведем ее к сбалансированному виду. Поскольку запасы топлива в 

хранилищах ( 210509070
3

1
=++=∑

=i
ia ) превышают спрос потребителей 

( 20040407050
4

1
=+++=∑

=j
jb ), введем фиктивного потребителя 5B , 

спрос которого равен 10200210
4

1

3

1
5 =−=∑−∑=

== j
j

i
i bab . Все тарифы 

фиктивного потребителя будут равны нулю, т. е. ( )3,105 == ici . Рас-
пределительная таблица примет вид:  

Составим математическую модель сбалансированной транспортной 
задачи. 
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Обозначим ( )5,1;3,1 == jixij  – объемы перевозок топлива от i-го 
хранилища j-му потребителю. 

11 12 13 14 21 22 23 24

31 32 33 34

min 5 4 3 6 4 3 5
2 4 5 .

Z x x x x x x x x
x x x x

= + + + + + + + +
+ + + +

 

 
Таб лица  3.3. Математическая модель сбалансированной транспортной задачи 

 

Хранилища Потребители Запас топ-
лива, т B1 B2 B3 B4 B5 

А1  5  4  3  6  0 70 
А2  4  3  5  1  0 90 
А3  2  4  1  5  0 50 

Потребность в 
топливе, т 50 70 40 40 10 210 

 
3.2. Решение транспортной задачи 

 
Опорным планом ТЗ называется любой допустимый план, в кото-

ром число отличных от нуля переменных ijx  будет не больше 
1−+= nmk . Опорный план будет невырожденным, если число ба-

зисных (отличных от нуля) переменных ijx  будет равно 1−+= nmk . 
Алгоритм решения транспортной задачи. 
1. Проверить выполнение условия (3.3). Если оно не выполняется, 

то перейти к соответствующей закрытой матричной модели ТЗ. 
2. Построить невырожденный начальный опорный план (метод 

«минимального элемента», метод «северо-западного угла» или метод 
Фогеля). 

3. Методом потенциалов проверить найденный план на оптималь-
ность.  

4. Если план оптимален, то задача решена.  
5. Если план оптимален, но не единственен, то можно найти еще 

один оптимальный план.  
6. Если пункты 4–5 алгоритма не выполняются, найти новый опор-

ный план и перейти к пункту 3. 
Замечание. 
При решении транспортной задачи с целевой функцией на макси-

мум необходимо перейти к эквивалентной задаче с целевой функцией 
на минимум. Для этого целевую функцию нужно умножить на «–1» 
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).max(min ZZ −=  Это означает, что все тарифы распределительной 
таблицы нужно взять с противоположным знаком. Решив задачу, нуж-
но перейти к решению исходной задачи, т. е. полученное значение це-
левой функции умножить на «–1» ).min(max ZZ −=  

Построение опорных планов, а также преобразование их будем 
производить непосредственно в распределительной таблице. Если в 
плане перевозок переменная отлична от нуля 0≠lkx , то ее значение 
записываем в соответствующую клетку (l,k) и считаем ее занятой или 
базисной, если же 0=lkx , то клетку (i;k) оставляем свободной.  

Существует несколько методов построения начального опорного 
плана – это метод «минимального элемента», метод «северо-западного 
угла», метод Фогеля и другие.  

Нахождение начального опорного плана методом «минимально-
го элемента». 

Данный метод позволяет построить опорный план, который доста-
точно близок к оптимальному. Он состоит из ряда однотипных шагов, 
на каждом из которых заполняется максимально возможным значени-
ем только одна клетка таблицы, соответствующая минимальному та-
рифу, и исключается из рассмотрения только одна строка (поставщик) 
или один столбец (потребитель). Поставщик исключается из рассмот-
рения, если его запасы заканчиваются. Потребитель исключается из 
рассмотрения, если его запросы удовлетворены полностью. На каждом 
шаге исключается либо один поставщик, либо один потребитель. 
При этом если поставщик еще не исключен, но его запасы равны нулю, 
то на том шаге, когда от него требуется поставить груз, в соответству-
ющую клетку таблицы заносится базисный нуль и лишь затем постав-
щик исключается из рассмотрения. Аналогично поступают с потреби-
телем. 

Пример 3.2. По данным примера 3.1 найти начальный опорный 
план методом «минимального элемента». 

Решение. 
Воспользуемся распределительной таблицей закрытой модели ТЗ 

(табл. 3.3). Наименьшие затраты на перевозку топлива соответствуют 
маршруту 5, 1,3iA B i→ = , поэтому заполним любую клетку столбца 

5,B  например клетку (1,5) и 15 min(70,10) 10x = = . Таким образом, по-
требности в топливе потребителя 5B  удовлетворены и пятый столбец 
из рассмотрения исключаем, а в хранилище 1A  останется 70 – 10 = 60 т 
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топлива. Просматриваем оставшиеся клетки таблицы. Наименьшие 
тарифы имеют клетки (2,4) и (3,3): 24 33 1c c= = . Заполняем любую из 
этих клеток, например клетку (2,4) и 24 min(90, 40) 40x = = . Столбец 

4B  исключаем, а в хранилище 2A  при этом останется  
90 – 40 = 50 т топлива. Просматриваем оставшиеся клетки таблицы. 
Наименьший тариф имеет клетка (3,3). Заполним ее: 

33 min(50, 40) 40x = =  и исключаем столбец 3,B  а в хранилище 3A  
осталось 50 – 40 = 10 т топлива. Просматриваем оставшиеся клетки 
таблицы. Наименьший тариф имеет клетка (3,1): 31 2c = . Клетку (3,1) 
заполним 31 min(10, 50) 10x = =  и исключаем строку 3,A а потребителю 

1B  недостает 50 – 10 = 40 т топлива. Далее по величине тарифа запол-
ним клетку (2,2), Так как 22 3c = , при этом 50)70,50min(22 ==x  и 
исключаем строку 2,A а потребителю 2B  недостает 70 – 50 = 20 т топ-
лива. Далее по величине тарифа заполним клетку (1,2), Так как 12 4c =  
и 12 min(60, 20) 20x = = и исключаем столбец 2,B а в хранилище 1A  
осталось 60 – 20 = 40 т топлива. Заполним оставшуюся клетку (1,1): 

4011 =x . Итак, в распределительной таблице найден невырожденный 
(число занятых клеток k = m + n – 1 = 3 + 5 – 1 = 7) начальный опор-
ный план (табл. 3.4). 

 
Таб лица  3.4. Распределительная таблица  

(нахождение начального опорного плана методом «минимального элемента») 
 

Хранилища Потребители Запас топли-
ва, т B1 B2 B3 B4 B5 

А1 
 5  4  3  6  0 70 40 20     10  

А2 
 4  3  5  1  0 90   50   40     

А3 
 2  4  1  5  0 50 10    40      

Потребность в 
топливе, т 50 70 40 40 10 210 
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найденном начальном опорном плане (транспортные издержки для 
этого плана): 

 

( ) 5304011024015032044050 =⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅== xzZ (усл. ден. ед.) 
 

Нахождение начального опорного плана методом «северо-
западного угла». 

Согласно данному методу, запасы очередного поставщика исполь-
зуются для обеспечения запросов очередных потребителей до тех пор, 
пока не будут исчерпаны полностью, после чего используются запасы 
следующего по номеру поставщика. 

Заполнение распределительной таблицы ТЗ начинается с левого 
верхнего угла и состоит из ряда однотипных шагов. На каждом шаге, 
исходя из запасов очередного поставщика и запросов очередного по-
требителя, заполняется только одна клетка и соответственно исключа-
ется из рассмотрения один поставщик или потребитель. При этом ну-
левые перевозки принято заносить в таблицу только в том случае, ко-
гда они попадают в клетку, подлежащую заполнению, т. е. в таблицу 
заносятся только базисные нули, остальные клетки с нулевыми пере-
возками остаются пустыми. При построении невырожденного опорно-
го плана число занятых клеток должно быть k = m + n – 1.  

Необходимо иметь в виду, что метод северо-западного угла не учи-
тывает тарифы перевозок, поэтому опорный план, построенный по 
данному методу, может быть далек от оптимального. 

Пример 3.3. По данным примера 3.1 найти начальный опорный 
план методом «северо-западного угла». 

Решение. 
Воспользуемся распределительной таблицей закрытой модели ТЗ 

(табл. 3.3).  
Распределяем топливо из первого хранилища. Заполним клетку 

(1,1) максимально-возможным значением: 11 min(70, 50) 50x = = . Та-
ким образом, потребности в топливе потребителя 1B  удовлетворены и 
первый столбец из рассмотрения исключается, а в хранилище 1A  оста-
нется 70 – 50 = 20 т топлива. Теперь левой верхней (северо-западной) 
клеткой оставшейся части таблицы является клетка (1,2) и 

12 min(20, 70) 20.x = =  Так как в первом хранилище топлива больше 
нет, то первая строка исключается, а потребителю 2B  недостает  
70 – 20 = 50 т топлива.  

Распределяем топливо из второго хранилища. Заполним клетку 
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(2,2): 22 min(90, 50) 50.x = =  Столбец 2B  исключаем, а в хранилище 2A  
осталось 90–50=40 т топлива. Теперь заполним клетку (2,3): 

40)40,40min(23 ==x  и исключаем по своему усмотрению либо вто-
рого поставщика, либо третьего потребителя. Пусть исключили треть-
его потребителя. Тогда в хранилище 2A  осталось 40 – 40 = 0 т топлива. 
Теперь заполним клетку (2,4): 24 min(0, 40) 0x = =  и исключаем вторую 
строку.  

Распределяем топливо из третьего хранилища. Теперь заполним 
клетку (3,4): 34 min(40, 50) 40x = = . Столбец 4B  исключаем, а в храни-
лище 3A  осталось 50 – 40 = 10 т топлива. Незаполненной осталась од-
на клетка (3,5) и 35 10x = . Итак в распределительной таблице записан 
невырожденный (число занятых клеток k = m + n – 1 = 3 + 5 – 1 = 7) 
начальный опорный план (табл. 3.5). 
 

Таб лица  3.5. Распределительная таблица  
(нахождение начального опорного плана методом «северо-западного угла») 

 

Хранилища Потребители Запас топ-
лива, т B1 B2 B3 B4 B5 

А1 

 

 5  4  3  6  0 70 50  20        
А2  4  3  5  1  0 90   50  40  0    
А3  2  4  1  5  0 50       40  10  

Потребность в 
топливе, т 50 70 40 40 10 210 

 

Или 















=

10
0
0

40
0
0

0
40
0

0
50
20

0
0

50
0x . Значение целевой функции на 

найденном начальном опорном плане (транспортные издержки для 
этого плана): 

 

( ) 8804054055032045050 =⋅+⋅+⋅+⋅+⋅== xzZ  (усл. ден. ед.). 
 

Нахождение начального опорного плана методом Фогеля. 
Данный метод состоит из ряда однотипных шагов (этапов), на каж-

дом из которых: 
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• для каждой линии (по строкам и столбцам) определяется разность 
между двумя наименьшими тарифами. Отмечается наибольшая раз-
ность (жирным шрифтом); 

• в линии с наибольшей разностью заполняется максимально воз-
можным значением клетка, соответствующая минимальному тарифу; 

• исключается из рассмотрения только одна строка (поставщик) или 
один столбец (потребитель). Поставщик исключается из рассмотрения, 
если его запасы заканчиваются. Потребитель исключается из рассмот-
рения, если его запросы удовлетворены полностью. На каждом шаге 
исключается либо один поставщик, либо один потребитель. При этом 
если поставщик еще не исключен, но его запасы равны нулю, то на том 
шаге, когда от него требуется поставить груз, в соответствующую 
клетку таблицы заносится базисный нуль и лишь затем поставщик ис-
ключается из рассмотрения. Аналогично поступают с потребителем. 

Когда в процессе заполнения таблицы, на каком-то этапе незапол-
ненными оказываются только клетки в одной линии, то их необходимо 
заполнить в порядке увеличения тарифов. 

Данный метод позволяет построить опорный план, который доста-
точно близок к оптимальному, и зачастую может даже оказаться опти-
мальным. 

Пример 3.4. По данным примера 3.1 найти начальный опорный 
план методом Фогеля. 

Решение 
Воспользуемся распределительной таблицей закрытой модели ТЗ 

(табл. 3.3).  
На первом этапе максимальная разность «4» принадлежит столбцу 

4.B  Заполняем клетку с минимальным тарифом в этом столбце. Это 
клетка (2,4) и 24 min(90, 40) 40x = = . Столбец 4B  исключаем, а в хра-
нилище 2A  при этом останется 90 – 40 = 50 т топлива.  

На втором этапе максимальная разность «3» принадлежит строкам
1A  и 2.A  Выбираем любую из них, например, строку 1A . Заполняем 

клетку с минимальным тарифом в этой строке. Это клетка (1,5) и 
15 min(70,10) 10x = = . Столбец 5B  исключаем, а в хранилище 1A  при 

этом останется 70 – 10 = 60 т топлива.  
На третьем этапе максимальная разность «2» принадлежит столб-

цам 1B  и 3.B  Выбираем любой из них, например, столбец 1.B  Заполня-
ем клетку с минимальным тарифом в этом столбце. Это клетка (3,1) и 

31 min(50, 50) 50x = = . Исключаем по своему усмотрению либо третье-
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го поставщика, либо первого потребителя. Пусть исключили первого 
потребителя. Тогда в хранилище 3A  осталось 50 – 50 = 0 т топлива. 

На четвертом этапе максимальная разность «3» принадлежит стро-
ке 3A . Заполняем клетку с минимальным тарифом в этой строке. Это 
клетка (3,3) и 33 min(0, 40) 0x = = . Строку 3A  исключаем, а потребите-
лю 3B  недостает 40 – 0 = 40 т топлива.  

На пятом этапе максимальная разность «2» принадлежит строке 2A  
и столбцу 3B . Выбираем любую из этих линий, например, строку 2A . 
Заполняем клетку с минимальным тарифом в этой строке. Это клетка 
(1,5) и 22 min(50, 70) 50x = = . Строку 2A  исключаем, а потребителю 

2B  недостает 70 – 50 = 20 т топлива.  
Так как незаполненные клетки остались в одной линии (в строке 1A  

клетки (1,2) и (1,3)), то заполняем их в порядке увеличения тарифов, 
т.е. сначала заполним клетку (1,3): 13 min(60, 40) 40x = = , затем клетку 
(1,2) и 12 20x = . 

 
Таб лица  3.6. Распределительная таблица  

(нахождение начального опорного плана методом Фогеля) 
 

 
B1 B2 B3 B4 B5 ai 

Этапы 
 1 2 3 4 5 

А1 

 

 5  4  3  6  0 70 3 3 1 1 1 
  20 40   10  

А2 
 4  3  5  1  0 90 1 3 1 2 2 
  50   40     

А3 
 2  4  1  5  0 50 1 1 1 3 – 
50    0      

bj 50 70 40 40 10       
Э 
т 
а 
п 
ы 

1 2 1 2 4 0       
2 2 1 2 – 0       
3 2 1 2 – –       
4 – 1 2 – –       
5 – 1 2 – –       
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Итак, в распределительной таблице найден невырожденный (число 
занятых клеток k = m + n – 1 = 3 + 5 – 1 = 7) начальный опорный план 
(табл. 2.6). 

Или 















=

0
0

10

0
40
0

0
0
40

0
50
20

50
0
0

0x . Значение целевой функции на 

найденном начальном опорном плане (транспортные издержки для 
этого плана): 

( ) 4905024015034032040 =⋅+⋅+⋅+⋅+⋅== xzZ (усл. ден. ед.) 

Проверка на оптимальность невырожденного опорного плана 
методом потенциалов. 

1. Каждому поставщику поставим в соответствие потенциал 
( )miui ,1= , а каждому потребителю потенциал ( )njv j ,1= . 

Тогда каждой занятой клетке будет соответствовать уравнение:  

ijji cvu =+ . 

Так как всех занятых клеток должно быть m + n – 1, то есть на еди-
ницу меньше числа потенциалов, то для нахождения 

( ) ( )1, , 1,i ju i m v j n= =  необходимо решить систему из m + n – 1 урав-

нений ijji cvu =+  с m + n неизвестными. Система является линейно-

зависимой и, чтобы найти частное решение, одному из потенциалов 
нужно присвоить произвольное числовое значение, тогда остальные 
потенциалы определяются однозначно. Для исследования плана на 
оптимальность для каждой свободной клетки считаем оценки по фор-
муле: 

( )jiijij vucs +−= ; 

а) если все оценки положительны, то найденный опорный план оп-
тимален и единственен ( )0>ijs ; 

б) если наряду с положительными оценками встречаются и нулевые 
оценки ( )0≥ijs , то найденный опорный план оптимален, но не един-
ственен; 
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в) если оценка хотя бы одной свободной клетки отрицательна 
( )0 ,ijs <  то опорный план не является оптимальным, его можно улуч-
шить за счет загрузки этой клетки. Если таких клеток несколько, то 
наиболее перспективной для загрузки является клетка с наименьшей 
оценкой. Например, для клеток ( ) ( )tiki , ; ,  имеем оценки 

10,5 −=−= itik ss . Здесь наиболее перспективной для загрузки является 
клетка ( )ti, . 

Переход к новому опорному плану. 
План перевозок можно улучшить за счет загрузки свободной клет-

ки с отрицательной оценкой. Для этого для наиболее перспективной 
для загрузки свободной клетки строится замкнутый цикл с вершинами 
в загруженных клетках. Вершинам этого цикла условно присваиваются 
знаки: свободной клетке – плюс, следующей по (или против) часовой 
стрелке занятой клетке – минус, следующей – снова плюс и т. д. 
Из значений в клетках цикла помеченных знаком минус выбирается 
наименьшее количество груза, которое прибавляется к значениям кле-
ток, помеченных знаком плюс и отнимается от значений, помеченных 
знаком минус.  

Цикл пересчета. 
В общем случае цикл пересчета представляет собой замкнутую ло-

маную линию, состоящую из звеньев, пересекающихся под прямым 
углом. Каждое звено соединяет две клетки одной линии (строки или 
столбца). В цикле всегда четное число клеток, причем только одна 
свободная, та относительно которой он составлен, остальные клетки 
цикла загружены. Для любой свободной клетки всегда можно постро-
ить единственный цикл. 

Пример 3.5. По данным примера 3.1 исходя из начального опорно-
го плана найденного в примере 3.2 решить транспортную задачу 
(найти оптимальный план перевозок и минимальные затраты на транс-
портировку всего топлива). 

Решение. 
Воспользуемся распределительной таблицей, в которой найден 

начальный опорный план методом «минимального элемента» 
(табл. 3.4 и табл. 3.7).  

 
  



 

40 

Таб лица  3.7. Распределительная таблица  
(нахождение начального опорного плана методом «минимального элемента») 

 

Хранилища 
Потребители Запас 

топлива, 
т 

 

B1 B2 B3 B4 B5 

А1 

 

 5  4  3  6  0 70 1u  40  20      10  

А2 
 4  3  5  1  0 90 2u    50    40    

А3 
 2  4  1  5  0 50 3u

 10    40      
Потребность 
в топливе, т 50 70 40 40 10 210  

 
1v  2v  3v

 4v  5v
 

  

 
Для проверки найденного плана на оптимальность найдем потен-

циалы строк и столбцов (табл. 3.7), составив для каждой занятой клет-
ки уравнение ijji cvu =+ . При этом получим следующую систему 
уравнений. 

Система является линейно-зависимой, для нахождения одного из 
частных решений присвоим одному из потенциалов любое числовое 
значение, например 1 0u = , и найдем значения остальных потенциалов:  

 

















=+
=+
=+
=+
=+
=+
=+

.1
,2
,1
,3
,0
,4
,5

33

13

42

22

51

21

11

vu
vu
vu
vu
vu
vu
vu

 

 
.4,3,2,1,0,4,5 3342521 =−==−==== vuvuvvv  

Потенциалы можно находить непосредственно в распределитель-
ной таблице. Нужно присвоить какому-нибудь потенциалу любое чис-
ловое значение и по цепочке, используя уравнение ijji cvu =+ , по за-
нятым клеткам найти все остальные потенциалы (в табл. 3.8 указана 
очередность нахождения потенциалов, приняв 01 =u ).  
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Оценки свободных клеток найдем по формуле ( )jiijij vucs +−= : 

( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( ) .3)03(0

;6)23(5
;3)43(4
;1)01(0

;2)41(5
;0)51(4

;4)20(6
;1)40(3

533535

433434

233232

522525

322323

122121

411414

311313

=+−−=+−=
=+−−=+−=
=+−−=+−=

=+−−=+−=

=+−−=+−=
=+−−=+−=
=+−=+−=
−=+−=+−=

vucs
vucs
vucs
vucs

vucs
vucs
vucs
vucs

 

 
Так как среди оценок есть отрицательная ( 013 <s ), то найденный 

план не оптимален. Его можно улучшить путем загрузки этой клетки. 
Составим цикл пересчета относительно клетки (1,3) и присвоим 

клеткам цикла знаки «+» и «–». Свободной клетке (1,3) присвоим знак 
«+», а дальше, по часовой стрелке, следующей клетке цикла (3,3) при-
своим знак «–», затем клетке цикла (3,1) присвоим знак «+», далее 
клетке цикла (1,1) присвоим знак «–» (табл. 3.8). 

 
Таб лица  3.8. Распределительная таблица «цикл пересчета»  

 

Хранилища 
Потребители Запас 

топли-
ва, т 

 

B1 B2 B3 B4 B5 
А1 

 

 5  4  3  6  0 
70 

1)
01 =u  4

0 
– 20   +   10  

А2 

 4  3  5  1  0 
90 

6)
12 −=u

 
 

  50    40     

А3 

 2  4  1  5  0 
50 

5)
33 −=u

 
1
0 

+   4
0 

–     
Потреб-
ность в 

топливе, т 
50 70 40 40 10 210 

 

 2)
51 =v

 

3)
42 =v

 

7)
43 =v

 

8)
24 =v

 

4) 05 =v    

Из клеток, помеченных знаком «–», выбираем наименьшее количе-
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ство груза }{ 4040;40min
""

==
−

λ . Чтобы получить новый опорный план 

нужно прибавить значение λ к поставкам в клетках, помеченных зна-
ком «+» и вычесть из поставок в клетках, помеченных знаком «–», ну-
ли при этом не записываются (табл. 3.9). Так как значение λ оказалось 
в двух клетках цикла (клети (1,1) и (3,3) табл. 3.8), то чтобы новый 
опорный план оказался невырожденным необходимо в одной из этих 
клеток поставить базисный ноль и считать ее занятой (табл. 3.9).  

Проверим найденный план на оптимальность. Потенциалы строк и 
столбцов найдены непосредственно в распределительной таблице 
(табл. 3.9). Найдем оценки свободных клеток: 

.3)03(0
;6)23(5

;1)33(1
;3)43(4

;1)01(0
;3)31(5
;0)51(4

;4)20(6

35

34

33

32

25

23

21

14

=+−−=
=+−−=
=+−−=

=+−−=

=+−−=
=+−−=
=+−−=
=+−=

s
s
s
s

s
s
s
s

 

 
Таб лица  3.9. Распределительная таблица «оптимальное решение» 

 

Хранилища 
Потребители Запас 

топли-
ва, т 

 

B1 B2 B3 B4 B5 

А1 

 5  4  3  6  0 70 01 =u  
0  20  4

0 
   10  

А2 

 4  3  5  1  0 90 12 −=u
   50    40     

А3 

 2  4  1  5  0 50 33 −=u
 5

0 
         

Потреб-
ность в 
топливе, т 

50 70 40 40 10 210  

 51 =v
 

42 =v
 

33 =v
 

24 =v
 

05 =v    
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Так как все оценки неотрицательны, то найденный опорный план 
является оптимальным, а так как есть нулевая оценка ( 021 =s ), то не 
единственен. 

Итак, получен оптимальный план: 
















=

0
0

10

0
40
0

0
0
40

0
50
20

50
0
0

*x . 

Транспортные издержки для этого плана: 

( ) 49050240503403204min * =⋅++⋅+⋅+⋅== xzZ (усл. ден. ед.). 

Итак, по оптимальному плану, необходимо из хранилища А1 потре-
бителю B2 доставить 20 т топлива, потребителю B3 – 40 т топлива; из 
хранилища А2 потребителю В2 доставить 50 т топлива, а потребителю 
В4 – 40 т топлива; из хранилища А3 доставить 50 т топлива потребите-
лю В1.  

При этом затраты на транспортировку будут минимальными и со-
ставят 490 усл. ден. ед. Нераспределенное топливо, в размере 10 т 
останется в хранилище А1. 

 
4. БАЛАНСОВЫЕ МОДЕЛИ МЕЖОТРАСЛЕВОЙ 

ЭКОНОМИКИ 
 

Модели МОБ используются на макроуровне с целью анализа и про-
гнозирования отраслевых показателей и позволяют количественно ре-
шать следующие экономические задачи: 

– изменение объема и отраслевой структуры валового выпуска в 
зависимости от изменения конечного спроса на товары и услуги. 
Например, увеличение влияния платежеспособного спроса на строи-
тельную продукцию повлияет на темпы роста производства в других 
отраслях; 

– изменение объема и структуры ВВП в зависимости от изменения 
объема и отраслевой структуры валового выпуска. Например, измене-
ние влияния темпов роста валового выпуска в отраслях на темпы роста 
инвестиционной активности в экономике; 

– изменение динамики цен в отраслях при изменении индекса цен 
на продукцию в отдельных отраслях. Например, оценка количествен-
ного влияния изменения цены на энергоресурсы на динамику цен в 
других отраслях; 
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– изменение динамики цен в отраслях при изменении элементов 
добавленной стоимости в отдельных отраслях. Например, влияние ро-
ста заработной платы в промышленности на индексы цен в отраслях 
при предположении неизменности прочих условий (роста производи-
тельности труда, рентабельности производства и др.). 

Заметим, что модели МОБ – единственный класс моделей, позво-
ляющий количественно реализовывать взаимосвязанные производ-
ственные цепочки и на этой основе более адекватно оценивать влияние 
факторов на динамику отраслевых показателей. 

В данном курсе лекций рассмотрен простейший класс МОБ – ста-
тические модели МОБ. С другими классами моделей МОБ можно 
ознакомиться в литературных источниках [19, 20]. 

 
4.1. Методология и методика построения статической модели МОБ 

 
Построение прикладной модели МОБ, как указывалось ранее, 

предполагает обоснование методологической, методической, инфор-
мационной базы модели МОБ, ее математического и программного 
обеспечения. Особое внимание уделено экономической интерпрета-
ции: показателей отчетного МОБ как информационной базы построе-
ния модели; балансовой модели отчетного МОБ как методической ба-
зы построения прогнозной модели МОБ; параметров и переменных 
прогнозной модели МОБ, а также экономическим условиям, при кото-
рых полученное модельное решение является справедливым. В части 
разработки математического и программного обеспечения приведены 
основные сведения и сделаны ссылки на соответствующие разделы 
курса высшей математики и информационных технологий. 

 
4.1.1. Определение модели МОБ и ее информационная база 

 
Модель МОБ – система уравнений, каждое из которых выражает 

требование баланса в разрезе каждой отрасли между производимым 
количеством продукции и совокупной потребностью в этой продук-
ции.  

Информационной базой модели МОБ выступает отчетный МОБ, 
который отражает на уровне народного хозяйства производство и рас-
пределение валовой продукции в отраслевом разрезе.  

Принципиальная схема баланса в разрезе трех отраслей приведена 
в табл. 4.1. 

Отметим, что представление народного хозяйства тремя отраслями 
условно и связано с необходимостью сжатой формы записи в целях 
увеличения степени наглядности представляемого материала.  
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Основу баланса составляет совокупность всех отраслей материаль-
ного производства (отрасли промышленности, строительство, сельское 
и лесное хозяйство) и сферы услуг. В реальном представлении отчет-
ный МОБ в республике ежегодно составляется в разрезе примерно 40 
отраслей. На представленной схеме все отрасли сагрегированы в три 
отрасли. Каждая отрасль в балансе фигурирует дважды: как произво-
дящая и как потребляющая. Отрасли как производителю продукции 
соответствует определенная строка, как потребителю продукции – 
определенный столбец. В отчетном МОБ представленные на схеме 
обозначения: первого квадранта { }ijx ,3,1=i 3,1=j ; второго квадранта 

{ }ijy ,3,1=i 3,1=j ; третьего квадранта { }ijz ,5,1=i 3,1=j  – это числа, 
которые выражают следующие экономические показатели: 

ijx – поставка продукции из i-й отрасли в j-ю отрасль; 

ijy – поставка продукции из i-й отрасли для формирования j-го 
элемента конечного использования; 

ijz – объем i-го элемента добавленной стоимости в j-й отрасли; 

iХ – валовая продукция i-й отрасли. 
 

Таб лица  4.1. Принципиальная схема баланса 
 

Отрасли-
производители 

Отрасли-потребители Промежу-
точное  

потребление 

Конечное 
исполь-
зование 

Вало-
вой 

выпуск 
1 2 3 m 

1 х11 х12 х13 х1m у11 У1 Х1 
2 х21 х22 х23 х2m у21 У2 Х2 
3 х31 х32 х33 х3m у31 У3 Х3 
n хn1 хn2 хn3 хnm уn1 Уn Хn 

I – промежуточная стоимость II 
Промежуточ-
ные затраты z11 z12 z13 z1m    

Зарплата z21 z22 z23 z2m    
Прочие элемен-
ты добавленной 
стоимости 

z31 z32 z33 z3m 
   

Валовая  
добавленная 
стоимость 

z41 z42 z43 z4m 
   

Валовой  
выпуск 

z51 
(Х1) 

z52 
(Х2) 

z53 
(Х3) 

z54 
(Хm) 

   

III    
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Предположим, что на нашей схеме первая отрасль – это промыш-
ленность (ПР), вторая – прочие отрасли материального производства 
(ПОМП), третья – отрасли сферы услуг (ОУ). Тогда x11 показывает 
количество продукции промышленности в стоимостном выражении, 
израсходованной внутри промышленности для собственных нужд. Ве-
личина x21 выражает затраты прочих отраслей материального произ-
водства в производстве промышленной продукции, величина x31 пока-
зывает затраты отраслей сферы услуг в производстве промышленной 
продукции. В целом столбец (x11, x21, x31) характеризует структуру 
промежуточных затрат промышленности; а элементы столбца (x11, x21), 
соответствующие отраслям материального производства ПР и 
ПОМП, – структуру материальных затрат промышленности. Сумма 

элементов первого столбца ( ∑
=

3

1
1

i
ix ) характеризует промежуточные за-

траты промышленности, т. е. количество продукции, которое промыш-
ленность потребила в сфере производства. Что касается элементов 
первой строки (x11, x12, x13), то она характеризует отраслевые поставки 
продукции промышленности соответственно для собственных нужд 
(x11), для нужд ПОМП (x12), для нужд ОУ (x13). Сумма всех элементов 

строки ( ∑
=

3

1
1

j
jx ) характеризует промежуточное потребление промыш-

ленности, т. е. количество продукции, которое промышленность по-
ставила для целей производственного потребления.  

В строках второго квадранта отражается структура конечного ис-
пользования продукции каждой отрасли. Так, в табл. 4.1 величина 
y11 характеризует количество продукции промышленности, которое 
использовано в целях конечного потребления домашних хозяйств и 
текущего государственного потребления; значение y12 отражает по-
ставку продукции промышленности для целей валового накопления, 
т.е. для накопления основного капитала и прироста материальных за-
пасов, аналогично y13 указывает на поставку продукции промышлен-
ности для целей чистого экспорта. Сумма элементов первой строки 

второго квадранта )(
3

1
1∑

=j
jy  представляет собой количество продукции 

промышленности в стоимостном выражении, которое поставлено в 
сферу конечного использования. Элементы первого столбца второго 
квадранта (y11, y21, y31) характеризуют поставки отраслей для целей 
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конечного потребления, а сумма элементов ∑
=

3

1i
1)( iy  характеризует ко-

нечное потребление в целом по народному хозяйству. Отметим следу-
ющую особенность формирования элементов второго квадранта. Учи-
тывая, что материально-вещественная структура валового накопления 
представлена в части основного капитала продукцией промышленно-
сти (оборудование) и строительства, а в части прироста материальных 
запасов продукцией материального производства, величина y32, исходя 
из ее экономического смысла, должна быть равна нулю. Сумма всех 

элементов второго квадранта )(
3

1

3

1
∑ ∑
= =i j

ijy  представляет собой объем то-

варов и услуг, направляемых в сферу конечного использования. Дан-
ный показатель есть валовой внутренний продукт (ВВП). 

В столбцах третьего квадранта МОБ отражается структура элемен-
тов валовой добавленной стоимости каждой отрасли. Так, элементы 
первого столбца (z11, z21, z31, z41, z51) показывают в промышленности со-
ответственно потребление основного капитала, заработную плату, 
прибыль, косвенные налоги, субсидии. Сумма всех элементов первого 

столбца ( ∑
=

5

1
1

i
iz ) представляет собой валовую добавленную стоимость 

промышленности. Элементы первой строки (z11, z12,z13) указывают на 
потребление основного капитала в разрезе каждой отрасли, сумма всех 

элементов первой строки ( ∑
=

3

1
1

j
jz ) – на потребление основного капита-

ла в целом по народному хозяйству.  
Исходя из экономического смысла элементов МОБ видно, что в со-

вокупности элементы первого и второго квадрантов МОБ описывают 
материально-вещественную структуру валового выпуска (объем това-
ров и услуг, обращающихся в сфере производства и в сфере конечного 
использования), а первый и третий квадранты МОБ – стоимостную 
структуру валовых затрат (материальные затраты, оплата труда, по-
требление основного капитала, прибыль и т. д.). Поэтому в отчетном 
МОБ окаймляющий столбец представляет собой валовой выпуск про-
дукции отраслей, а окаймляющая строка – валовые затраты. Схема 
МОБ, как и модель отчетного МОБ, исходит из того, что валовой вы-
пуск каждой отрасли совпадает с валовыми затратами.  
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Задача 4.1. Для условной экономики, состоящей из четырех отрас-
лей: промышленность, сельское хозяйство, прочие отрасли материаль-
ного производства, отрасли сферы услуг, за отчетный период известны 
межотраслевые потоки отч

ijx  (табл. 4.2) и поставки отраслей для це-

лей конечного использования отч
ijy  (табл. 4.3). 

 
Таб лица  4.2. Межотраслевые поставки, тыс. руб. 

 

Отрасли Межотраслевые потоки отч
ijx  

1 2 3 4 
1 52 5,4 0,48 2,4 
2 7 15,75 0,36 1,44 
3 4 1,35 3,6 1,68 
4 5 1,35 0,48 2,4 

 
Таб лица  4.3. Поставки отраслей для целей конечного использования, тыс. руб. 

 

Отрасли 
Конечное использование 

Конечное 
потребление 

Валовое 
накопление Экспорт Импорт 

1 24,72 20 20 25 
2 17,45 1 10 8 
3 1,37 4 1 5 
4 2,77 0 4 4 

 
Ориентируясь на эти данные, привести числовую схему первого и 

второго квадрантов отчетного МОБ с дополнительным выделением 
показателей: промежуточное потребление, промежуточные затраты, 
конечное использование, валовой внутренний продукт. Рассчитать 
материальные затраты каждой отрасли. 

Решение. Рассчитаем вектор-столбец конечного использования 
продукции отраслей (см. табл. 4.3): 

 

1

2

3

4

24,72 20 20 25 39,72
17,45 1 10 8 20,45

1,37 4 1 5 1,37
2,77 0 4 4 2,77

y
y

Y
y
y

+ + − =   
   + + − =   = =
   + + − =
   + + − =  

. 

 



 

49 

Известно, что ВВП – это объем товаров и услуг, поступающий в 
сферу конечного использования. Из экономического смысла элементов 
МОБ данный показатель – это итоговый элемент второго квадранта

∑
=

3

1
,

j
jy  который для данных нашего примера равен сумме всех элемен-

тов вектор-столбца конечного использования:  
 

ВВП = 39,72 + 20,45 + 1,37 + 2,77 = 64,31 (тыс. руб.). 
 

Рассчитаем вектор-столбец промежуточного потребления продук-
ции отраслей: 

















=+++
=+++
=+++
=+++

=


















=

23,94,248,035,15
63,1068,16,335,14

55,2444,136,075,157
28,604,248,04,552

4

3

2

1

pp
pp
pp
pp

PP  

и как сумму всех элементов вектор-столбца промежуточного потреб-
ления величину промежуточного потребления в целом по народному 
хозяйству:  
 

П = 60,28 + 24,55 + 10,63 + 9,23 = 104,69 (тыс. руб.). 
 

Рассчитаем вектор-строку промежуточных затрат каждой отрасли: 
 

== ),,( 4321 pz,pzpzpzPZ (52 + 7 + 4 + 5 = 68; 5,4 + 15,75 + 1,35 +  
+ 1,35 = 23,85; 0,48 + 0,36 + 3,6 + 0,48 = 4,92; 2,4 + 1,44 + 1,68 +2,4 = 
 = 7,92) = (68; 23,85; 4,92; 7,92). 

 

Полученные данные занесем в схему МОБ первого и второго квад-
рантов (табл. 4.4). 

 
Таб лица  4.4. Показатели первого и второго квадрантов отчетного МОБ, тыс. руб. 

 
Отрасли-

производители 
Отрасли-потребители Промежуточное 

потребление 
Конечное 

использование 1 2 3 4 
1 52 5,4 0,48 2,4 60,28 39,72 
2 7 15,75 0,36 1,44 24,55 20,45 
3 4 1,35 3,6 1,68 10,63 1,37 
4 5 1,35 0,48 2,4 9,23 2,77 

Промежуточные 
затраты 68 23,85 4,92 7,92 104,69 64,31 

 
Материальные затраты i-й отрасли складываются из поставок всех 

отраслей материального производства для целей производства i-й от-
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расли. Поскольку в нашей классификации к отраслям материального 
производства относятся три отрасли: промышленность (отрасль 1), 
сельское хозяйство (отрасль 2) и прочие отрасли материального произ-
водства (отрасль 3), то материальные затраты j-й отрасли могут быть 
рассчитаны следующим образом: 
 

МЗ1= 52 + 7 + 4 = 63 (тыс. руб.);  
МЗ2= 5,4 + 15,75 + 1,35 = 22,5 (тыс. руб.);  
МЗ3 = 0,48 + 0,36 + 3,6 = 4,44 (тыс. руб.);  
МЗ4= 2,4 + 1,44 + 1,68 = 4,92 (тыс. руб.). 

 
4.1.2. Балансовая модель отчетного МОБ в системе  

национальных счетов (СНС) 
 

Модель отчетного МОБ выражается в виде двух групп соотноше-
ний: для отраслей-производителей и отраслей-потребителей.  

В рамках первой группы соотношений исходят из того, что вся ва-
ловая продукция отрасли-производителя распределяется на продук-
цию, направляемую в сферу производства и в сферу конечного исполь-
зования. Так, валовая продукция первой отрасли (X1) распределяется 
на продукцию, которую отрасль поставила в сферу производства 

)(
3

1
1∑

=j
jx  и продукцию, которую отрасль поставила в сферу конечного 

использования (∑
=

3

1
1

j
jy ), что формально можно записать в виде: 

.
3

1
1

3

1
11 ∑∑

==
+=

j
j

j
j yxX

  

Такое же соотношение верно для любой отрасли-производителя:  
 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧𝑋𝑋1 = 𝑥𝑥11 + 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥13 + �𝑦𝑦1𝑗𝑗,

3

𝑗𝑗=1

𝑋𝑋2 = 𝑥𝑥21 + 𝑥𝑥22 + 𝑥𝑥23 + �𝑦𝑦2𝑗𝑗,
3

𝑗𝑗=1

𝑋𝑋3 = 𝑥𝑥31 + 𝑥𝑥32 + 𝑥𝑥33 + �𝑦𝑦3𝑗𝑗

3

𝑗𝑗=1

.

 (4.1) 
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Таким образом, первая группа соотношений отчетного МОБ пред-
ставляет собой систему трех уравнений (4.1) – для случая трехотрасле-
вого баланса. В случае МОБ с n отраслями модель МОБ будет охваты-
вать систему из n уравнений. 

При написании модели для отрасли-потребителя исходят из того, 
что валовые затраты отрасли-потребителя состоят из промежуточных 
затрат отрасли и стоимости, добавленной в процессе обработки (вало-
вой добавленной стоимости). Так, валовые затраты первой отрасли (X1) 

определяются суммой ее промежуточных затрат )(
3

1
1∑

=i
ix  и валовой 

добавленной стоимости первой отрасли ∑
=

5

1
1),(

i
iz  что формально мож-

но записать в виде: 
 

∑∑
==

+=
5

1
1

3

1
11 .

i
i

i
i zxX

  

Такое соотношение верно для любой отрасли-потребителя: 
 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧𝑋𝑋1 = 𝑥𝑥11 + 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥13 + �𝑧𝑧𝑖𝑖1,

5

𝑗𝑗=1

𝑋𝑋2 = 𝑥𝑥21 + 𝑥𝑥22 + 𝑥𝑥23 + �𝑧𝑧𝑖𝑖2,
5

𝑗𝑗=1

𝑋𝑋3 = 𝑥𝑥31 + 𝑥𝑥32 + 𝑥𝑥33 + �𝑧𝑧𝑖𝑖3

5

𝑗𝑗=1

.

 

 

(4.2) 

 

Таким образом, вторая группа соотношений отчетного МОБ пред-
ставляет собой систему трех уравнений (4.2) – для случая трехотрасле-
вого баланса. В случае МОБ с n отраслями модель МОБ будет охваты-
вать систему из n уравнений. 

Покажем, что общие итоги второго и третьего квадрантов равны 
между собой. Просуммируем все уравнения системы (4.1), а затем все 
уравнения системы (4.2): 
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⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧�𝑋𝑋𝑖𝑖 = ��𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + ��𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖;

3

𝑗𝑗=1

3

𝑖𝑖=1

3

𝑗𝑗=1

3

𝑖𝑖=1

3

𝑖𝑖=1

�𝑋𝑋𝑖𝑖 = 
3

𝑖𝑖=1
��𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + ��𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖.

3

𝑗𝑗=1

5

𝑖𝑖=1

3

𝑗𝑗=1

3

𝑖𝑖=1

 

 

(4.3) 

 

Далее, вычитая из одного полученного уравнения второе и приводя 
подобные, получаем: 

 
 

.
5

1

3

1

3

1

3

1
∑∑∑∑
= == =

=
i j

ij
i j

ij zy  (4.4) 

 

Левая часть уравнения – это сумма элементов второго квадранта, 
правая часть – это итог третьего квадранта. Поскольку, как было пока-

зано выше, 
3 3

1 1

( )ij
i j

y
= =
∑∑  представляет собой ВВП, то и итоговый эле-

мент третьего квадранта 
5 3

1 1

( )ij
i j

z
= =
∑∑  – также есть не что иное, как ВВП. 

В целом из уравнения (4.3) видно, что в МОБ соблюдается принцип 
единства материально-вещественного и стоимостного состава ВВП. 
Однако следует иметь в виду, что равенство валовой добавленной сто-
имости и конечного использования справедливо для всего народного 
хозяйства, в отдельных отраслях эти показатели не равны друг другу, 
так как их величины определяются совершенно различными факторами. 

Из схемы отчетного МОБ логично вытекают три известных в эко-
номической литературе способа расчета ВВП.  

Метод 1 (по конечному использованию). Применяются показатели 
второго квадранта: ВВП (Y) представляет собой сумму конечного по-
требления, валового накопления и сальдо экспорта-импорта (чистого 
экспорта). 
 

∑∑∑
===

++=
3

1i
3

3

1
2

3

1
1 i

i
i

i
i yyyY . (4.5) 

 

Метод 2 (финансовый). Использует показатели третьего квадранта: 
ВВП (Y) представляет собой сумму элементов валовой добавленной 
стоимости – потребления основного капитала, оплаты труда, прибыли, 
чистых косвенных налогов (налоги за вычетом субсидий). 
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∑∑∑∑∑
=====

+++=
3

1
5

3

1
4

3

1
3

3

1
2

3

1
1 _

j
j

j
j

j
j

j
j

j
j zzzzzY . (4.6) 

 

Метод 3 (производственный). Используются показатели первого 
квадранта: ВВП (Y) представляет собой разницу валового выпуска и 
промежуточных затрат. 

 
 

∑∑∑
= ==

−=
3

1

3

1

3

1 i j
ij

i
i xXY . (4.7) 

 
Задача 4.2. Используя базовые балансовые соотношения отчетного 

МОБ, по данным задачи 1 заполнить три квадранта отчетного МОБ, 
полагая, что 30 % валовой добавленной стоимости приходится на за-
работную плату. При заполнении таблицы МОБ дополнительно к 
предыдущей задаче выделить позиции: валовой выпуск, зарплата, про-
чие элементы добавленной стоимости, валовая добавленная стоимость. 

Решение. При построении числовой схемы отчетного МОБ ориен-
тируемся на два вида балансовых соотношений: 

– для отраслей-производителей система уравнений вида (4.1): вся ва-
ловая продукция отрасли-производителя (xi) распределяется на текущее 

промежуточное потребление )(
1
∑
=

n

j
ijx  и конечное использование (yi); 

– для отраслей-потребителей система уравнений вида (4.2): вало-
вые затраты отрасли-потребителя (xj) определяются промежуточными 

затратами ∑
=

n

i
ijx

1
)( и валовой добавленной стоимостью (vj). 

Заполнение элементов таблицы отчетного МОБ будем осуществ-
лять по следующей схеме (табл. 4.5).  

В соответствии с формулой (4.1) объем валового выпуска первой 
отрасли в отчетном периоде определяется суммой промежуточного 
потребления и конечного использования, т. е. 

отч
1

отч
13

отч
12

отч
11

отч
1 yxxxx +++= = 52 + 5,4 + 0,48 + 2,4 + 39,72 = 100, 

аналогично для второй, третьей и четвертой отраслей: 
отч
2x = 7 + 15,75 + 0,36 + 1,44 + 20,45 = 45; 
отч
3x = 4 + 1,35 + 3,6 + 1,68 + 1,37 = 12; 
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отч
4x = 5 + 1,35 + 0,48 + 2,4 + 2,77 = 12. 

В соответствии с формулой (4.2) объем валового выпуска первой 
отрасли в отчетном периоде определяется суммой промежуточных 
затрат и валовой добавленной стоимости. Поскольку валовой выпуск 
отраслей уже найден ),( отч

ix  и промежуточные затраты уже опреде-

лены на основе данных о межотраслевых потоках )(
4

1
∑
=i

ijx , j = 1,4), 

находим валовую добавленную стоимость первой отрасли: 

)( отч
41

отч
31

отч
21

отч
11

отч
11 xxxxxv +++−= = 100 – (52 + 7 + 4 + 5) = 32. 

Аналогично для второй, третьей и четвертой отраслей: 

2v = 45 – 23,85 = 21,15; 

3v = 12 – 4,92 = 7,08; 

4v = 12 –7 ,92 = 4,08. 
 

Таб лица  4.5. Показатели отчетного МОБ, тыс. руб. 
 

Отрасли-
производи-

тели 

Отрасли-потребители Проме-
жуточное 
потреб-
ление 

Конеч-
ное 

исполь-
зование 

Вало-
вой 

выпуск 1 2 3 4 

1 52 5,4 0,48 2,4 60,28 39,72 100 
2 7 15,75 0,36 1,44 24,55 20,45 45 

3 4 1,35 3,6 1,68 10,63 1,37 12 

4 5 1,35 0,48 2,4 9,23 2,77 12 

Промежу-
точные 
затраты 

68 23,85 4,92 7,92 104,69 64,31 169 

Зарплата 9,6 6,4 2,1 1,2 19,3   
Прочие 

элементы 
добавлен-

ной 
стоимости 

22,4 14,75 4,98 2,88 45,01 

  

Валовая 
добавлен-

ная  
стоимость 

32 21,15 7,08 4,08 64,31 
  

Валовой  
выпуск 100 45 12 12 169   
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Учитывая, что 30 % валовой добавленной стоимости приходится на 
зарплату, рассчитываем уровень зарплаты по отраслям :)( iz  

z1 = 30 % · v1 = 0,3 · 32 = 9,6; 
z2 = 0,3 · 21,15 = 6,4; 
z3 = 0,3 · 7,08 = 2,1; 
z4 = 0,3 · 4,08 = 1,2. 
Как балансирующий элемент рассчитываем прочие элементы до-

бавленной стоимости (di): 
d1 = v1 – z1= 32 – 9,6 = 22,4, 
d2 = 21,15 – 6,4 = 14,75, 
d3 = 7,08 – 2,1 = 4,98, 
d4 = 4,08 – 1,2 = 2,88. 
 

4.1.3. Базовые прогнозные модели МОБ в СНС 
 

Модели отчетного МОБ в виде соотношений (4.1) и (4.2) непригод-
ны для прогнозных практических расчетов в силу открытого характера 
модели: 3 эндогенные переменные и 12 экзогенных, при этом экзоген-
ные переменные также находятся между собой в определенной взаи-
мосвязи. Поэтому определение элементов промежуточного потребле-
ния осуществляют на базе нормативов, называемых на макроуровне 
коэффициентами прямых затрат или технологическими коэффициен-
тами. По данным отчетного МОБ (см. табл. 4.1) коэффициенты могут 
быть рассчитаны путем деления величин межотраслевых потоков на 
валовую продукцию потребляющих отраслей. Так, если первой отрас-
лью является производство электроэнергии, а второй – легкая про-
мышленность, то коэффициент a12 прямых затрат электроэнергии на 
единицу продукции легкой промышленности будет равен: 

 
 

.
2

12
12 X

xa =  (4.8) 

 
Аналогично можно рассчитать коэффициент a11 прямых затрат 

электроэнергии на единицу производства электроэнергии: 
 

 

1

11
11 X

xa = . (4.9) 

 

Для любой пары отраслей коэффициент прямых затрат aij составляет: 
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𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 =  
𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑋𝑋𝑗𝑗

, 𝑖𝑖 = 1, 3, 𝑗𝑗 = 1, 3. (4.10) 
 

и характеризует количество продукции i-й отрасли, которое необходи-
мо для производства единицы валовой продукции j-й отрасли. 
При i = j имеем коэффициент затрат собственной продукции отрасли 
на единицу валового выпуска. 

Коэффициенты прямых затрат образуют квадратную матрицу A, 
содержащую для трехотраслевого МОБ три строки и три столбца: 

 
 

.
333231

232221

131211














=

aaa
aaa
aaa

A  (4.11) 

 

Матрицу A называют матрицей коэффициентов прямых затрат. 
Из формулы (4.10) следует, что 
  

 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑋𝑋𝑗𝑗, 𝑖𝑖 =
 1, 3, 𝑗𝑗 =  1, 3. 

(4.12) 
 

В этих обозначениях модель (4.1) может быть переписана в виде: 
 

 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧𝑋𝑋1 = 𝑎𝑎11𝑋𝑋1 +  𝑎𝑎12𝑋𝑋2 + 𝑎𝑎13𝑋𝑋3 + �𝑦𝑦1𝑗𝑗,

3

𝑗𝑗=1

𝑋𝑋2 = 𝑎𝑎21𝑋𝑋1 +  𝑎𝑎22𝑋𝑋2 + 𝑎𝑎23𝑋𝑋3 + �𝑦𝑦2𝑗𝑗,
3

𝑗𝑗=1

𝑋𝑋3 = 𝑎𝑎31𝑋𝑋1 + 𝑎𝑎32𝑋𝑋2 + 𝑎𝑎33𝑋𝑋3 + �𝑦𝑦3𝑗𝑗

3

𝑗𝑗=1

.

 

 

(4.13) 

Модель (4.13) является базовой прогнозной моделью МОБ связи 
отраслевых структур валового выпуска и конечного спроса. Модель 
(4.13) перепишем в матричной форме, введя предварительно следую-
щие обозначения: 
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















=
3

2

1

X
X
X

X  – вектор валовой продукции отраслей; 









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




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

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∑

∑
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j

y

y

y

Y =














3

2

1

Y
Y
Y

 – вектор конечного спроса на продукцию отрас-

лей; 












=

100
010
001

E  – единичная матрица. 

Тогда в матричном виде модель (4.13) запишется: 
 

 YXAX += . (4.14) 
 

В модели (4.13) предполагается, что на прогнозный период извест-
на матрица прямых затрат А. Исходя из экономического содержания 
представленной модели, следует отметить, что коэффициенты прямых 
затрат aij характеризуют в обобщенном виде технологию производства 
на макроуровне. Учитывая определенную инерционность технологи-
ческих процессов, можно принять предпосылку о неизменности нор-
мативов расхода материалов и, следовательно, постоянстве технологи-
ческой матрицы. В том случае, если данное предположение неверно, 
необходимо осуществить автономный прогноз коэффициентов матри-
цы прямых затрат на прогнозный период. В любом случае полагаем, 
что в модели (4.13) матрица А задается экзогенно. Система уравнений 
(4.13) содержит три уравнения и шесть неизвестных. Такая система 
является неопределенной и имеет бесконечное множество решений. 
Для однозначного решения системы необходимо произвольно задать 
любые три неизвестные величины, тогда значения остальных трех бу-
дут определяться однозначно решением системы (4.13).  

На основе представленной модели можно проводить следующие 
варианты расчета: 
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1. В модели задана валовая продукция отраслей )(X . Продукция от-
раслей, которая поступит в сферу конечного использования )(Y , опре-
деляется в результате модельного расчета. 

2. В модели задан конечный спрос на продукцию отраслей ).(Y  
На основе модельных расчетов можно определить требуемый для 
обеспечения данного конечного спроса валовой выпуск отраслей ).(X  

3. По отдельным отраслям в модели задаются объемы валовой про-
дукции ),(X  по другим – конечного выпуска ),(Y  но при этом число 
экзогенно задаваемых переменных должно совпадать с количеством 
рассматриваемых отраслей. Решение системы дает значения остальных 
переменных. Из экономического смысла целесообразно известными 
считать: валовую продукцию ресурсообразующих отраслей (электро-
энергетика, топливная и др.), а также конечный спрос на продукцию 
отраслей потребительского комплекса (легкая, пищевая промышлен-
ность и др.).  

Модель (4.14) можно преобразовать следующим образом:  
 

 ( ) ;YXAE =−  (4.15) 
 

.YAEX 1)( −−=  (4.16) 
 

В экономической литературе матрицу 1)( −− AE  называют матри-
цей полных затрат и обозначают В: 
 

.)(
333231

232221

131211
1














=−= −

bbb
bbb
bbb

AEB  (4.17) 

 

Базовая прогнозная модель, в основе которой лежат балансовые 
уравнения модели отчетного МОБ (4.2), может найти применение при 
оценке инфляционных последствий изменения различных элементов 
стоимостной структуры производства в отраслях экономики. В рамках 
данной модели будем полагать, что инфляционный процесс количе-
ственно характеризуется индексами среднеотраслевых цен pi. 
При этом изменение цен происходит под влиянием инфляции издер-
жек, которая инициируется факторами производства: внешними цена-
ми на ресурсы, уровнем заработной платы, динамикой материальных 
затрат и др. Изменение цены продукции в одной отрасли под влиянием 
указанных инфлятогенных факторов может по цепочкам межотрасле-
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вых взаимосвязей распространяться на всю систему отраслевых цен, 
образуя инфляционную волну в экономике.  

Под воздействием инфляции могут изменяться все элементы стои-
мостной структуры производства в каждой отрасли. При этом можно 
предположить, что межотраслевые потоки отчетного МОБ в текущих 
ценах xij изменятся пропорционально изменению цен в отраслях – по-
ставщиках продукции. Изменение же отраслевых объемов отдельных 
элементов добавленной стоимости под влиянием ценового фактора 
однозначно определить невозможно – для этого необходимы дополни-
тельные предположения, учитывающие то или иное развитие эконо-
мической ситуации на рынке товаров. 

Обозначим через qi индекс изменения добавленной стоимости в i-й 
отрасли, обусловленный влиянием ценового фактора (при условии 
неизменности реальных объемов производства во всех отраслях и по-
стоянной технологической структуре межотраслевых взаимосвязей). 
С учетом сделанных предположений трехотраслевая МОБ будет иметь 
вид, представленный в табл. 4.6.  

Тогда базовую прогнозную модель трехотраслевого МОБ для оцен-
ки последствий инфляции издержек можно записать в следующем виде: 

 
 

�
𝑥𝑥11𝑝𝑝1 +  𝑥𝑥21𝑝𝑝2 + 𝑥𝑥31𝑝𝑝3 + 𝑍𝑍𝑞𝑞1 = 𝑋𝑋1𝑝𝑝1,
𝑥𝑥12𝑝𝑝1 + 𝑥𝑥22𝑝𝑝2 + 𝑥𝑥32𝑝𝑝3 + 𝑍𝑍𝑞𝑞2 = 𝑋𝑋2𝑝𝑝2,
𝑥𝑥13𝑝𝑝1 + 𝑥𝑥23𝑝𝑝2 + 𝑥𝑥33𝑝𝑝3 + 𝑍𝑍𝑞𝑞3 = 𝑋𝑋3𝑝𝑝3.

 (4.18) 

 
Таб лица  4.6. Схема первого и третьего квадрантов МОБ в текущих ценах 

 
Отрасли-

производители 
Отрасли-потребители 

1 2 3 
1 x11p1 x12p1 x13p1 

2 x21p2 x22p2 x23p2 

3 x31p3 x32p3 x33p3 

Промежуточные 
затраты i

i
i px∑

=

3

1
1  i

i
i px∑

=

3

1
2  i

i
i px∑

=

3

1
3  

Добавленная  
стоимость Zq1

 

Zq2

 

Zq3

 Валовой выпуск X1p1 X2p2 X3p3 
 
Учитывая приведенные ранее выражения для коэффициентов пря-

мых материальных затрат, последнюю модель можно переписать в 
следующем виде: 
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�
𝑎𝑎11𝑋𝑋1𝑝𝑝1 +  𝑎𝑎21𝑋𝑋1𝑝𝑝2 + 𝑎𝑎31𝑋𝑋1𝑝𝑝3 + 𝑍𝑍𝑞𝑞1 = 𝑋𝑋1𝑝𝑝1,
𝑎𝑎12𝑋𝑋2𝑝𝑝1 + 𝑎𝑎22𝑋𝑋2𝑝𝑝2 +  𝑎𝑎32𝑋𝑋2𝑝𝑝3 + 𝑍𝑍𝑞𝑞2 = 𝑋𝑋2𝑝𝑝2,
𝑎𝑎13𝑋𝑋3𝑝𝑝1 + 𝑎𝑎23𝑋𝑋3𝑝𝑝2 + 𝑎𝑎33𝑋𝑋3𝑝𝑝3 + 𝑍𝑍𝑞𝑞3 = 𝑋𝑋3𝑝𝑝3.

 (4.19) 

 

Разделив каждое из уравнений на соответствующий объем валового 
выпуска Xi, можно представить полученную ценовую модель и в дру-
гом виде, формально не зависящем от объемов производства в отрас-
лях: 

 
 

�
𝑎𝑎11𝑝𝑝1 +  𝑎𝑎21𝑝𝑝2 +  𝑎𝑎31𝑝𝑝3 + с1𝑞𝑞1 = 𝑝𝑝1,
𝑎𝑎12𝑝𝑝1 +  𝑎𝑎22𝑝𝑝2 +  𝑎𝑎32𝑝𝑝3 + с2𝑞𝑞2 = 𝑝𝑝2,
𝑎𝑎13𝑝𝑝1 + 𝑎𝑎23𝑝𝑝2 + 𝑎𝑎33𝑝𝑝3 + с3𝑞𝑞3 = 𝑝𝑝3.

 (4.20) 

 

где через ciобозначены отношения добавленной стоимости к валовому 
выпуску в базисной системе цен. 

Модель представлена тремя уравнениями с шестью неизвестными pi 
и qi, 3,1=i , т. е. она имеет три степени свободы, в рамках которых в 
процессе ее практического использования должны задаваться экзоген-
ные переменные. Актуальными представляются следующие сценарии 
модельных расчетов: 

1) задавая изменение объемов добавленной стоимости в отраслях 
(например, в результате изменения заработной платы или налогов), на 
основе модели рассчитать чистое влияние факторов такого изменения 
на всю систему отраслевых цен;  

2) изменяя динамику цен в отдельных отраслях (например, в сырь-
евых или в импортозависимых), на основе модели рассчитать динами-
ку цен в других отраслях при дополнительных предположениях отно-
сительно конъюнктуры рынка, позволяющих экзогенным образом 
определить индексы изменения добавленной стоимости в рамках сте-
пеней свободы модели.  

Безусловно, рассчитанные на основе модели индексы цен являются 
ориентировочными, поскольку рассчитываются в рамках достаточно 
жестких предположений. 

 
4.1.4. Экономический смысл коэффициентов прямых и полных  

затрат 
 

Для того чтобы более глубоко понять сущность моделей МОБ, сле-
дует остановиться на экономическом смысле коэффициентов прямых и 
полных затрат, которые лежат в основе работы прогнозных моделей 
МОБ. 
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Приведем экономическую интерпретацию коэффициентов прямых 
затрат на конкретном примере. 

Задача 4.3. На базе четырехотраслевого отчетного МОБ (см. зада-
чу 1) рассчитать матрицу коэффициентов прямых затрат и дать их эко-
номическую интерпретацию.  

Решение. Матрицу коэффициентов прямых затрат А удобно рас-
считывать по данным табл. 4.4, в которой представлены межотрасле-
вые потоки промежуточного продукта и валовые выпуски отраслей. 

Матрица коэффициентов прямых затрат (aij) рассчитывается на ос-
нове отчетного МОБ по формуле (4.9). 

Для нашей задачи в соответствии с этой формулой получаем: 

отч
1

отч
11отч

11 x
xa = =

100
52 = 0,52, 

отч
2

отч
12отч

12 x
xa = =

45
4,5 = 0,12, 

и т. д. 
Вычисления оформляются в виде матрицы прямых затрат:  

 

отч отч
j 4 4

52 /100 5,4 / 45 0,48 /12 2,4 /12
7 /100 15,75 / 45 0,36 /12 1,44 /12

( )
4 /100 1,35 / 45 3,6 /12 1,68 /12
5 /100 1,35 / 45 0,48 /12 2,4 /12

iА a ⋅

 
 
 = =
 
 
 

= 

 = .

2,004,003,005,0
14,03,003,004,0
12,003,035,007,0
2,004,012,052,0



















 
Согласно показателям первого столбца, для производства валовой 

продукции промышленности на сумму 1 тыс. руб. необходимо израс-
ходовать ее на сумму 0,52 тыс. руб. (520 тыс. руб.), продукции строи-
тельства – на сумму 0,07 тыс. руб. (70 тыс. руб.), продукции прочих 
отраслей материального производства – на сумму 40 тыс. руб.; объем 
услуг – 50 тыс. руб. 

Аналогичную интерпретацию имеют элементы остальных столбцов 
матрицы. 

В частности, элементы второго столбца показывают, что для про-
изводства валовой продукции промышленности на сумму 1 тыс. руб. 
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необходимо израсходовать ее на сумму 0,12 тыс. руб. (120 тыс. руб.), 
продукции строительства – на сумму 0,35 тыс. руб. (350 тыс. руб.); 
продукции прочих отраслей материального производства – на сумму 
30 тыс. руб., объем услуг – 30 тыс. руб. 

Таким образом, коэффициенты прямых затрат количественно ха-
рактеризуют интенсивность межотраслевых взаимодействий. 

С позиции экономической интерпретации является понятным тре-
бование ,0>Y  т. е. поставки продукции отраслей в сферу конечного 
использования должны быть положительными элементами. С учетом 
балансового уравнения (4.14), это требование тождественно выполне-
нию условия ,XAX >  проверка которого связана с исследованием 
матрицы А на продуктивность.  

Будем называть неотрицательную матрицу А продуктивной, если 
существует такой неотрицательный вектор 0≥X , что X.AX >  В ли-
тературе [19] известен ряд критериев проверки продуктивности мат-
рицы.  

Для того чтобы матрица коэффициентов прямых затрат была про-
дуктивной, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось одно из пе-
речисленных ниже условий: 

1. Матрица ( )AE −  неотрицательно обратима, т. е. существует об-

ратная матрица ( ) 1 0.E A −− ≥  

2. Матричный ряд ∑
∞

=
=++++

0

32 ...
k

kAAAAE  сходится, причем 

его сумма равна обратной матрице ( ) 1−− AE . 
Но практическая проверка этих критериев является достаточно 

трудоемкой. Более простым, но только достаточным признаком про-
дуктивности матрицы А является ограничение на величину ее нормы, 
т. е. на величину наибольшей из сумм элементов матрицы А в каждом 
столбце. Если норма матрицы А строго меньше единицы, то эта матри-
ца всегда продуктивна, т. е. max1 ≤𝑗𝑗 ≤𝑛𝑛 ∑ 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 < 1𝑛𝑛

𝐼𝐼 = 1 . Напомним, что 
данное условие является только достаточным и матрица А может ока-
заться продуктивной и в случае, когда ее норма больше единицы. 
Можно доказать следующее утверждение.  

Утверждение. Если в экономике не существует отраслей с нулевой 
и отрицательной валовой добавленной стоимостью, то матрица А, опи-
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сывающая технологические процессы в такой экономике, является 
продуктивной. 

Доказательство. В соответствии с системой уравнения (4.2) и вы-
ражением (4.9) соотношение между промежуточными затратами и ва-
ловым выпуском j-й отрасли может быть записано в следующем виде: 

 

,
1

jjj

n

i
ij xZxa =+∑

=

 действительно для всех ,,1 nj =  

 

где Zj – валовая добавленная стоимость j-й отрасли. 
Поскольку валовая добавленная стоимость, исходя из экономиче-

ского смысла – положительное число, т. е. Zj > 0, то 
 

jj

n

i
ij xxa <∑

=1
 действительно для всех n.j ,1=  

 

Или при 0≠jx  
 

1
1

<∑
=

n

i
ija , действительно для всех .,1 nj =  

 

Далее с целью определения экономического смысла матрицы пол-
ных затрат, соотношение (4.17) с учетом принятых обозначений пере-
пишем в развернутом виде: 

 

 
�
𝑋𝑋1 = 𝑏𝑏11𝑌𝑌1 + 𝑏𝑏12𝑌𝑌2 +  𝑏𝑏13𝑌𝑌3,
𝑋𝑋2 = 𝑏𝑏21𝑌𝑌1 + 𝑏𝑏22𝑌𝑌2 +  𝑏𝑏23𝑌𝑌3,
𝑋𝑋3 = 𝑏𝑏31𝑌𝑌1 + 𝑏𝑏32𝑌𝑌2 + 𝑏𝑏33𝑌𝑌3.

 

 

(4.21) 

Предположим, что конечная продукция производится только в пер-

вой отрасли в объеме, равном единице, т. е. 











=

0
0
1

Y . Тогда валовой 

выпуск отраслей в соответствии с уравнением (4.21) составит: 
 

 
�
𝑋𝑋1 = 𝑏𝑏11 ∙ 1 + 𝑏𝑏12 ∙ 0 +  𝑏𝑏13 ∙ 0 = 𝑏𝑏11,
𝑋𝑋2 = 𝑏𝑏21 ∙ 1 + 𝑏𝑏22 ∙ 0 +  𝑏𝑏23 ∙ 0 = 𝑏𝑏21,
𝑋𝑋3 = 𝑏𝑏31 ∙ 1 + 𝑏𝑏32 ∙ 0 + 𝑏𝑏33 ∙ 0 = 𝑏𝑏31.

 

 

(4.22) 
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Таким образом, элементы первого столбца матрицы полных затрат 
В показывают количество валовой продукции первой ),( 111 bX =  вто-
рой ),( 212 bX =  и третьей отраслей ),( 313 bX =  необходимое для про-
изводства единицы конечной продукции первой отрасли ).1( 1 =Y  

Полагая, что производится единица конечной продукции второй 

отрасли 











=

0
1
0

Y , аналогично показываем, что вектор валовых выпус-

ков отраслей 













=

32

22

12

b
b
b

X , т. е. элементы второго столбца матрицы пол-

ных затрат В показывают количество валовой продукции первой 
),( 121 bX =  второй ),( 222 bX = и третьей отраслей ),( 323 bX =  необхо-

димое для производства единицы конечной продукции второй отрасли 
).1( 2 =Y  

В общем случае коэффициент полных затрат ijb  показывает, 
сколько нужно произвести валовой продукции i-й отрасли, чтобы была 
произведена единица конечной продукции j-й отрасли. 

Если матрица коэффициентов прямых материальных затрат А явля-
ется продуктивной, то из условия продуктивности вытекает, что суще-
ствует матрица ( ) ,1−−= AEB  
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ных затрат включают в себя как прямые, так и косвенные затраты всех 
порядков. Если прямые затраты отражают количество продукции, из-
расходованное непосредственно при изготовлении данного продукта, 
то косвенные относятся к предшествующим стадиям производства и 
входят в продукт не прямо, а через цепочки взаимодействий.  

Для примера рассмотрим затраты электроэнергии на производство 
хлеба. Прямые затраты – это то количество электроэнергии, которое 
непосредственно израсходовано при выпечке хлеба. Но в производстве 
хлеба, кроме электроэнергии, затрачивается мука и другие продукты, а 
на их выпуск также потребовалось известное количество электроэнер-
гии. В свою очередь, на производство муки расходуется зерно и на 
каждой из этих стадий затрачивается электроэнергия (рис. 4.1). 

 
 
 
 
 
 
 
 

Прямые затраты Косвенные затраты 1-го порядка Косвенные затраты 2-го  
 порядка  

 
Рис. 4.1. Прямые и косвенные затраты электроэнергии на производство хлеба 

 
Чтобы подсчитать полные затраты одного вида продукции на еди-

ницу другого (например, электроэнергии на единицу хлеба), нужно сло-
жить прямые затраты и косвенные затраты всех порядков. Непосред-
ственно осуществить такой подсчет невозможно, поскольку дерево за-
трат неограниченно удлиняется. Однако затраты очень высоких порядков 
абсолютно и относительно невелики, поэтому при непосредственном 
расчете можно ограничиться лишь несколькими ближайшими порядками 
затрат. Отметим, что благодаря цепочке межотраслевых взаимодействий, 
которая количественно отражается в матрице полных затрат, модели 
межотраслевого баланса имеют свою специфическую особенность: они 
являются единственным классом моделей, позволяющим количественно 
реализовывать взаимосвязанные производственные цепочки.  

Задача 4.4. На основании данных задачи 4.3 получена следующая 
матрица полных затрат: 

Хлеб 
Электро-
энергия  

Мука Электроэнергия 

Зерно 

Электроэнергия 

Семена 
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.

3,1087,0093,016,0
075,0445,1096,014,0
312,0103,0608,127,0
627,0183,0448,022,2



















=B  

Требуется дать экономическую интерпретацию элементов матрицы. 
Решение. Коэффициенты первого столбца матрицы указывают, на 

то что для производства конечной продукции промышленности на 
сумму 1 тыс. руб. требуется произвести валовой продукции промыш-
ленности на сумму 2,22 тыс. руб., продукции строительства – на сумму 
0,27 тыс. руб. (270 тыс. руб.), продукции прочих отраслей материаль-
ного производства – на сумму 140 тыс. руб.; объем услуг –  
160 тыс. руб. Аналогично для производства конечной продукции про-
мышленности на сумму 1 тыс. руб. требуется произвести валовой про-
дукции промышленности на сумму 0,448 тыс. руб. (448 тыс. руб.), 
продукции строительства – на сумму 1,608 тыс. руб., продукции про-
чих отраслей материального производства – на сумму 96 тыс. руб., 
объем услуг – 93 тыс. руб. 

Матрица полных затрат дает количественную информацию о це-
почке производственных взаимосвязей и позволяет, например, отве-
тить на вопрос: как скажется на валовом выпуске отраслей изменение 
спроса на конечную продукцию каждой отрасли. Данные первого 
столбца матрицы (см. задачу 4.4) показывают, что для производства 
конечной продукции первой отрасли необходимо задействовать через 
цепочку производственных взаимосвязей все отрасли в следующей 
структуре: 80 % (2,22 · 100 % / (2,22 + 0,27 + 0,14 + 0,16) = 80 %) про-
дукции промышленности, 10 % продукции строительства, 5 % продук-
ции прочих отраслей материального производства, 5 % объема услуг. 

 
4.2. Применение модели МОБ в экономическом анализе  

и прогнозировании отраслей промышленности 
 

4.2.1. Модели прогнозирования объема и отраслевой структуры 
валового выпуска 

 
Во всех задачах, если не оговорено особо, предполагается, что эко-

номика представлена четырьмя отраслями (промышленность, строи-
тельство, прочие отрасли материального производства, сфера услуг), а 
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технология межотраслевых взаимосвязей постоянна и описывается 
матрицей А, приведенной в задаче 4.3.  

Задача 4.5. Определить валовую продукцию отраслей при условии, 
что в прогнозном периоде выраженный в сопоставимых ценах конеч-
ный платежеспособный спрос на продукцию отраслей составит соот-
ветственно 40,3; 21; 1,3 и 2,5 тыс. руб.  

Решение. В задаче известны показатели конечного спроса на про-
дукцию отраслей =1Y 40,3, =2Y 21, =3Y  1,3, =4Y  2,5, а также матрица 
прямых затрат А. При подстановке этих данных в базовую прогнозную 
модель вида (4.14) искомая система балансовых уравнений примет 
следующий вид: 

 

⎩
⎨

⎧
(1– 0,52)𝑥𝑥1– 0,12𝑥𝑥2– 0,04𝑥𝑥3– 0,02𝑥𝑥4 = 40,3,
– 0,07𝑥𝑥1 + (1– 0,35)𝑥𝑥2– 0,03𝑥𝑥3– 0,12𝑥𝑥4 = 21,
– 0,04𝑥𝑥1– 0,03𝑥𝑥2 + (1– 0,3)𝑥𝑥3– 0,14𝑥𝑥4 = 1,3,
– 0,05𝑥𝑥1– 0,03𝑥𝑥2– 0,04𝑥𝑥3 + (1– 0,2)𝑥𝑥4 = 2,5.

 

 

После решения этой системы с помощью ППП получим следующие 
объемы валового выпуска отраслей в сопоставимых ценах:  

=1x 101,3 тыс. руб.; =2x 46 тыс. руб.; =3x 12 тыс. руб.;  
=4x 11,8 тыс. руб.  
Рассчитанные объемы валовой продукции отраслей обеспечивают 

сбалансированность производства с заданным конечным спросом на 
продукцию отраслей при условии неизменности цен и технологии 
производства в прогнозном периоде по сравнению с отчетным. 

Задача 4.6. Пусть в дополнение к условиям задачи 4.5, предполага-
ется, что в прогнозном периоде конечный спрос на продукцию строи-
тельства должен увеличиться на 30 %, а в других отраслях останется 
неизменным. Определить темпы роста промышленного производства.  

Решение. В задаче известны показатели конечного спроса на про-
дукцию отраслей =1Y 40,3, =2Y 21 · 1,3 = 27,3, =3Y  1,3, =4Y  2,5, а 
также матрица прямых затрат А. После подстановки этих данных в 
базовую прогнозную модель вида (4.15) искомая система балансовых 
уравнений модели примет следующий вид: 
 

⎩
⎨

⎧
(1–0,52)x1– 0,12x2– 0,04x3– 0,02x4= 40,3,

–0,07x1 + (1 – 0,35)x2 – 0,03x3– 0,12x4= 27,3,
–0,04x1 – 0,03x2 + (1 – 0,3)x3 – 0,14x4= 1,3,
–0,05x1– 0,03x2 – 0,04x3 + (1 – 0,2)x4 = 2,5.
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Решая эту систему уравнений с помощью ППП, находим следую-
щие объемы валовых выпусков в отраслях: x1 = 104,2 тыс. руб.;  
x2 = 56,1 тыс. руб.; x3 = 12,7 тыс. руб.; x4 = 12,4 тыс. руб. Сравнивая рас-
считанный валовой выпуск промышленности (x1 = 104,2 тыс. руб.) с 
полученным в задаче 4.5 (x1 = 101, 3 тыс. руб.), можно определить 
ожидаемый темп прироста объемов производства промышленной про-

дукции: 104 2 1 100 %
101 3

,
,

  − ⋅  
  

= 2,9 %. 

Таким образом, увеличение спроса на строительную продукцию на 
30 % должно привести к росту промышленного производства на 2,9 %.  

Задача 4.7. Предположим, что в следующем прогнозном периоде в 
результате ухудшения условий хозяйствования ожидается увеличение 
материалоемкости валового выпуска промышленности на 20 %, при 
этом конечный спрос на продукцию всех отраслей остается неизмен-
ным (т. е. соответствующим условиям задачи 4.5). Определить темп 
роста валового выпуска.  

Решение. Предположим дополнительно, что пропорционально уве-
личению материалоемкости промышленности изменятся и технологи-
ческие коэффициенты ai1, характеризующие ее структуру, т. е. будем 
считать, что три первых элемента первого столбца матрицы прямых 
затрат увеличатся на 20 %. В этом случае матрица А будет иметь такой 
вид: 

.

2,004,003,005,0
14,03,003,02,104,0
12,003,035,02,107,0
2,004,012,02,152,0



















⋅
⋅
⋅

=A  

Тогда для заданных условий систему уравнений модели МОБ за-
пишем в следующем виде:  

 

⎩
⎨

⎧
(1– 0,624)x1–0,12x2– 0,04x3 – 0,02x4= 40,3,

–0,084x1+(1 – 0,35)x2 – 0,03x3 – 0,12x4= 27,3,
–0,048x1 – 0,03x2+ (1 – 0,3)x 3– 0,14x4 = 1,3,
–0,05x1– 0,03x2 – 0,04x3 + (1 – 0,2)x4 = 2,5.

 

 

После решения этой системы уравнений с помощью ППП получим 
валовые выпуски отраслей в сопоставимых ценах: x1 = 133,4 тыс. руб.; 
x2 = 52,9 тыс. руб.; x3 = 16,1 тыс. руб.; x4 = 14,3 тыс. руб. Общий объем 
валового выпуска составит 216,7 (133,4 + 2,9 + 16,1 + 14,3) тыс. руб. 
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Сравнение его с валовым выпуском, рассчитанным в задаче 5 
(171,1 тыс. руб.), показывает, что увеличение материалоемкости пер-
вой отрасли на 20 % при неизменном конечном спросе на продукцию 
всех отраслей влечет за собой рост общего объема валового выпуска 
на 26,7 % 









⋅− 100)1

1,171
7,216( . С экономической точки зрения интерес-

ным представляется качественная сторона сравниваемых результатов: 
при неизменном ВВП рост валового выпуска достигается за счет уве-
личения промежуточного потребления в результате роста материало-
емкости. Это подтверждает экономический вывод о том, что рост ва-
лового выпуска не может рассматриваться как целевой ориентир эко-
номики, поскольку он может обеспечиваться как положительными, так 
и отрицательными сдвигами в экономике. 

Задача 4.8. Определить ВВП при условии, что валовые выпуски 
отраслей в прогнозном периоде составят соответственно 102; 57; 15 и 
20 тыс. руб.  

Решение. В задаче известны показатели валового выпуска отраслей 
x1 = 102, x2 = 57, x3 = 15, x4 = 20, а также матрица прямых затрат А. Под-
ставляя эти данные в базовую прогнозную модель вида (4.15), получа-
ем следующую систему балансовых уравнений модели: 

 

⎩
⎨

⎧
(1–  0,52) ∙ 102–  0,12 ∙ 52– 0,04 ∙ 15– 0,02 ∙ 20 =  𝑌𝑌1,

– 0,07 ∙ 102 + (1– 0,35) ∙ 52– 0,03 ∙ 15– 0,12 ∙ 20 =  𝑌𝑌2,
– 0,04 ∙ 102– 0,03 ∙ 52 + (1– 0,3) ∙ 15– 0,14 ∙ 20 = 𝑌𝑌3,
– 0,05 ∙ 102– 0,03 ∙  52– 0,04 ∙ 15 + (1– 0,2) ∙  20 = 𝑌𝑌4.

 

 

Методом прямого счета нетрудно определить конечное использо-
вание продукции всех отраслей: Y1 = 37,5тыс. руб.; Y2 = 27,1 тыс. руб.; 
Y3 = 1,9 тыс. руб.; Y4 = 8,6 тыс. руб. Тогда ВВП можно определить как 
сумму поставок всех отраслей для целей конечного использования:  
Y1 + Y2 + Y3 + Y4 = 75,1 тыс. руб. 

Задача 4.9. Допустим, что валовой выпуск отраслей в прогнозном 
периоде составит, как и в предыдущей задаче, соответственно 102; 57; 
15 и 20 тыс. руб. Вместе с тем предположим, что в этом периоде в ре-
зультате технологического обновления промышленности ожидается 
снижение материалоемкости ее производства на 20 %. Определить 
прогнозный объем ВВП. 

Решение. Как и в задаче 4.7, будем считать, что технологические 
коэффициенты ai1, характеризующие структуру материалоемкости 
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промышленности, будут изменяться в той же пропорции, т. е. три пер-
вых элемента первого столбца матрицы прямых затрат уменьшатся на 
20 %. Условиям этой задачи будет соответствовать такая матрица А:  

 

.

2,004,003,005,0
14,03,003,08,004,0
12,003,035,08,007,0
2,004,012,08,052,0



















⋅
⋅
⋅

=A  

Тогда система балансовых уравнений модели МОБ запишется в та-
ком виде:  

⎩
⎨

⎧
(1 – 0,42)∙102 – 0,12∙52 – 0,04∙15 – 0,02∙20 = Y1,

–0,056∙102 + (1 – 0,35)∙52 – 0,03∙15 – 0,12∙20 = Y2,
–0,032∙102 – 0,03∙52 + (1–0,3)∙15 – 0,14∙20 = Y3,
–0,05∙102 – 0,03∙ 52 – 0,04∙15 + (1– 0,2)∙ 20 =Y4.

 

 

Методом прямого счета нетрудно определить конечное использо-
вание продукции отраслей:Y1 = 47,7 тыс. руб., Y2 = 28,5 тыс. руб., 
Y3 = 2,7 тыс. руб., Y4 = 8,6 тыс. руб. Общий объем ВВП можно опреде-
лить как сумму поставок всех отраслей для целей конечного использо-
вания: Y1 + Y2 + Y3 + Y4 = 87,5 тыс. руб. 

Таким образом, при заданном валовом выпуске отраслей в услови-
ях технологического обновления промышленности в прогнозном пе-
риоде можно ожидать производство ВВП на сумму 87,5 тыс. руб. 
С экономической точки зрения представляется интересным сравнение 
результатов, полученных в задачах 4.8 и 4.9: при неизменном валовом 
выпуске отраслей за счет снижения материалоемкости можно обеспе-
чить дополнительный рост ВВП. В данном примере снижение матери-
алоемкости промышленности на 20 % позволяет увеличить ВВП на 

16,5 % .100)1
1,75
5,87( 








⋅−  

Задача 4.10. Пусть экономика описывается следующими отрасля-
ми: ресурсопоставляющие, отрасли потребительского комплекса, про-
чие отрасли материального производства, отрасли сферы услуг. Из-
вестно, что объем производства первой отрасли в прогнозном периоде 
составит 40 тыс. руб., конечный спрос на товары второй и третьей от-
раслей – соответственно 20 и 30 тыс. руб., а спрос на услуги прогнози-
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руется в объеме 15 тыс. руб. Требуется найти объем валового выпуска 
и его отраслевую структуру. 

Решение. В задаче известны показатели валового выпуска первой 
отрасли x1 = 40 тыс. руб. и конечный спрос на продукцию отраслей 
Y2 = 20, Y3 =30, Y4 =15, а также матрица прямых затрат А. При подста-
новке этих данных в базовую прогнозную модель (4.15) искомая си-
стема балансовых уравнений модели для заданных условий примет 
следующий вид: 

⎩
⎨

⎧
(1 – 0,52) ∙ 40 – 0,12x2 – 0,04x3 – 0,02x4 = Y1,

–0,07 ∙ 40 + (1 – 0,35)x2 – 0,03x3 – 0,12x4 = 20,
–0,04 ∙ 40 – 0,03x2 + (1 – 0,3)x3 – 0,14x4 = 30,
–0,05 ∙ 40 – 0,03x2 – 0,04x3+ (1 – 0,2)x4 = 15.

 

После приведения подобных система преобразуется к такому виду: 
 

�

Y1 + 0,12x2 + 0,04x3 + 0,02x4= 19,2,
0 ∙ Y1 + 0,65x2 – 0,03x3 – 0,12x4 = 22,8,

0 ∙Y1– 0,03x2+ 0,7x3 – 0,14x4= 31,6,
0 ∙ Y1 – 0,03x2 – 0,04x3+ 0,8x4= 17.

 

 

В качестве неизвестных этой системы выступают переменные Y1, 
х2, х3, х4. После решения приведенной системы уравнений с помощью 
ППП получим: Y1 = 7 тыс. руб.; x2 = 42,2 тыс. руб.; x3 = 52 тыс. руб.; 
x4 = 25,4 тыс. руб. 

Таким образом, для обеспечения требуемого конечного спроса на 
продукцию отраслей при заданном ограничении на производство ре-
сурсов в объеме 40 тыс. руб. необходимо произвести продукции вто-
рой отрасли на 42,2 тыс. руб., третьей – на 52 тыс. руб., четвертой – на 
25,4 тыс. руб. Общий объем валового выпуска составит в данном слу-
чае 159,6 (40 + 42,2 + 52 + 25,4) тыс. руб. 

 
4.2.2. Модели прогнозирования отраслевых цен 

 
В данном пункте будет показано практическое использование базо-

вой модели МОБ вида (4.18) на конкретных экономических задачах, 
связанных с прогнозированием инфляции издержек. Во всех задачах, 
если не оговорено особо, предполагается, что экономика представлена 
тремя отраслями (электроэнергетика, прочие отрасли материального 
производства и сфера услуг), при этом финансовая структура валового 
выпуска описывается показателями, приведенными в табл. 4.7.  
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Таб лица  4.7. Первый и третий квадранты МОБ 
 

Отрасли-производители Отрасли-потребители 
1 2 3 

1 984,4 173,7 59,1 
2 227,1 86,9 136,3 
3 37,9 37,2 48,3 

Потребление основного капитала 75 122 18 
Заработная плата 377,1 351,9 75,4 
Прибыль от реализации  563,5 469,3 173,9 
Косвенные налоги 207,6 0 40 
Субсидии –579,6 0 –14 
Добавленная стоимость 643,6 943,2 293,3 
Валовой выпуск 1893 1241 537 

 
При решении задач предполагается, что в прогнозном периоде ре-

альные объемы валового выпуска во всех отраслях остаются неизмен-
ными.  

Задача 4.11. Рассчитать, какое влияние на динамику отраслевых 
цен окажет повышение заработной платы во всех отраслях на 10 %, 
при условии, что все остальные элементы добавленной стоимости 
останутся неизменными. Определить, как при этом возрастет реальная 
заработная плата.  

Решение. Рост заработной платы инициирует инфляцию издержек, в 
результате которой цены в отраслях возрастут с неизвестными пока тем-
пами, которые обозначим соответственно через p1,p2, p3. В новых ценах 
первый и третий квадранты МОБ будут иметь следующий вид (табл. 4.8). 

 
Таб лица  4.8. Первый и третий квадранты МОБ (для задачи 11) 

 

Отрасли-производители Отрасли-потребители 
1 2 3 

1 984,4 · p1 173,7 · p1 59,1· p1 
2 227,1 · p2 86,9 · p2 136,3 · p2 

3 37,9 · p3 37,2 · p3 48,3 · p3 

Потребление основного капитала 75 122 18 
Заработная плата 377,1 · 1,1 351,9 · 1,1 75,4 · 1,12 
Прибыль от реализации  563,5 469,3 173,9 
Косвенные налоги 207,6 0 40 
Субсидии –579,6 0 –14 
Добавленная стоимость 681,3 978,4 300,8 
Валовой выпуск 1893 · p1 1241 · p2 537 · p3 
 

Тогда систему уравнений, характеризующих стоимостные балансы 
отраслевых валовых выпусков в прогнозном периоде, можно записать 
в следующем виде: 
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�
984,4p1+ 227,1p2+ 37,9p3+ 75 + 414,8 + 563,5 + 207,6 – 579,6 = 1893p1,

173,7p1+ 86,9p2+ 37,2p3+ 122 + 414,8 + 469,3 = 1241p2,
59,1p1+136,3p2+ 48,3p3+ 18 + 82,9 + 173,9 + 40 – 14 = 537p3.

 

 

После приведения подобных получаем систему: 
 

�
908,6p1– 227,1p2– 37,9p3= 681,3,

–173,7p1+ 1154,1p2– 37,2p3= 1006,1,
–59,1p1–136,3p2+ 488,7p3= 300,8.

 

 

Решая приведенную систему с помощью ППП, получаем следую-
щие значения индексов отраслевых цен: p1= 1,06,p2 = 1,07, p3 = 1,04. 

В результате обусловленного таким ростом цен инфляционного 
обесценивания денег реальный темп изменения заработной платы 
должен быть ниже темпа ее номинального роста. Чтобы определить 
повышение реального содержания заработной платы, необходимо 
предварительно рассчитать средний индекс инфляции. Обычно реаль-
ные темпы роста заработной платы рассчитывают посредством дефли-
рования их номинальных темпов, т. е. деления последних на индекс 
потребительских цен (ИПЦ). Поскольку в условии задачи 11 нет дан-
ных для определения ИПЦ, воспользуемся для целей приближенного 
дефлирования другим обобщенным показателем инфляции – дефлято-
ром ВВП. Учитывая, что объем ВВП в нашем примере изменяется 
только за счет изменения цен (объемы производства предполагались 
неизменными), дефлятор ВВП легко рассчитать посредством деления 
прогнозного объема ВВП (т. е. суммы всех отраслевых объемов добав-
ленной стоимости) на его базисный уровень.  

Исходя из условий задачи, находим, что дефлятор ВВП равен  
104,3 % ((681,3 + 978,4 + 300,8) / (643,6 + 943,2 + 293,3)). Разделив но-
минальный темп роста заработной платы на этот индекс, убеждаемся, 
что реальная зарплата в прогнозном периоде должна возрасти на 5,5% 
((1,1 / 1,043 – 1) · 100 %) по сравнению с ее базисным уровнем.  

Полученный на основе формальных математических вычислений 
результат не снимает необходимость содержательного ответа на во-
прос: за счет чего возрастает реальная заработная плата, если реальные 
объемы производства остаются неизменными. Ответ на этот вопрос 
нетрудно найти, если посмотреть, как изменяется реальное содержание 
остальных элементов добавленной стоимости. Поскольку их номи-
нальный объем согласно принятому предположению остается неиз-
менным, в то время как средний уровень цен возрастает на 4,3 %, то их 
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реальное содержание уменьшится до 95,9 % (1 / 1,043 · 100 %) их ба-
зисного уровня. Следовательно, данный пример показывает, что спро-
воцированная повышением заработной платы инфляция издержек по-
рождает в экономике перераспределительный процесс, в результате 
которого реальные доходы населения возрастают за счет уменьшения 
реальных финансовых ресурсов, которыми могут располагать пред-
приятия. 

Задача 4.12. Оценить, к каким инфляционным последствиям для 
экономики приведет удорожание электроэнергии в два раза, если 
предположить, что добавленная стоимость во всех отраслях кроме 
электроэнергетики, останется неизменной. 

Решение. Удорожание электроэнергии спровоцирует инфляцию 
издержек, в результате которой цены во второй и третьей отраслях 
возрастут с неизвестными пока темпами p2и p3. Вместе с тем будем 
считать, что двукратный рост цен в первой отрасли позволит ей повы-
сить добавленную стоимость с темпом q1, который также следует рас-
считать.  

В соответствии с принятыми допущениями и обозначениями в рам-
ках первого и третьего квадрантов МОБ стоимостная структура произ-
водства прогнозного периода будет иметь следующий вид (для про-
стоты полагаем, что все элементы добавленной стоимости изменяются 
с одинаковым темпом) (табл. 4.9). 

 
Таб лица  4.9. Первый и третий квадранты МОБ (для задачи 12) 

 

Отрасли-производители Отрасли-потребители 
1 2 3 

1 984,4·2 173,7·2 59,1·2 
2 227,1·p2 86,9·p2 136,3·p2 

3 37,9·p3 37,2·p3 48,3 · p3 

Потребление основного  
капитала 75·q1 122 18 

Заработная плата 377,1·q1 351,9 75,4 
Прибыль от реализации  563,5· q1 469,3 173,9 
Косвенные налоги 207,6· q1 0 40 
Субсидии –579,6·q1 0 –14 
Добавленная стоимость 643,6·q1 943,2 293,2 
Валовой выпуск 1893 · 2 1241 · p2 537 · p3 
 

Система уравнений балансовой ценовой модели в данном случае 
принимает следующий вид: 

 



 

75 

�
1968,8 + 227,1p2+ 37,9p3+ 75q1+ 377,1q1+ 563,5q1+ 207,6q1– 579,6q1= 3786,

347,4 + 86,9p2+ 37,2p3+ 122 + 351,9 + 469,3=1241p2,
118,2 + 136,3p2+ 48,3p3+ 18 + 75,4 + 173,9 + 40 – 14 = 537p3.

 

 

После приведения подобных система преобразуется к такому виду: 
 

�
227,1p1+ 37,9p3+643,6q1 = 1817,2,

1154,1p2– 37,2p3= 1290,6,
–136,3p2+ 488,7p3= 411,5.

 

В результате решения приведенной системы с помощью ППП по-
лучаем следующие значения неизвестных: p2 = 1,15, p3= 1,16, 
q1 = 2,34. Дефлятор ВВП, позволяющий дать агрегированную оценку 
инфляции, равен 1,46 % ((643,6 · 2,34 + 943,2 + 293,3) / 1880,1). 

В данной задаче инфляция издержек, инициированная удорожани-
ем электроэнергии, также порождает перераспределительный процесс, 
однако в этом случае он имеет межотраслевой характер: перекачивает 
финансовые ресурсы из второй и третьей отраслей в первую. Приве-
денные результаты модельных расчетов позволяют оценить послед-
ствия этого процесса: реальное содержание добавленной стоимости во 
второй и третьей отраслях уменьшилось на 32 % (1 – 1 / 1,46) · 100 %, 
а в первой – возросло на 60 % ((2,34 / 1,46 – 1) · 100 %).  

Следует однако отметить, что в реальной действительности инфля-
ционный перераспределительный процесс на этом не заканчивается. 
Естественное его продолжение будет определяться тем, что предприя-
тия, финансовое положение которых ухудшилось на начальном этапе 
инфляции, будут пытаться улучшить его за счет повышения цен на 
свою продукцию (в нашем примере это предприятия второй и третьей 
отраслей). В первую очередь можно ожидать, что эти предприятия 
начнут повышать стоимость своей продукции с тем, чтобы получить 
дополнительные финансовые ресурсы для увеличения номинальной 
заработной платы, необходимого для сохранения ее реального содер-
жания.  

Наша модель позволяет оценить последствия и такого этапа разви-
тия инфляционного процесса.  

Задача 4.13.Определить, как изменятся цены во второй и третьей от-
раслях, если стоимость продукции первой отрасли возрастет в два раза 
при условии, что предприятия второй и третьей отраслей повысят за-
работную плату своим работникам на 46 %. Определить также индекс 



 

76 

роста добавленной стоимости в первой отрасли и реальные темпы из-
менения заработной платы во всех отраслях. 

Решение. Прогнозная структура производства, соответствующая 
условию данной задачи, имеет следующий вид в рамках первого и тре-
тьего квадрантов МОБ (табл. 4.10). 

 
Таб лица4.10. Первый и третий квадранты МОБ (для задачи 13) 

 

Отрасли-производители Отрасли-потребители 
1 2 3 

1 984,4 · 2 173,7 · 2 59,1 · 2 
2 227,1 · p2 86,9 · p2 136,3 · p2 

3 37,9 · p3 37,2 · p3 48,3 · p3 

Потребление основного  
капитала 75 · q1 122 18 

Заработная плата 377,1 · q1 351,9 · 1,46 75,4 · 1,46 
Прибыль от реализации  563,5 · q1 469,3 173,9 
Косвенные налоги 207,6 · q1 0 40 
Субсидии –579,6 · q1 0 –14 
Добавленная стоимость 643,6 · q1 1105,1 328 
Валовой выпуск 1893 · 2 1241 · p2 537 · p3 
 

Тогда систему балансовых уравнений для прогнозного периода 
можно записать в следующем виде: 

 

�
1968,8 + 227,1p2+ 37,9p3 + 75q1 + 377,1q1 + 563,5q1 + 207,6q1 – 579,6q1 = 3786,

347,4 + 86,9p2+ 37,2p3 + 122 + 513,8 + 469,3 = 1241p2,
118,2 + 136,3p2+ 48,3p3+ 18 + 1101,1 + 173,9 + 40 – 14 = 537p3.

 

 

После приведения подобных система преобразуется к такому виду: 
 

�
227,1p1+ 37,9p3+ 643,6q1 = 1817,2,

1154,1p2 – 37,2p3= 1452,5,
–136,3p2+ 488,7p3= 466,2.

 

 

Решив приведенную систему с помощью ППП, получаем следую-
щие значения неизвестных: p2 = 1,3,p3 = 1,28,q1 = 2,29. 

Агрегированный индекс инфляции (дефлятор ВВП, который в 
дальнейшем будем обозначать через d) в данном случае равен 1,55 % 
((643,6 · 2,29 + 1105,1 + 328) / 1880,1). Тогда реальные темпы роста 
заработной платы будут равны: в первой отрасли – 1,5 % (2,29 / 1,55), 
во второй и третьей отраслях – 0,94 % (1,46 /1,55). 
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Следует обратить внимание на снижение реальной заработной пла-
ты во второй и третьей отраслях на 6 % ((1 – 0,94) · 100 %), хотя, со-
гласно условию задачи 4.13, задавался рост ее номинального уровня. 
Этот пример иллюстрирует действие так называемой инфляционной 
спирали «зарплата – цены». Попытки повысить заработную плату, 
чтобы в условиях инфляции компенсировать работникам потери от 
удорожания потребительской корзины, приводят к усилению инфля-
ции и еще большему удорожанию потребительских товаров, а это в 
дальнейшем требует нового повышения зарплаты. В связи с этим воз-
никает вопрос: можно ли рассчитать, каким должно быть упреждаю-
щее повышение номинальной заработной платы, чтобы в условиях 
инфляции, подстегнутой в том числе и этим повышением, сохранился 
неизменным ее реальный уровень? С помощью нашей ценовой модели 
мы можем утвердительно ответить на данный вопрос. 

Задача 4.14. Рассчитать темпы роста цен во второй и третьей от-
раслях, обусловленные удорожанием электроэнергии в два раза, при 
условии, что в этих отраслях номинальный объем заработной платы 
повысится пропорционально среднему росту цен (что должно обеспе-
чить сохранение реального уровня оплаты труда), а остальные элемен-
ты добавленной стоимости останутся неизменными.  

Решение. Для решения данной задачи введем в модель новую пе-
ременную – дефлятор ВВП, обозначив ее через d. С учетом условия 
задачи и принятых обозначений формируем первый и третий квадран-
ты МОБ для прогнозного периода (табл. 4.11). 

 
Таб лица  4 .11. Первый и третий квадранты таблицы МОБ для задачи 14 

 

Отрасли-производители Отрасли-потребители 
1 2 3 

1 984,4 · 2 173,7 · 2 59,1 · 2 
2 227,1 · p2 86,9 · p2 136,3 · p2 

3 37,9 · p3 37,2 · p3 48,3 · p3 

Потребление основного  
капитала 75 · q1 122 18 

Заработная плата 377,1 · q1 351,9 · d 75,4 · d 
Прибыль от реализации  563,5 · q1 469,3 173,9 
Косвенные налоги 207,6 · q1 0 40 
Субсидии –579,6 · q1 0 –14 

Добавленная стоимость 643,6 · q1 
943,2 +  

+ 351,9·· (d – 1) 
293,3 +  

+ 75,4 · (d – 1) 
Валовой выпуск 1893 · 2 1241 · p2 537 · p3 
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На основе естественных балансов, присутствующих в приведенной 
таблице МОБ, записываем следующую систему уравнений: 

 

�
1968,8 + 227,1p2+ 37,9p3+ 75q1 + 377,1q1 + 563,5q1 + 207,6q1 – 579,6q1 = 3786,

347,4 + 86,9p2+ 37,2p3+ 122 + 351,9d + 469,3 = 1241p2,
118,2 + 136,3p2+ 48,3p3+ 18 + 75,4d + 173,9 + 40 – 14 = 537p3.

 

 

К этой системе балансовых уравнений добавляем еще одно уравне-
ние, которое следует из определения дефлятора ВВП: 

 
643,6q1 + 122 + 351,9d+ 469,3 + 18 + 75,4d+ 173,9 + 40 – 14 = 1880,1d. 
 

После приведения подобных получаем следующую систему из че-
тырех уравнений с четырьмя неизвестными: 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧227,1p1+ 37,9p3+ 643,6q1 = 1817,2,

1154,1p2 – 37,2p3 – 351,9d = 938,7,
–136,3p2+ 488,7p3 – 75,4d = 336,1,

–643,6q1+1452,8d = 809,2.

 

 

Решение полученной системы уравнений позволяет получить сле-
дующие значения неизвестных переменных: p2 =1,33, p3 = 1,3,  
d= 2,28, q1 = 1,57. 

Данная задача иллюстрирует действие более сложного и более интен-
сивного инфляционного перераспределительного процесса, который ор-
ганизует как межотраслевую, так и внутриотраслевую перекачку финан-
совых ресурсов. Когда предприятия в условиях инфляции, порожденной 
удорожанием ресурсов, пытаются сохранить неизменным уровень реаль-
ной заработной платы своих работников, то это еще более усиливает ин-
фляционный процесс и соответственно увеличивает масштабы перерас-
пределения финансовых средств. В задаче 14 интенсивность инфляции (в 
нашем случае индикатором инфляции выступает дефлятор ВВП) оказа-
лась наиболее высокой – 2,28 %, и под воздействием инфляционного 
перераспределительного процесса предприятия второй и третьей отрас-
лей понесли наиболее существенные потери: реальное содержание всех 
элементов добавленной стоимости, кроме заработной платы, уменьши-
лось на 56 % ((1 – 1 / 2,28) · 100 %). Очевидно, что более значительное по 
сравнению с предыдущими примерами ухудшение финансового состоя-
ния предприятий второй и третьей отраслей – это плата за возможность 
сохранения базового уровня реальной заработной платы. 
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В заключение необходимо напомнить, что приведенные модельные 
построения и расчеты достаточно адекватно иллюстрируют экономи-
ческие процессы лишь в предположении неизменности реальных объ-
емов производства во всех отраслях. Но именно при таком допущении 
можно наиболее наглядно видеть роль ценового фактора в распределе-
нии финансовых ресурсов в экономике.  

 
5. МОДЕЛИ АНАЛИЗА ЭФФЕКТИВНОСТИ  

ИНВЕСТИЦИОННЫХ ПРОЕКТОВ 
 

5.1. Дисконтирование денежных потоков инвестиционного 
 проекта 

 
Метод дисконтирования денежных потоков инвестиционного про-

екта является ключевым в современном финансовом анализе [19]. 
Дисконтируются так называемые свободные денежные потоки. Сво-
бодный денежный поток представляет собой разность прибыли и ин-
вестиций в заданном периоде времени, т.е.  

kkk IПC −= ,                                             (5.1) 

где kC – свободный денежный поток в k-м периоде; 

kП  – прибыль в k-м периоде; 

kI  – инвестиции в k-м периоде.  
В большинстве случаев в начальный момент времени точные зна-

чения прибыли и инвестиций в будущем не известны. Поэтому, под 
kП , kI  и kC  подразумеваются ожидаемые значения соответствую-

щих параметров.  
Пусть инвестиционный проект генерирует свободные денежные 

потоки nCCC ,,, 21   в течение n периодов времени. Начальные инве-
стиции в проект равны 0I .  

Вместо того, чтобы инвестировать деньги в инвестиционный про-
ект, инвестор может положить некоторую сумму в банк под процент, с 
целью получить такие же денежные потоки в будущем.  

Начальный капитал (положенный в банк под процент), обеспечи-
вающий последовательность платежей, равных (ожидаемым) свобод-
ным денежным потокам инвестиционного проекта называется текущей 
стоимостью денежных потоков проекта и находится по формуле:  
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где r – эффективная банковская процентная ставка для одного периода 
времени. Таким образом, текущая стоимость проекта представля-
ет собой сумму дисконтированных денежных потоков проекта. 

Процентную ставку, используемую при дисконтировании свобод-
ных денежных потоков инвестиционного проекта, называют ставкой 
дисконтирования свободных денежных потоков инвестиционного про-
екта. 

Пример 5.1. Проект требует 600 д. е. начальных инвестиций. При-
быль составит за первый год 300 д. е. и за второй год – 500 д. е. Опре-
делить, какую сумму требуется положить в банк под 12% годовых, 
чтобы генерировать такие же денежные потоки.  

Решение. Определим текущую стоимость данного проекта. Итак, 
3001 =С д. е., 5002 =С д. е., r = 12 %.  

4541,666
)12,01(

500
12,01

300
)1(1 22

21 =
+

+
+

=
+

+
+

=
r

C
r

CPV д. е. 

То есть, чтобы получить прибыль в размере 300 д. е. через год и 
500 д. е. через два года на банковский депозит под 12 % годовых тре-
буется положить 666,4541 д. е. 

 
5.2. Чистая текущая стоимость инвестиционного проекта 

 
Сравним выгодность вложения денег в инвестиционный проект по 

сравнению с вложениями в банк. Очевидно, что в случае, когда 
начальные инвестиции в проект 0I  меньше, чем текущая стоимость 
свободных денежных потоков инвестиционного проекта (при дискон-
тировании которых использовалась банковская процентная ставка), 
деньги выгоднее вкладывать в проект.  

Чистая текущая стоимость инвестиционного проекта показывает, 
на сколько денег в начальный момент времени нужно вложить меньше 
в инвестиционный проект, чем в банк для того, чтобы обеспечить по-
следовательность платежей, равных свободным денежным потокам 
инвестиционного проекта. Чистую текущую стоимость инвестицион-
ного проекта обозначают через NPV (от английского термина 
netpresentvalue). Итак, в соответствии с приведенным выше определе-
нием:  
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PVINPV +−= 0 .                                      (5.3) 

Очевидно, если NPV > 0 – проект эффективен 
NPV < 0 – проект неэффективен 
NPV = 0 необходимо использовать другие критерии эффективно-

сти. 
Пример 5.2. Требуется найти чистую текущую стоимость инвести-

ционного проекта из примера 5.3.  
Решение. Итак, PV = 666,4541 д. е., I0 = 600 д. е.  

4541,664541,6666000 =+−=+−= PVINPV д. е. 

4541,66=NPV д. е. означает, что начальные инвестиции в проект 
на 66,4541 д. е. меньше, чем банковский начальный капитал, обеспе-
чивающий выплату платежей, равных свободным денежным потокам 
инвестиционного проекта, т. е. 300 д. е. в конце первого года и 500 д. е. 
в конце второго года. 

 
5.3. Внутренняя доходность инвестиционного проекта 

 
Внутренняя доходность инвестиционного проекта – это такая бан-

ковская процентная ставка, при которой банковский начальный капи-
тал, обеспечивающий последовательность платежей, равных (ожидае-
мым) свободным денежным потокам инвестиционного проекта, равен 
начальным инвестициям в проект. Таким образом, внутренняя доход-
ность инвестиционного проекта – это процентная ставка r, при которой 

0
1 )1(

I
r

Cn

k k
k =∑

+=
.                                       (5.4) 

Поскольку ∑
+

+=+−=
=

n

k k
k

r
CIPVINPV

1
00 )1(

, данное выше опреде-

ление внутренней доходности инвестиционного проекта эквивалентно 
следующему: внутренняя доходность инвестиционного проекта – это 
такая ставка дисконтирования свободных денежных потоков инвести-
ционного проекта, при которой чистая текущая стоимость инвестици-
онного проекта равна нулю. 

Внутреннюю доходность инвестиционного проекта обозначают IRR 
(от internalrateofreturn). 
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Пример 5.3. Требуется определить внутреннюю доходность инве-
стиционного проекта из примера 5.1. 

Решение. Итак, 6000 =I д. е., 3001 =C д. е., 5002 =C д. е. Подста-
вим эти значения в уравнение (4). Получим следующее уравнение: 

600
)1(

500
1
300

2 =
+

+
+ rr

. Решив это уравнение, получим: r = 19,64 %. 

IRR = 19,64 % означает, что при годовой эффективной процентной 
ставке 19,64 % банковский начальный капитал 600 д. е., равный 
начальным инвестициям в проект, обеспечит выплату платежей, рав-
ных свободным денежным потокам инвестиционного проекта, т. е. 
300 д. е. в конце первого года и 500 д. е. в конце второго года. 

Показатель рентабельности оценивает относительную доходность 
инвестиционного проекта (доходность на каждую вложенную денеж-
ную единицу). 

.
0I

PVPI =                                            (5.5) 

При PI > 1 – проект эффективен 
PI < 1 проект неэффективен 
PI = 1 необходимо использовать другие методы оценки. 
В отличие от NPV, PI является относительным показателем. Чем 

больше значение этого показателя, тем выше отдача от каждого рубля. 
 

5.4. Влияние инфляции на денежные потоки проекта 
 
Отметим, что при нахождении чистой текущей величины проекта 

также должна учитываться инфляция. А именно, инфляция влияет на 
внутреннюю доходность альтернативных проектов (вспомним, что 
внутренняя доходность альтернативных проектов может использо-
ваться в качестве ставки дисконтирования денежных потоков проекта).  

Номинальная процентная ставка находится с помощью реальной 
процентной ставки и уровня инфляции следующим образом: 

irirr ⋅++= ˆˆ , 

где r – номинальная процентная ставка;  
r̂ – реальная процентная ставка;  
i – индекс инфляции. 
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Эту формулу можно использовать для определения ставки дискон-
тирования свободных денежных потоков проекта. Например, если ре-
альная (т. е. без учета инфляции) доходность альтернативных проектов 
равна 14 %, а годовой уровень инфляции – 20 %, то ставка дисконти-
рования равна % 36,8  или  368,020,014,020,014,0 =⋅++=r . 

Пример 5.4. Инвестор рассматривает проект, требующий началь-
ных инвестиций в размере 250000 у.е. и обещающий следующие объе-
мы прибыли (табл. 5.1). 

 
Таб лица  5.1 Исходные данные примера 5.4 

 
Год 1 2 3 4 5 
Прибыль на конец 
года 80000 120000 100000 100000 60000 

 
До какого уровня инфляции данный проект эффективен? 
Проанализировать данный проект, если внутренняя норма прибыли 

альтернативных проектов с таким же уровнем риска составляет 17 %. 
Решение. 
Рассчитаем текущую доходность проекта: 

2,299
)17,01(

60000
)17,01(

100000
)17,01(

100000
)17,01(

120000
17,01

80000

5

432

=
+

+

+
+

+
+

+
+

+
+

=PV
 

Рассчитаем чистую текущую доходность: 

;0 PVINPV +−=  

.2,492,299250000 =+−=NPV  

Так как 0NPV > , то проект эффективен. Значение NPV показывает, 
что данный проект требует на 49,2 д. е. начальных инвестиций мень-
ше, чем альтернативные проекты, генерирующие такие же денежные 
потоки в будущем. 

 Рассчитаем индекс рентабельности проекта. 

;
0I

PVPI =  

.196,1
250000
299200

==PI  
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Значение индекса рентабельности, большее единицы, также гово-
рит об эффективности проекта. Величина PI = 1,196 показывает отдачу 
на каждый вложенный рубль. 
Оценим внутреннюю доходность проекта. Для этого запишем уравне-
ние чистой текущей доходности: 

5432 )1(
60000

)1(
100000

)1(
100000

)1(
120000

1
80000250000

rrrrr
NPV

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+−=  

Рассчитаем значение чистой текущей доходности при различных 
значениях r. 

 
R 17 % 19 % 21 % 23 % 25 % 27 % 26 % 

NPV 49206 36318 24308 13098 2620 –7187 –2363 
 
Таким образом, внутренняя норма доходности проекта находится 

между 25 % и 26 %. 
Точное значение IRR можно получить, произведя вычисления с по-

мощью ПЭВМ. 

IRR = 25,2 %. 

5. Чтобы рассчитать максимальный уровень инфляции, при кото-
ром NPV>0, используем формулу связи между реальной и номиналь-
ной процентными ставками: 

irirr ⋅++= ˆˆ , 

где r – номинальная процентная ставка;  
r̂ – реальная процентная ставка. 
В нашей задаче норма прибыли альтернативных проектов выступа-

ет в качестве реальной процентной ставки, а внутренняя норма прибы-
ли – в качестве номинальной. 

Отсюда 

r
rri
ˆ1
ˆ

+
−

= , 

07,0
17,01

17,0252,0
=

+
−

=i . 

Итак, проект можно считать эффективным при уровне инфляции до 
7 %. 
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