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ВВЕДЕНИЕ 
 

Математика как наука возникла в связи с необходимостью решения 
практических задач: измерений на местности, навигации и т. д. Вслед-
ствие этого одной из ее проблем было получение числового результата 
той или иной задачи. 

Великие ученые прошлого сочетали в своих исследованиях изуче-
ние явлений природы, получение их математического описания – мо-
дели и ее исследование. Анализ некоторых усложненных моделей по-
требовал создания специальных, как правило, приближенных методов 
решения задач. Названия большинства из них: методы Ньютона, Эйле-
ра, Лобачевского, Гаусса, Чебышева и других свидетельствуют о вкла-
де выдающихся ученых своего времени в формирование математики в 
целом и ее раздела «Численные методы решения задач». 

Сегодня широкое распространение и развитие приближенных ме-
тодов можно связать с математизацией других наук: экономики, хи-
мии, биологии, медицины, планирования, социологии, лингвистики, 
еще недавно казавшихся далекими от математики. Суть математизации 
состоит в построении математических моделей процессов и явлений и 
в разработке методов их исследования. 

Целью дисциплины «Численные методы решения задач» является 
подготовка студентов к применению с помощью ЭВМ вычислитель-
ных алгоритмов решения математических задач, возникающих в про-
цессе математического моделирования.  

 
СПИСОК РЕКОМЕНДУЕМОЙ ЛИТЕРАТУРЫ 

 
1. Бахвалов , Н. С. Численные методы [Электронный ресурс] / Н. С. Бахвалов, 

Н. П. Жидков, Г. М. Кобельков. – Электрон. текстовые данные. – М.: БИНОМ. Лабора-
тория знаний, 2015. – 639 c. – Режим доступа: https://csc-knu.github.io/numerical-
analysis/books/ bahvalov-zhidkov-kobelkov-2015.pdf. 

2. З енк ов , А. В. Численные методы : учеб. пособие / А. В. Зенков. – Екатеринбург: 
Изд-во Урал. ун-та, 2016. – 124 с. 

 
Лекция 1. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ПОГРЕШНОСТЕЙ 

 
1.1. Источники и классификация погрешностей 

 
В ходе решения математических задач могут возникнуть погреш-

ности по различным причинам. 

https://csc-knu.github.io/numerical-analysis/books/%20bahvalov-zhidkov-kobelkov-2015.pdf
https://csc-knu.github.io/numerical-analysis/books/%20bahvalov-zhidkov-kobelkov-2015.pdf


4 

1. При составлении математической модели физического процесса 
или явления приходится принимать условия, упрощающие постановку 
задачи. Поэтому математическая модель не отражает реальный про-
цесс, а дает его идеализированную картину. Погрешность, возникаю-
щая при этом, называется погрешностью постановки задачи. 

2. Часто приходится для решения задачи применять приближенный 
метод (интеграл заменяют квадратурной суммой, производную заме-
няют разностью, функцию – многочленом). Погрешность, возникаю-
щая при этом, называется погрешностью метода. 

3. Часто исходные данные заданы не точно, а приближенно. При 
выполнении вычислений погрешность исходных данных, как правило, 
переходит в погрешность результата. Такая погрешность называется 
погрешностью арифметических действий. 

4. Погрешность, возникающая при округлении бесконечных и ко-
нечных десятичных чисел, имеющих большее число десятичных зна-
ков, чем нужно в округлении, называется погрешностью округления. 

Соответственно различают неустранимую погрешность, погреш-
ность метода, вычислительную погрешность. 

Часто неустранимую погрешность подразделяют на две части: 
• неустранимая погрешность – погрешность, являющаяся след-

ствием неточности задания числовых данных; 
• погрешность математической модели – погрешность, являющу-

юся следствием несоответствия математического описания задачи ре-
альному объекту. 

Проиллюстрируем смысл этих понятий на следую-
щем примере.  

Пусть имеется маятник (рис. 1.1), начинающий 
движение в момент времени t = t0. Требуется предска-
зать угол ϕ отклонения от вертикали в момент времени 
t1. С определенными допущениями в качестве матема-
тической модели можно использовать следующую: 

 
2

2

φ φsin(φ) μ 0⋅ + ⋅ + ⋅ =
d dl g

dtdt
, 

где l – длина маятника;  
µ – коэффициент трения. 
Как только принимается эта модель, ее решение заведомо приобре-

тает неустранимую погрешность, в частности, потому что реальное 
трение зависит от скорости нелинейно. С другой стороны, любой па-

ϕ 

l 

Рис. 1.1 
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раметр, входящий в данную модель при фактическом ее использова-
нии, есть величина приближенная (измеренная с определенной точно-
стью и зависящая от прибора, которым производился замер). 

Название «неустранимая ошибка» соответствует ее существу: она 
неконтролируема в процессе численного решения и может быть 
уменьшена только за счет более точного описания физической задачи 
или более точного определения ее параметров. 

Данное дифференциальное уравнение не имеет точного решения, 
однако может быть решено численно, например методом Рунге – Кут-
ты. Вследствие этого возникнет погрешность метода. 

Вычислительная погрешность может возникнуть, например, из-за 
конечности количества разрядов чисел, участвующих в вычислениях. 

Пусть x – точное значение отыскиваемой величины (в данном слу-
чае – реальный угол отклонения маятника в момент времени t1), а х*– 
ее приближенное значение, соответствующее принятому математиче-
скому описанию, хh – решение задачи, получаемое при реализации 
численного метода в предположении отсутствия округлений, хh

*– при-
ближение к решению задачи, получаемое при реальных вычислениях. 
Согласно введенным обозначениям, можно выделить следующие по-
грешности: 

*
1∆ = −х х  – неустранимая погрешность;  

*
2∆ = −hх х  – погрешность метода; 

*
3∆ = −h hх х  – вычислительная погрешность. 

Тогда полная погрешность результата  
 

*
1 2 3∆ = − = ∆ + ∆ + ∆hх х .                             (1.1) 

 

Во многих случаях под термином «погрешность» понимают не рас-
смотренные выше разности между приближениями, а некоторые меры 
близости между ними: *∆ = −hх х , *

1∆ = −х х , *
2∆ = −hх х , 

*
3∆ = −h hх х . В таком случае обычно оперируют оценкой: 

 

1 2 3∆ ≤ ∆ + ∆ + ∆ .                                      (1.2) 

 

Может возникнуть вопрос: зачем изучать неустранимую погреш-
ность решения задачи, если она все равно будет в процессе решения.  

Исследователь, занимаясь анализом различных факторов на по-
грешность решения и зная требуемую точность искомого результата, 
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практически всегда может получить простейшее описание процесса с 
допустимой погрешностью. Если же исследователь использует уже 
готовую математическую модель, то по величине неустранимой по-
грешности он может судить о необходимой точности метода для ре-
шения поставленной задачи. При решении большинства задач нет 
смысла применять метод решения с погрешностью, существенно 
меньшей, чем величина неустранимой погрешности. Поэтому, имея 
представление о величине неустранимой погрешности, можно разумно 
сформулировать требования к точности результата численного реше-
ния задачи. 

В процессе обсуждения вопроса о точности результата численного 
вычисления полезно ответить на приведенные далее вопросы. 

1. Где в дальнейшем будет использован результат и нужна ли там 
выбранная точность? 

2. Могут ли быть определены с соответствующей точностью пара-
метры, входящие в модель? 

3. Как хорошо подобрана модель для данного процесса? 
4. Какой результат необходимо получить – количественный или ка-

чественный? 
 

1.2. Абсолютная и относительная погрешности.  
Форма записи данных 

 
Разность между точным значением величины х и приближенным х* 

называется погрешностью величины х: 
 

ε = х – х*.                                          (1.3) 
 

Обычно рассматривают абсолютную величину погрешности, кото-
рую измерить невозможно, так как неизвестно точное значение вели-
чины х и поэтому погрешность лишь оценивают по ее максимальному 
(предельному) значению, которое называют абсолютной погрешно-
стью результата и обозначают следующим образом: 

 

х – х*≤ ∆ х; 
–∆ х< х – х*< ∆ х; 

х*– ∆ х ≤ х ≤ х* + ∆ х. 
 

Таким образом, мы имеем только приближенную оценку истинного 
числа х по недостатку х* – ∆х и по избытку х* + ∆х некоторой величи-
ны. Тогда точное значение этой величины можно оценить следующей 
записью: 
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х = х* (± ∆х).                                         (1.4) 
 

Например, запись х = 1,123 ± 0,004 или 1,123 ± 4⋅10–3 означает, что 
точное значение величины находится на отрезке [1,119; 1,127].  

Замечание 1.  Если x* есть приближенное значение числа х, при-
чем предельная абсолютная погрешность Δx равна ε, то говорят, что x* 
есть приближенное значение числа х с точностью до ε. 

Пример 1. Определить абсолютную погрешность числа x = 3,16, 
взятого в качестве приближенного значения числа 10 . 

Известно, что 3,16 < 10  < 3,17. Значит, | 10  – 3,16 | < 0,01. Мож-
но принять за абсолютную погрешность Δx = 0,01. Если же учесть, что 
3,16 < 10  < 3,16228, то получим лучшую оценку: Δx = 0,00228. Заме-
няем это число большим, но более простым по записи, получаем: 
Δx = 0,003. 

Замечание 2. На практике пользуются преимущественно пре-
дельной абсолютной погрешностью. Для краткости речи в тех случаях, 
когда это не вызывает недоразумений, вместо «предельная абсолютная 
погрешность» говорят просто «абсолютная погрешность». 

Замечание 3. Слово «погрешность» употребляется, когда идет 
речь об арифметических действиях над числами. Когда говорят об из-
мерениях, вместо слова «погрешность» употребляют слово «ошибка». 
Обращаем внимание на то, что в обыденной речи под ошибкой пони-
мают неверный результат. В практике вычислений неверный результат 
выражают словом «просчет». 

Абсолютная погрешность недостаточно оценивает величину с точ-
ки зрения ее весомости.  

Например, если измеряется расстояние между двумя городами с 
точностью до одного километра, то такая точность вполне достаточна 
для такого измерения, в то же время при измерении расстояния между 
двумя домами одной улицы такая точность будет недопустимой. Сле-
довательно, точность приближенного значения величины зависит не 
только от величины абсолютной погрешности, но и от значения изме-
ряемой величины. 

Поэтому мерой точности величин служит ее относительная по-
грешность. 

Относительной погрешностью приближенной величины x* называ-
ется отношение 
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*δ
*

∆
= х

х х
. (1.5) 

Иногда относительную погрешность выражают в процентах: 
*δ 100 %
*

∆
= ⋅х

х х
. (1.6)  

Так, например, для значения 100 ± 0,1 относительная погрешность  
0,1δ 100 % 0,1 %
100

= ⋅ =х ,  

а для значения с той же абсолютной погрешностью 0,5 ± 0,1  
0,1δ 100 % 20 %
0,5

= ⋅ =х .  

В этом примере хорошо виден «вес» ошибки в каждом измерении: 
в первом случае это 0,1 %, а во втором – 20 %. 

Пример 2. 10 ≈ 3,16. Полагая Δх = 0,00228, можем принять 

δх = 0,00228 .
3,16

 Производя деление и округляя (обязательно в сторону 

увеличения), получим δх = 0,0008 = 0,08 %. 
Информация о том, что величина х* является приближенной для 

некоторой точной величины х с относительной погрешностью δ(x*), 
записывается в виде * (1 δ( ))= ⋅ ±х х x . 

Например, записи х = 1,123 (1 ± 0,003), х = 1,123 (1 ± 3 ⋅ 10–3), 
х = 1,123 (1 ± 0,3 %) означают, что точная величина х удовлетворяет 
неравенству 1,123 (1 – 0,003) ≤ х ≤ 1,123 (1 + 0,003). 

Учитывая вышесказанное, можно установить связь между абсо-
лютной и относительной погрешностью: 

* *( ) δ( )∆ = ⋅x x x . (1.7) 
Нередко формулы (1.5, 1.7) приходится применять тогда, когда мы 

еще не знаем приближенной величины с требуемой точностью, а знаем 
лишь грубое ее значение.  

Пример 3. Требуется измерить длину предмета с относительной 
погрешностью не выше 0,1 %. Возможно ли измерить длину с нужной 
точностью с помощью штангенциркуля, допускающего при этом абсо-
лютную погрешностью до 0,1 мм?  

Пусть мы еще не измеряли предмет, но знаем, что грубое значение 
длины – около 12 см. Тогда по формуле мы можем найти абсолютную 
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погрешность: ( ) 120 0,001 0,12 мм 0,1мм.∆ = ⋅ = >x  Таким образом, мы 
можем сказать, что с помощью штангенциркуля можно произвести 
измерение с заданной точностью. 

Абсолютную и относительную погрешности обычно записывают в 
виде числа, содержащего одну или две значащие цифры. 

Значащими цифрами числа называются все цифры в его записи, 
начиная с первой слева, отличной от нуля. 

Пример 4. У чисел х *= 0,03045 и х* = 0,03045000 значащими циф-
рами являются подчеркнутые цифры. Число значащих цифр в первом 
случае равно 4, во втором – 7. 

Значащую цифру называют верной, если абсолютная погрешность 
числа не превосходит половины единицы разряда, соответствующей 
этой цифре, иначе она называется сомнительной. 

Пример 5. Рассмотрим приближенное число х* = 0,03045. Если из-
вестно, что его абсолютная погрешность ( ) 0,000003∆ =x , то можем 
сказать, что число х* записано со всеми верными цифрами. В случае 
же, если абсолютная погрешность ( ) 0,0000051∆ =x , можем сказать, 
что в записи числа сомнительной является цифра 5. 

За правило примем следующее.  
1. При десятичной записи приближенной величины следует писать 

только верные цифры. В таком случае по записи числа можно опреде-
лить предельную абсолютную погрешность. 

Пример 6. Даны приближенные числа, записанные только с вер-
ными цифрами: 3,8; 0,0283; 4260. По записи этих чисел можно сказать, 
что погрешности этих чисел равны соответственно 0,05; 0,00005; 0,5.  

2. Если величина записана с некоторым числом десятичных знаков 
после запятой, причем последние десятичные знаки есть нули, являю-
щиеся верными цифрами, то их не следует отбрасывать при записи 
числа. 

Пример 7. Если абсолютная погрешность числа 3,2 равна 0,0005, 
то вместо 3,2 следует писать 3,200. 

3. Если известно, что число точное, то в дробных разрядах его де-
сятичной записи нули справа отбрасываются. 

 
1.3. Представление чисел в ЭВМ. Погрешность округления 

 
Число в ЭВМ может быть представлено двумя формами записи: с 

фиксированной и плавающей запятой. 
С фиксированной запятой называют запись  
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х = ±аn an–1 … a1 a0, a–1 a–2 … a–n = ±an рn + 
+ an–1 рn–1 +…+ a1 p1 + a0 p0 + … + а–1р–1 + а–2р–2 +…+ а–np–n .     (1.8) 

 

Например:  
 

234,305 = 2 ⋅ 102 + 3⋅101 + 4 ⋅ 100 + 3 ⋅ 10–1 + 0 ⋅ 10–2 + 5 ⋅ 10–3. 
 

С плавающей точкой в нормализованном виде число представляет-
ся следующим образом 

х = ± а ⋅ рb, (1.9) 
где 1 ,≤ < ∈Ζа p b ; 

p – основание системы счисления (для десятичной системы р = 10); 
а – мантисса числа х, записывается в форме числа с фиксированной 

запятой; 
b – порядок числа х. 
Например: 234,305 = 2,34305 ⋅ 102. 
Округлением числа х до s разрядов называют запись данного 

числа таким числом хs
*, у которого все разряды начиная с s – 1 нуле-

вые. 
Погрешностью округления называют разностьх – х s

*. 
Способы округления. 
Пусть х = аn an–1 … a1 a0, a–1 a–2 … a–n. 
Первый способ округления.  
 

хs = an an–1 … a0, а–1 … as-n …as+1аs 000. (1.10) 
 

Погрешность в этом случае равна 
 

1 2...0,0 0 ...
− −

∆ = − = ≤
s ss sx x a a p . (1.11) 

 

Второй способ округления. 

*

1, ,
2
1, .
2

 − <= 
 + − ≥ ⋅


s
s s

s
s s

s s

x x x p
х

x p x x p
 (1.12) 

 

В этом случае погрешность не превышает половины округленного 
разряда: 

* 1
2

− ≤ s
sx x p . (1.13) 
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Пусть приближенное число еще и округляется. Очевидно, что на 
погрешность измерения будет накладываться погрешность округления. 
Если ввести обозначения: х – точное число, x* – приближенное, xs* – 
после округления. 

Тогда после округления абсолютная погрешность будет выглядеть 
следующим образом: 

 
* * ** * * *− = − + − ≤ − + −s s sх х x x x x x x x x . (1.14) 

 

Таким образом, абсолютная погрешность числа с учетом его округ-
ления не превосходит суммы погрешности числа х и погрешности 
округления. 

Пример. Округляя приближенное число *x  = 13,73 до десятых, по-
лучим *

1−x  = 13,7. Тогда ∆х = 0,005 + |13,7 – 13,73| = 0,005 + 0,03 = 0,035. 
В округленном числе все цифры верные. Поэтому в окончательном 
ответе мы запишем *x  = 13,7. 

С другой стороны, округляя число *x  = 5,45 до десятых, получим 
*

1−x = 5,5. В данном случае ∆х = 0,005 + 0,05 = 0,055 > 
1
2

 10–1. Верной 

будет только цифра 5, которая и пойдет в ответ. 
 

1.4. Взаимосвязь числа верных цифр в записи числа 
и относительной погрешности 

 
По числу верных десятичных знаков в записи числа можно судить 

об абсолютной погрешности. Можно показать, что этих сведений до-
статочно для того, чтобы судить и об относительной погрешности. 

Пример. Пусть данa приближенная величина *x = 246, записанная 
со всеми верными цифрами, т. е. ∆х* = 0,5. 

Тогда *

0,5 1δ 0,0021
246 2 246

= = =
⋅x

. 

Возьмем число *x = 2,46, ∆х* = 0,005. Получаем 
 

*

0,005 1δ 0,0021
2,46 2 246

= = =
⋅x

. 

 

Вывод. Относительная погрешность приближенного числа опреде-
ляется набором и порядком расположения верных значащих цифр в 
записи числа и не зависит от положения запятой.  
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Правило вычисления относительной погрешности. Пусть в записи 
приближенного числа все цифры верны. Предельную относительную 
погрешность можно принять равной дроби, числитель которой равен 1, 
а знаменатель есть удвоенное целое число, написанное с помощью 
всех значащих цифр данного числа с сохранением порядка их записи. 

Замечание 1. Данным правилом пользуются для промежуточных 
вычислений, так как оно позволяет оценить результат, оставив в нем 
одну сомнительную цифру. 

Замечание 2. Главную роль при вычислении предельной относи-
тельной погрешности по указанному правилу играет первая из знача-
щих цифр, остальные можно заменить нулями. 

На основании замечания 2 можно привести данные о зависимости 
относительной погрешности от числа значащих цифр с учетом первой 
значащей цифры (табл. 1.1).  

 
Таб лица  1.1. Относительная погрешность в зависимости от первой значащей 

цифры и числа верных значащих цифр, % 
 

Число 
верных 

значащих 
цифр 

Первая значащая цифра 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 50 25 17 13 10 9 8 7 6 
2 5 3,0 2 1,3 1,0 0,9 0,8 0,7 0,6 
3 0,5 0,3 0,2 0,13 0,1 0,09 0,08 0,07 0,06 

 
Замечание 3. Если приближенное число написано с плавающей 

запятой, то относительная погрешность определяется набором верных 
значащих цифр в записи числа х. Так, числа 0,24 ⋅ 10–4; 2,4 ⋅ 10–3; 
0,024  ⋅ 10–5 имеют одну и ту же относительную погрешность. 

Отыскание числа значащих цифр по заданной относительной по-
грешности. Можно решить и обратную задачу – отыскание числа зна-
чащих цифр по заданной относительной погрешности. 

Пусть требуется найти приближенное значение некоторой величи-
ны так, чтобы относительная погрешность не превышала значения δ. 

Если никаких других сведений нет, то обычно рассуждают так: по 
правилу вычисления относительной погрешности можем записать 

 

1 δ
2

≤
⋅ х

.  (1.15) 
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Тогда остается подобрать наименьшее количество значащих цифр в 
записи числа, чтобы выполнялось данное неравенство. 

Пример. Найти сторону квадрата, площадь которого S = 32,4 дм2, 
так, чтобы относительная погрешность не превысила 9 %. 

 

39,4 6,276942... .а = =  
 

Округлим полученный результат так, чтобы обеспечить требуемую 
точность. Подберем такое целое число x, чтобы 

 

1 0,09
2

≤
⋅ x

. 
 

Нетрудно заметить, что уже при одной значащей цифре в записи 
числа это неравенство выполняется. Таким образом, сторона квадрата 
будет равна 6 ± 0,3 дм. 

 
1.5. Основные арифметические действия  

над приближенными величинами  
 

При выполнении действий над приближенными числами мы полу-
чаем также приближенное число. Возникает вопрос, как оценить по-
грешности арифметических действий над приближенными числами? 

Сложение и вычитание приближенных чисел. Абсолютная погреш-
ность алгебраической суммы нескольких приближенных величин рав-
на сумме абсолютных погрешностей слагаемых: 

 

* * * *
1 2 1 2±

∆ = ∆ + ∆
x x x x

. (1.16) 
 

Зная абсолютную погрешность суммы и разности приближенных 
величин и грубый результат алгебраического сложения, можно перей-
ти к относительной погрешности результата. 

Пример 1. х1 = 25,74(±0,02); х2 = 96,42(±0,03); х1 + х2 = 
= 122,16(±0,05). 

Пример 2. Записать результат действий u = х1 + х2 + x3 + x4 + x5 +  
x6 + x7 + x8 + x9 с учетом их погрешностей, если х1 = 27,35; х2 =  
= 181,17; x3 = 1,15; x4 = 0,18; x5 = 33,84; x6 = 19,85; x7 = 45,76; x8 = 53,74; 
x9 = 165,61 приближенные числа. 

Вычисляя сумму, получим u = 27,35 + 181,17 + 1,15 + 0,18 + 33,84 + 
+ 19,85 + 45,76 + 53,74 + 165,61 = 528,65. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0,005 0,005 ... 0,005 9 0,005 0,045+ + + + + + + +∆ = + + + = ⋅ =х х х х х х х х х . 



14 

Так как 1 2 3 4 5 6 7 8 9+ + + + + + + +∆х х х х х х х х х = 0,045 < 0,05, то цифра, записанная 
в разряде сотых, – сомнительна, поэтому производим округление до 
десятых: u = 528,7, ∆ =u 11 2 3 4 5 6 7 8 9 −+ + + + + + + +∆ + ∆ =х х х х х х х х х u 0,045 0,05+ =  

0,095= < 0,5. Это означает, что цифра, записанная в разряде десятых с 
учетом округления, сомнительная и результат необходимо округлить 
до единиц. Округляя и учитывая ошибку округления, записываем ре-
зультат только с верными значащими цифрами: u ≈ 529(±0,4).  

Умножение и деление приближенных чисел. Относительная по-
грешность произведения нескольких приближенных величин равна 
сумме относительных погрешностей сомножителей: 

 

* * * *
1 2 1 2

δ δ δ
⋅
= +

x x x x
. (1.17) 

Относительная погрешность частного от деления двух приближен-
ных величин равна сумме относительных погрешностей делимого и 
делителя: 

* * * *
1 2 1 2/

δ δ δ= +
x x x x

. (1.18) 
Зная грубый результат произведения и частного величин и относи-

тельную погрешность результата этих операций, всегда можно оце-
нить абсолютную погрешность результата. 

Пример 3. Найдем относительную погрешность произведения двух 
приближенных чисел: а = 6,32; b = 0,783. 

Из записи чисел определяем ∆а = 0,005, ∆b = 0,0005. Следовательно, 
δа = 0,0008; δb = 0,0007. Это значит, что δаb = δа + δb = 0,0015. 

Пример 4. Найти приближенное значение величины u = 3
π

, если 

3  и π вычислены приближенно с четырьмя верными значащими 
цифрами.  

Итак, 3  ≈ 1,732; π ≈ 3,142. Из записи чисел определяем: 3
δ = 

= 0,0003; δπ = 0,0002. Значит, δu = 0,0005. Пользуясь полученными ре-
зультатами, можем определить, сколько верных цифр будет в десятич-
ной записи искомого числа u. Найдя грубое приближенное значение 
числа u (u ≈ 0,6) и учитывая, что δu = 0,0005, определяем ∆u = 0,0003. 
Это значит, что в записи результата верны три значащие цифры. Про-
изводя деление числа 1,732 на число 3,142 и сохраняя в частном толь-
ко три значащие цифры, получим: 

 

3
π

≈ 0,551. 
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На практике очень часто приходится оценивать погрешность чис-
лового значения величины, полученной в результате вычислений по 
формуле, которая содержит не одно, а несколько действий. В таких 
случаях для оценки погрешности последовательно применяют теоре-
мы о погрешностях. Поясним это на примерах. 

Пример 5. Вычислить u = ⋅
+

a b
c d

, где а = 5,64; b = 7,26; с = 2,33; 

d = 1,64. 
В данной задаче необходимо произвести ряд действий. Согласно 

приведенным выше правилам вычисления погрешностей видно, что 
при сложении легко определяется абсолютная погрешность, а при 
умножении и делении – относительная погрешность. Поэтому при 
оценке погрешности результата необходимо переходить от одного ви-
да погрешности к другому. 

Найдем Δс + d = Δc + Δd = 0,005 + 0,005 = 0,01. Для дальнейших вы-
числений найдем относительную погрешность знаменателя. Грубое 
приближенное значение знаменателя примем равным 4. Тогда  

Δс + d = 
0,01

4
= 0,0025 = 0,25 %.  

Из записи чисел видно, что δа = 0,1 %, δb = 0,08 %. Теперь можем 
найти относительную погрешность результата δu = δа + δb + δc + d = 
= 0,1 % + 0,08 % + 0,25 % = 0,43 %. Найдем грубое приближенное зна-
чение результата: u ≈ 10. Очевидно, что Δu = 0,043. Это значит, что ре-
зультат будет иметь три верных значащих цифры. Производя вычис-
ления и сохраняя лишь три значащие цифры, получим u ≈ 10,3. 

 
1.6. Приближенные вычисления без учета погрешностей 

 
При выполнении арифметических действий над приближенными 

числами в тех случаях, когда не требуется строгого учета точности, 
установлены правила, позволяющие быстро, без громоздких исследо-
ваний определить, как нужно проводить вычисления, чтобы получить 
результат нужной точности. Эти правила не столь точны, как правила 
вычислений со строгим учетом погрешностей, но во многих вычисле-
ниях вполне достаточны. Они называются правилами верных цифр. 
При формулировке этих правил будем считать, что число данных чи-
сел невелико. 

Для того чтобы вычислить алгебраическую сумму приближенных 
слагаемых, нужно: 
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– среди слагаемых выбрать наименее точное (имеет наименьшее 
число разрядов после запятой); 

– все остальные слагаемые округлить, сохраняя один запасной раз-
ряд, следующий за последним разрядом выделенного слагаемого; 

– сложить полученные после округления числа; 
– округлить полученный результат до предпоследнего разряда. 
Пример 1. S = 2,737 + 0,77974 + 27,1 + 0,283 ≈ 2,74 + 0,78 + 27,1 + 

+ 0,28 ≈ 30,90 ≈ 30,9. 
Для того чтобы вычислить произведение (частное) приближенных 

чисел, нужно: 
– выделить сомножитель (делимое/делитель), содержащий 

наименьшее число значащих цифр; 
– округлить остальные сомножители (делимое/делитель), оставляя 

на одну значащую цифру больше, чем в выделенном сомножителе; 
– произвести умножение (деление); 
– округлить полученный результат, сохраняя столько значащих 

цифр, сколько их в выделенном сомножителе (делимом/делителе). 
Пример 2. Р = 3,34 ⋅ 0,7 ⋅ 4,748 = 3,3 ⋅ 0,7 ⋅ 4,7 ≈ 10,857 ≈ 1 ⋅ 101. 
При возведении приближенного значения в квадрат или куб, при 

извлечении квадратного или кубического корня в результате следует 
оставлять столько значащих цифр, сколько их имеет основание. 

Замечание.  Если число является результатом промежуточных 
действий, то следует сохранить в нем на 1 цифру больше, чем в выше-
указанных правилах. 

 
1.7. Прямая задача теории погрешности.  

Погрешность вычисления значения функции одной переменной 
 

В теории приближенных вычислений рассматриваются две основ-
ные задачи: прямая и обратная. 

Постановка прямой задачи теории погрешности. Необходимо 
оценить погрешность результата указанных действий над приближен-
ными числами (например, произвести вычисления по данной форму-
ле), если заданы предельные погрешности этих чисел.  

Прямая задача теории погрешности решается на основании опреде-
ления производной функции одной переменной. Вспомним, что произ-
водная функции определяется по формуле 

 



17 

0
( ) lim ,

∆ →

∆′ =
∆x

ff x
x

 

 

где ∆х – приращение аргумента; 
∆f – приращение функции. 
Пусть х – точное значение аргумента функции, х* = х + ∆х – при-

ближенное его значение, ∆х – абсолютная погрешность аргумента 
функции.  

Тогда под f(x) будем понимать точное значение функции, f(х*) – 
значение функции, вычисленное с погрешностью, ∆f(х) – погрешность 
вычисления функции. 

Из определения производной и теоремы о пределах можно записать  
 

( )∆ ′≈
∆

f f x
х

  (для малых ∆х). 

 

Из последней формулы следует *( ) ( )′∆ ≈ ⋅∆f x f x x  или примени-
тельно к погрешностям без учета знака 

 
*( ) ( )′∆ ≈ ⋅∆f x f x x . (1.19) 

Относительная погрешность функции вычисляется по формуле 
 

δ ∆
=f

f
f

. (1.20) 

 

Приведенные выше формулы дают возможность оценить погреш-
ность значения произвольной функции в ∆ – окрестности некоторой 
точки х из ее области определения. 

На основании данных формул можно вычислить погрешности не-
которых элементарных функций. 

1. Относительная погрешность степенной функции. Пусть 

f(x) = xn. Тогда 1( ) − ⋅′ = ⋅ =
n

n n xf x n x
x

. Абсолютная погрешность вы-

числения степенной функции может быть записана в виде 

( ) ⋅′∆ = ⋅∆ = ⋅∆ = ⋅ ⋅∆
n nn x xf f x x x n x

x x
, а относительную погрешность 

можно вычислить по следующему правилу: 
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δ δ∆ ∆
= = ⋅ ⋅∆ = ⋅ = ⋅

⋅

n

f xn

f x xn x n n
f xx x

. 

 

Таким образом, относительная погрешность степенной функции 
равна произведению степени этой функции на относительную погреш-
ность ее аргумента.  

2. Относительная погрешность логарифмической функции. Пусть 

( )f x log ( )= a x ln( ) ( 0),
ln( )

= >
x x
a

 для нее производная равна 

1( )
ln ( )

′ =
⋅

f x
x a

. Пользуясь формулой, можем записать следующее 

выражение: ∆f ( )′= ⋅∆ =f x x 1 δ
ln( ) ln( )
∆

= ⋅
⋅ x

x
x a a

. Относительная по-

грешность δ
δ

ln( )
= x

f x
. 

Пример. Определить куб числа 2,33. Результат записать только с 
верными цифрами.  

2,333 = 12,6493; 
0,0050,005; δ 0,0022
2,33

∆ = = =xх ;  

δ 0,022 3 0,066 6,6 %= ⋅ = =f , а абсолютная погрешность результата 
3δ 0,066 12,65 0,084∆ = ⋅ = ⋅ =f f x . Таким образом, по определению 

верными цифрами результата являются первые две. Поэтому результат 
запишется в виде 13 ± 0,5. 

Формулы для вычисления погрешностей основных элементарных 
функций приведены в табл. 1.2. 

 
Таб лица  1.2. Правила вычисления основных элементарных формул 

 

Функция Предельная 
абсолютная погрешность 

Предельная  
относительная 
погрешность 

1 2 3 
1. = ny x  1−∆ = ⋅ ⋅∆n

y xn x  δ δ= ⋅y xn  
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О к о н ч а н и е  т а б л. 1.2 
 

1 2 3 
2. = xy а  ln∆ = ⋅ ⋅∆x

y xa a  δ ln= ⋅∆y xa  

3. lg=y x  
δ

lg( ) 0,43429...

∆ = ∆ = ⋅

= =

y x х
M М
x

M e
 δ δ

lg
= ⋅y x

M
x

 

4. sin=y x  cos∆ = ⋅∆y xx  δ ctg= ⋅∆y xx  

5. cos=y x  sin∆ = ⋅∆y xx  δ tg= ⋅∆y xx  

6. tg=y x  
2

1
cos

∆ = ⋅∆y xx
 

2δ
sin 2

= ⋅∆y xx
 

7. ctg=y x  
2

1
sin

∆ = ⋅∆y xx
 

2δ
sin 2

= ⋅∆y xx
 

8. 
arcsin
arccos

=
 =

y x
y x

 
2

1

1
∆ = ⋅∆

−
y x

x
 

2
δ δ

1
= ⋅

−
y x

x
y x

 

9. 
arctg
arcctg

=
 =

y x
y x

 
2

1
1

∆ = ⋅∆
+y xx

 2δ δ
(1 )

= ⋅
+y x
x

y x
 

10. = ⋅y u v  ∆ = ⋅∆ + ⋅∆y v uu v  δ δ δ= +y u v  

11. = ⋅ ⋅y u v w  
∆ = ⋅ ⋅∆ + ⋅ ⋅∆ +

+ ⋅ ⋅∆
y u v

w

v w u w

u v
 δ δ δ δ= + +y u v w  

12. =
uy
v

 
2

⋅ ∆ + ⋅∆
∆ = u v

y

v u
v

 δ δ δ= +y u v  

 
1.8. Обратная задача теории погрешности  

 
Постановка обратной задачи теории погрешности. Необходимо 

установить допустимые погрешности приближенных чисел при вы-
полнении указанных действий, чтобы полученный результат имел 
наперед заданную предельную погрешность. 

Пусть y = f(x1, x2, …, xn) определена и непрерывно-
дифференцируема в области D  и точка ( )1 2, , ..., nX x x x D∈ . 
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Какими должны быть погрешности ε
ix  приближенных величин *

ix  

для аргументов ix , чтобы погрешность результата вычисления функ-
ции не превышала по модулю ε ?

y   
Погрешность вычисления функции, зависящей от нескольких ар-

гументов, связана следующим соотношением: 
 

1
ε ε

=

 ∂
∆ ≤ ≤ ∂ 

∑ 



i

n

x y
i i X

fy
x

, 

 

в котором заведомо известным является погрешность результата – ε
y , 

требуется найти погрешности аргументов – ε
ix . 

В общем случае поставленная задача не имеет решения. Она мо-
жет быть решена только при некоторых допущениях. 

1. Если неизвестна погрешность лишь одного аргумента. Тогда по-
грешность i-го аргумента можно определить по формуле 

 

* *

*

1

1 1
ε ε ε

ε

−

= = +

   ∂ ∂
− −      ∂ ∂   ≤

∂
∂

∑ ∑

j j

i

i n

y x x
j j ij jX X

x

i

f f
x x

f
x

. (1.21) 

 

2. Если погрешности всех аргументов вносят одинаковые доли в 
погрешности функции, т. е. частные дифференциалы равны между 
собой по модулю 

 

*

ε
ε , 1,≤ =

 ∂
 ∂ 



i

y
x

i X

i n
fn
x

. 
(1.22) 

 

3. Если погрешности всех аргументов равны * *
1 2

(ε ε ...= =
x x

 

*ε ε= =
nx

), тогда 

1

ε
ε

=

≤
 ∂
 ∂ 

∑

y

n

i i X

f
x

. 
(1.23) 
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Пример. Требуется вычислить объем конуса по формуле 

V =  21 π
3

R H  так, чтобы относительная погрешность не превышала 

0,1 %. С какой точностью следует измерить радиус основания и высо-
ту, чтобы обеспечить требуемую точность результата? 

Для решения задачи следует знать грубые приближенные значения 
R и H. Пусть R ≈ 30 см; Н ≈ 80 см. Найдем также грубое приближенное 
значение объема: V ≈ 75 400 cм3. На основании правил вычисления 
погрешности арифметических действий приближенных чисел состав-
ляем уравнение δπ + 2δR + δH = 0,001. 

Число π мы можем взять с любой степенью точности, т. е. δπ мож-
но взять сколь угодно малым. Положим пока, π = 3,142, т. е. δπ = 
= 0,00016. Тогда уравнение примет следующий вид: 2δR + δH = 0,00084. 

В этом уравнении два неизвестных: δR и δH. Значит, уравнение 
имеет бесконечное множество решений, задача оказывается неопреде-
ленной. Но мы можем наложить на δR и δH некоторые дополнительные 
условия. Например, мы можем считать, что измерения R и H будут 
проведены при одинаковой точности измерительных инструментов. 

Тогда, можно положить ΔR = ΔH. Так как δR = 
30
∆R , δH = 

80
∆H , то будем 

иметь 19
240

∆R = 0,00084. Отсюда ΔR = ΔH = 0,0106 см = 0,106 мм. Зна-

чит, для получения требуемой точности достаточно произвести изме-
рения R и Н с погрешностью, не превышающей 0,1 мм. 

 
Лекция 2. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 

НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 

2.1. Основные понятия численного решения уравнения 
 

Рассмотрим уравнение 
 

f(x) = 0,                                             (2.1) 
 

где f(x) – некоторая функция, заданная на конечном или бесконечном 
промежутке. 

Всякое значение ξ, обращающее функцию f(x) в нуль, т. е. такое, 
при котором (ξ) 0,=f  называется корнем уравнения (2.1), или нулем 
функции f(x). 
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Методы решения нелинейных уравнений делятся: на прямые и ите-
рационные. 

Прямые методы позволяют записать корни в виде некоторого ко-
нечного соотношения (формулы). Из школьного курса алгебры извест-
ны такие методы для решения тригонометрических, логарифмических, 
показательных, а также простейших алгебраических уравнений. Найти 
аналитическое решение уравнения – значит, определить все его корни. 

Как известно, большинство уравнений не имеют аналитического 
решения. В первую очередь это относится к большинству трансцен-
дентных уравнений. Доказано также, что нет определенного алгорит-
ма, по которому можно было бы решить произвольное алгебраическое 
уравнение выше четвертой степени. Кроме того, в некоторых случаях 
уравнение содержит коэффициенты, известные лишь приблизительно, 
и, следовательно, сама задача о точном определении корней уравнения 
теряет смысл. Для их решения используются итерационные (прибли-
женные с заданной степенью точности) методы. 

Пусть в уравнении (2.1): 
1) функция f(x) непрерывна на отрезке [a; b] вместе со своими про-

изводными 1-го и 2-го порядка; 
2) значения f(x) на концах отрезка имеют разные знаки (f(a)⋅f(b)<0); 
3) первая и вторая производные f′(x) и f″(x) сохраняют определен-

ный знак на всем отрезке. 
Первые два условия гарантируют то, что внутри отрезка [a; b] 

находится хотя бы один корень, а из третьего следует, что f(x) на дан-
ном интервале монотонна и поэтому корень будет единственным. 

Решая уравнения итерационны-
ми методами, как правило, пользу-
ются геометрическим смыслом кор-
ня уравнения.  

Графически корень уравнения 
есть абсцисса пересечения графика 
функции y = f(x) с осью Ох (рис. 
2.1). Это значит, что хотя бы один 
корень находится в интервале, на 

котором функция f(x) меняет знак на противоположный. 
Задача нахождения корня уравнения f(x) = 0 приближенными мето-

дами состоит из двух этапов:  
1) отделение (локализация) корня – нахождение отрезка, на кото-

ром содержится единственный корень; 

 
y = f(x) 

x2 x1 x  

y 

Рис. 2.1. Геометрический смысл 
корня уравнения 
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2) уточнение корня – нахождение его с заданной степенью точно-
сти. 

Обычно отделение корня производят аналитическим или графиче-
ским способами.  

При отделении корня аналитическим способом целесообразно 
уравнение привести к виду (2.1) и протабулировать функцию, стоя-
щую в левой его части на некотором заведомо большом отрезке число-
вой прямой или области определения. Корни будут на тех интервалах, 
на концах которых функция имеет значения, различные по знаку.  

Пример. Рассмотрим уравнение x3 – 6х + 2 = 0. Уравнение имеет 
вид (2.1), поэтому соответствующей функцией будет являться 
f(x) = x3 – 6х + 2.  

Функция определена на всей числовой прямой. Протабулировав ее 
на заданном интервале, определяем, что уравнение имеет три действи-
тельных корня, лежащих в интервалах [–3; –1], [0; 1] и [1; 3]. 

К сожалению, четких рекомендаций по выбору интервала, содер-
жащего единственный корень, не существует. И в этом не последнюю 
роль играет интуиция и опыт исследователя. 

В инженерной практике зачастую прибегают к графическому спо-
собу отделения корней. Принимая во внимание, что действительные 
корни уравнения (2.1) – это точки пересечения графика функции f(x) 
с осью абсцисс, достаточно построить график функции f(x) и отметить 
на оси Ох отрезки, содержащие по одному корню. 

Второй этап решения уравнения состоит в последовательном уточ-
нении начального приближения х0. Каждый такой шаг называется 
итерацией. В результате итераций находится последовательность при-
ближенных значений корня x0, x1, ..., xn. Если эти значения с увеличе-
нием числа итераций n приближаются к истинному значению корня, то 
говорят, что итерационный процесс сходится. 

 
2.2. Уточнение корня по методу половинного деления (бисекции) 

 
Предположим, что корень уравнения f(x) = 0 отделен на отрезке  

[а; b] и его необходимо уточнить с погрешностью, не превосходя-
щей ε. Для этого данный отрезок точкой x0 разобьем пополам на 2 от-
резка [a; x0] и [x0; b], (рис. 2.2): 

 

0 2
+

=
a bx . (2.2) 
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Для дальнейшего исследования 
выберем тот отрезок, на концах кото-
рого функция f(x) принимает значения, 
различные по знаку. С математиче-
ской точки зрения это означает, что 
произведение значений функции на 
концах этого интервала меньше нуля. 

Предположим, что это отрезок 
[а; x0], т. е. f(a) ⋅ f(x0) < 0. Отрезок [а; x0] точкой x1 делим пополам. По-
лучим отрезки [а; x1] и [x1; x0], из которых выберем тот, на концах ко-
торого функция меняет знак на противоположный. Данный процесс 
будем продолжать до тех пор, пока разность значений концов выбран-
ного отрезка по модулю станет меньше ε. Тогда за корень с заданной 
точностью выбирают любое число из последнего отрезка. Обычно это 
середина последнего отрезка. 

Приведенный метод является универсальным для решения любого 
уравнения. Метод прост, надежен и всегда сходится. Однако скорость 
приближения к корню значительно меньшая по сравнению с некото-
рыми другими методами.  

При реализации этого метода в электронных таблицах удобно де-
лить отрезок не пополам, а на n равных частей. Это позволяет уже на 
первом итерационном шаге сузить интервал поиска решения в n раз. 

Предложим варианты решения задачи в Excel и MathCAD. 
Пример. Найти корень уравнения  

cos( ) 1
12 24

− =
xx  

с погрешностью, не превосходящей ε = 0,0001. 
Решение.  
1. Реализуем метод половинного деления в Excel. Для этого преоб-

разуем исходное уравнение к виду (2.1). Получим уравнение 
cos( ) 1 0

12 24
− − =

xx . Исследуем функцию 
cos( ) 1( )

12 24
= − −

xf x x .    

Данная функция определена на интервале [0; ∞). Для отделения 
корня выберем заведомо большой отрезок из области определения, 
например [0; 100]. Протабулируем исследуемую функцию на выбран-
ном отрезке. Для упрощения метода разобьем отрезок на 10 равных 
частей. Макет таблицы и результаты табулирования показаны на 
рис. 2.3 и 2.4. 

y=f(x) 

x0 

a x 

y 

Рис. 2.2. Графическая интерпретация 
метода бисекции 

 

b 

x1 x2 
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Так как функция меняет знак с «–» на «+» на интервале [0; 10], то 
можно сделать вывод, что этот интервал содержит хотя бы один ко-
рень.  

Тогда дальнейший процесс уточнения корня сведется к следующей 
процедуре. Заменяем значение начала интервала а, стоящее в ячейке 
С2, на значение начала найденного интервала, а значение конца интер-
вала b в ячейке D2 – на соответствующее значение найденного конца 
интервала, т. е. 10 (рис. 2.5).  

Заметим, что при этом пересчет таблицы происходит автоматиче-
ски. Процедуру повторяем до тех пор (рис. 2.6–2.9), пока выбранный 
шаг не станет меньше либо равен заданной погрешности ε. 

Рис. 2.4. Результаты табулирования функции 

Рис. 2.3. Макет расчетной таблицы по методу половинного деления 
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В качестве корня возьмем середину последнего найденного интер-
вала. В процессе вычислений проследим, чтобы после каждого итера-
ционного шага в столбце значений функции расчетной таблицы был 
переход знака. 

Рис. 2.6. Вторая итерация Рис. 2.7. Третья итерация 

Рис. 2.8. Четвертая итерация Рис. 2.9. Пятая итерация 

1 0,1 

0,02 0,0010,01 0,015 

Рис. 2.5. Первая итерация 

10 
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Для рассматриваемого примера после пяти итерационных шагов 
замечаем, что нужная точность достигнута. Можно утверждать, что 
корень находится на интервале [0,0156; 0,0157], а значит, в качестве 

корня можно взять ξ = 
0,0156 0,0157 0,01565

2
+

= . 

2. Вариант реализации метода деления отрезка пополам в MathCAD 
показан на рис. 2.10. 

 

 
2.3. Уточнение корня по методу хорд 

 
Метод хорд, как и рассмотренный метод бисекции, требует апри-

орного знания интервала [a; b], такого, при котором f(a) ⋅ f(b) < 0.  
В данном методе процесс итераций состоит в том, что в качестве 

приближений к корню уравнения (2.1) принимаются значения х1, 
х2, ..., хn точек пересечения хорды АВ с осью абсцисс (рис. 2.11). Точку 

Рис. 2.10. Решение уравнения методом половинного деления в MathCAD 
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пересечения нетрудно вычислить. Действительно уравнение хорды AB 
будет иметь вид 

 

( )
( ) ( )
− −

=
− −

y f a x a
f b f a b a

.                                     (2.3) 
 

Для точки пересечения хорды AB с осью абсцисс (х = х1, y = 0) по-
лучим уравнение 

 

( )1
( )

( ) ( )
= − −

−
f ax a b a

f b f a
.                               (2.4) 

 

Пусть для определенности 
f″(x ) > 0 при а ≤ х ≤ b (случай 
f″(x) < 0 сводится к нашему, если 
записать уравнение в виде – f(x) = 0). 
Это означает, что кривая у = f(x) 
будет вогнута и, следовательно, 
расположена ниже своей хорды АВ. 
Возможны два случая: 1) f(а) < 0, а 
значит f(b) > 0 и 2) f(a) > 0, f(b) < 0. 

В первом случае неподвижен 
конец b, а последовательные при-
ближения при x0 = а вычисляются 
по формуле 

 

( )1
( )

( ) ( )+ = − −
−i i

i

f bx b b x
f b f x

, ( )0, 1, 2, ...=i  
 

(2.5) 
 

и образуют ограниченную монотонно возрастающую последователь-
ность, причем 

0 1 1 ξ .+< < < < < < < i ix x x x b  
 

Во втором случае конец а неподвижен и последовательные при-
ближения при x0  =  b находятся как  

 

( )1
( )

,
( ) ( )+ = − −

−
i

i i i
i

f x
x x x a

f x f a
    ( )0, 1, 2, ...=i  

 
(2.6) 

и образуют ограниченную монотонно убывающую последователь-
ность, причем 

1 1 0ξ .+< < < < < < < i ia x x x x  
Обобщая эти результаты, заключаем:  

 

 
    

 

 

y 

Рис. 2.11. Графическая интерпретация  

y=f(x) 

x1 

a x b 

x2 x3 

A 

B 
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1) в качестве неподвижного следует выбрать тот конец, для которо-
го знак функции f(х) совпадает со знаком ее второй производной f″(х); 

2) последовательные приближения xn лежат по ту сторону корня ξ, 
где функция f(х) имеет знак, противоположный знаку ее второй произ-
водной f″(х). 

Итерационный процесс продолжается до тех пор, пока не будет об-
наружено, что 

 

xi+1 – xi< ε, (2.7) 
 

где ε – заданная предельная абсолютная погрешность. 
При реализации данного метода обычно на практике пользуются 

исходной формулой, фиксируя один и варьируя другим концом лока-
лизованного отрезка. Причем варьируется тот конец отрезка, в кото-
ром значение функции по знаку совпадает со значением функции в 
точках приближения к корню. 

Представим на примере варианты организации ручного счета по 
методу хорд в Excel и MathCAD. 

Пример. Найти положительный корень уравнения 
 

x3 – 0,2x2 – 0,2х – 1,2 = 0 
 

с погрешностью, не превышающей ε = 0,001. 
Решение.  
1. Реализация метода хорд в Excel при ручном счете. 
Прежде всего, отделяем корень. Так как  
 

f(1) = – 0,6 < 0 и f(2) = 5,6 > 0, 
 

то искомый корень ξ лежит внутри отрезка [1; 2]. Полученный отрезок 
велик, поэтому разделим его пополам. Так как  
 

f (1,5) = 1,425 > 0, то 1< ξ < 1,5. 
 

Так как f ″(x) = 6 x – 0,4 > 0 при 1 < х < 1,5 и f(1,5) > 0, то воспользу-
емся формулой (2.6) для решения поставленной задачи. Проделаем 
первый итерационный шаг. Реализация его в Excel показана на 
рис. 2.12 и 2.13. 

1
0,61 (1,5 1)

1,425 0,6
−

= − −
+

x = 1,148;  

x1 – x0  = 0,148 > ε;     
f(х1) = – 0,17974. 
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Так как число – 0,1471, стоящее в ячейке контроля, по абсолютной 
величине превышает заданную погрешность, продолжаем вычисления 
и делаем второй итерационный шаг (рис. 2.14). Мы определились с 
расчетной формулой, для которой зафиксировано значение конечной 
точки выбранного интервала, поэтому при следующих итерационных 
шагах нам достаточно изменять начальное значение интервала на зна-
чение, полученное в ячейке В4, а контроль вести по текущей погреш-
ности, находящейся в ячейке F3.  

 

2
0,179741,148 (1,5 1,148)

1,425 0,17974
= + −

+
x = 1,188;  

x2 – x1  = 0,0394 > ε ;  
f (х2) = – 0,04477. 

 
 

Так как погрешность еще велика, делаем третий итерационный шаг 
(рис. 2.15).  

3
0,044771,188 (1,5 1,188)

1,425 0,04477
= + −

+
x = 1,197;  

 

Рис. 2.12. Макет расчетной таблицы метода хорд 

Рис. 2.13. Результаты первого итерационного шага 

Рис. 2.14. Результаты второго итерационного шага 
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x3 – x2  = 0,0095 < ε ; 
f (х3) = – 0,01062. 

 
Поступая аналогично, на еще двух итерационных шагах приходим 

к результату решения задачи. 
После пяти итерационных шагов (рис. 2.16) можно принять ξ = 1,20 

с погрешностью ε = 0,001. Заметим, что точный корень уравнения ра-
вен ξ = 1,2. 

 

 

2. Реализация метода хорд в Excel в автоматическом режиме. 
Приведенный выше алгоритм может быть усовершенствован с 

учетом возможностей Excel. Для этого достаточно на листе Excel 
оформить задачу так, как показано на рис. 2.12, и проделать первый 
итерационный шаг. Затем в меню Сервис выбрать команду Парамет-
ры и вкладку Вычисления. Установить флажок Итерации. В поле 
Предельное число итераций ввести количество итераций при обра-
ботке формул, а в поле Относительная погрешность ввести задан-
ную погрешность вычислений. В ячейке В2 сделать циклическую 
ссылку =B4 и нажать ввод. При этом Excel самостоятельно проделает 
необходимое число итерационных шагов по формуле, занесенной в 
ячейку В4, закончив вычисления при достижении указанной точно-
сти ε.  

3. Реализация метода хорд в MathCAD показана на рис. 2.17. 
Для этого проделаем следующие действия:  
1) графическим способом отделим корень уравнения; 

Рис. 2.15. Результаты третьего итерационного шага 

Рис. 2.16. Результаты четвертого и пятого итерационных шагов 
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Рис. 2.17. Решение уравнения методом хорд в MathCAD 

2) создадим функцию methord(f, a, b, ε), реализующую приведен-
ный алгоритм;  

3) вычислим данную функцию при заданных параметрах: f – исход-
ная функция, а = 1 – начало отрезка локализации корня, b = 1,5 – ко-
нечная точка отрезка локализации, ε = 10–3 – точность вычислений.   

Результатом вычислений будет вектор, состоящий из двух элемен-
тов, первым из которых будет сам корень, второй – число проведенных 
итераций. 

 

2.4. Уточнение корня по методу касательных (методу Ньютона) 
 
Отличие этого итерационного метода от предыдущего состоит в 

том, что вместо хорды на каждом шаге проводится касательная к кри-
вой y = f(x) при x = хi и ищется точка пересечения касательной с осью 
абсцисс (рис. 2.18). При этом не обязательно задавать отрезок [а; b], 
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содержащий корень уравнения (2.1), 
достаточно найти лишь некоторое 
начальное приближение корня x = х0.  

Применяя метод Ньютона, следу-
ет руководствоваться следующим 
правилом: в качестве исходной точки 
х0 выбирается тот конец интервала 
[а; b], которому отвечает ордината 
того же знака, что и знак f″(х). 

Уравнение касательной, проведен-
ной к кривой y = f(x) через точку В0 
с координатами х0 и f(х0), имеет вид 

 

0 0 0( ) ( )( ).′− = −y f x f x x x  (2.8) 
 

Отсюда найдем следующее приближение корня х1 как абсциссу 
точки пересечения касательной с осью Ох (y = 0): 

 

0
1 0

0

( )
.

( )
= −

′
f x

x x
f x

 
 

Аналогично могут быть найдены и следующие приближения как 
точки пресечения с осью абсцисс касательных, проведенных в точках 
В1, В2 и т. д. Формула для i + 1 приближения имеет следующий вид: 

 

1
( )

.
( )+ = −
′

i
i i

i

f x
x x

f x
 (2.9) 

 

Для окончания итерационного процесса может быть использовано 
или условие f(xi)< ε, или условие близости двух последовательных 
приближений xi + 1 – xi< ε (i = 0, 1, …, n). 

Итерационный процесс сходится, если  
 

f(х0) ⋅ f″(х0) > 0. (2.10) 
 

Покажем реализацию метода Ньютона в Excel на примере, рас-
смотренном выше. Для этого оформим лист электронной таблицы так, 
как это показано на рис. 2.19.  

 

 
 
 
 
 

 
    

 
         

Рис. 2.19. Макет расчетной таблицы метода Ньютона 

 
y 

Рис. 2.18. Графическая  
интерпретация метода Ньютона 

y=f(x) 

x0 

x x1 

x2 

В0 

В1 
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На рис. 2.20 показаны результаты первого итерационного шага. 
 

В меню Сервис выберем команду Параметры и вкладку Вычис-
ления. Появившееся окно оформим по образцу, показанному на 
рис. 2.21.  

 

Циклический процесс вычисления стартует, когда в расчетной таб-
лице появится перекрестная ссылка. Для этого в ячейку В2 необходи-
мо внести формулу =В3. Данная команда послужит началом итераци-
онного процесса. Окончательный вид расчетной таблицы показан на 
рис. 2.22. 

Рис. 2.20. Результаты первого итерационного шага по методу Ньютона 

Рис. 2.21. Вид окна Параметры 

, 

Рис. 2.22. Результаты итерационного процесса по методу Ньютона 
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Рис. 2.23. Вариант решения уравнения методом Ньютона в MathCAD 

, 

Таким образом, корнем уравнения с заданной точностью являет-
ся 1,2. 

Главным недостатком этого метода является то, что при опреде-
ленных условиях он не обеспечивает сходимость. В частности, это 
может произойти, когда при промежуточных вычислениях производ-
ная функции примет значение, близкое к нулю. 

Итерационный процесс по методу Ньютона в MathCAD можно ор-
ганизовать с помощью функции until(X, Y), которая производит одно-
типные вычисления по формуле Y, до тех пор, пока заданное выраже-
ние Х принимает неотрицательные значения. 

Пример. Решить уравнение 4 0− + =xx e  с точностью ε = 10–5. 
Решение примера в MathCAD показано на рис. 2.23.  
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2.5. Уточнение корня методом  
простой итерации (последовательных приближений) 

 
Для использования метода итерации исходное нелинейное уравне-

ние f(х) = 0 заменяется равносильным уравнением: 
x = ϕ(x). (2.11) 

Пусть известно начальное приближение корня х = х0. Подставляя 
это значение в правую часть уравнения (2.11), получим новое прибли-
жение: 

х1 = ϕ(х0).  
Далее, подставляя каждый раз новое значение корня в уравнение 

(2.11), получаем последовательность значений: 
 

1 φ ( ), ( 0, 1, ).+ = = i ix x i         (2.12) 
 

Геометрически метод итерации 
может быть пояснен следующим 
образом. Построим на плоскости 
хОу графики функций у = х и 
у = ϕ(х) (рис. 2.24). Каждый дей-
ствительный корень ξ уравнения 
(2.12) является абсциссой точки 
пересечения кривой у = ϕ(х) с пря-
мой у = х. 

Отправляясь от некоторой точки А0(x0, ϕ(x0)), строим ломаную 
А0В1А1В2А2, звенья которой попеременно параллельны оси Ох и оси Оу, 
вершины А0, А1, А2 лежат на кривой у = ϕ(х), а вершины В1, В2, В3 – на 
прямой у = х. Общие абсциссы точек А1 и В1, А2 и В2, очевидно, пред-
ставляют собой соответственно последовательные приближения х1, 
х2, ... корня ξ. 

Метод итераций 1 φ( ), ( 0, 1, )+ = = i ix x i сходится при выполнении 

условия φ ( )′ x <1 на выбранном отрезке [a; b] и не зависит от началь-
ного приближения х0 ∈ [a; b]. При этом предельное значение 
ξ lim  

→∞
=

n
nx  является единственным корнем уравнения х = ϕ(х) на от-

резке [a; b]. 
Пример. Решить уравнение x3 – x – 1 = 0 с погрешностью, не пре-

вышающей ε = 10–3, если известно, что корень отделен на отрезке 
ξ∈ [1; 2]. 

 

y 

Рис. 2.24. Графическая интерпрета-
ция метода простой итерации 

y = 
ϕ(x) 

x x0 

y = x 

В1 

x1 x2 

В2 

x3 ξ 

В3 

А0 

А1 

А2 
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Рис. 2.26. Результаты вычислений 
по методу простых итераций 

Решение.  
Уравнение можно записать в виде х = х3–1. Здесь ϕ(х) = х3 – 1, сле-

довательно ϕ′(х) = 3х2. Нетрудно заметить, что ϕ′(х) ≥ 3 при 1 ≤ х ≤ 2, а 
значит, условия сходимости процесса итерации не выполнены. 

Если же записать исходное уравнение в виде 3 1,= +x x  то будем 

иметь: 
( )

3

23

1ψ( ) 1 и ψ ( ) .
3 1

′= + =
+

x x x
x

 

Отсюда 
3

10 ψ ( ) 1
3 4

′< < <x  при 1 ≤ х ≤ 2. Это означает, что процесс 

итерации для рассматриваемого уравнения сходится. 
Найдем корень ξ уравнения с заданной точностью. Вычисляем по-

следовательные приближения хn по итерационной формуле 
 

3 1 ( 0, 1, 2, ).= + = i ix x i  
 

1. Организация итерационного процесса нахождения корня уравне-
ния по методу простой итерации в Excel показана на рис. 2.25. 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Результаты расчетов (рис. 2.26) 
показывают, что уже на шестом ша-
ге итерационного процесса достига-
ется заданная точность. При этом 
корень уравнения ξ = 1,325.  

В Excel довольно просто реали-
зуется процесс циклических вычис-
лений по методу простых итераций. 
Данный способ на основании при-
меров, рассмотренных выше, пред-
лагается студентам оформить само-
стоятельно. 

Рис. 2.25. Макет расчетной таблицы  
метода простой итерации 
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2. Решение примера в MathCAD показано на рис. 2.27.  

 
2.6. Решение алгебраических и трансцендентных уравнений  

средствами Excel и MathCAD 
 

В Excel и MathCAD встроены средства автоматического поиска 
решения алгебраических и трансцендентных уравнений. Рассмотрим 
их применение. 

Решение уравнений средствами Excel. В Excel это реализуется че-
рез диалоговые окна Подбор параметра и Поиск решения.   

Решение уравнений через диалоговое окно Подбор параметра 
позволяет организовать поиск приближенного значения одной ячейки 
при заданном значении другой, ссылающейся на нее. Так как в данном 
случае при нахождении корней используется метод простой итерации, 
результат будет зависеть от начального приближения. В качестве кор-
ня будет взято значение, ближайшее к начальному приближению.  

Диалоговое окно Подбор параметра открывается щелчком по 
строке меню Сервис ⇒ Подбор параметра. 

Пример. Решить уравнение 
2

2 4 1 0−− ⋅ ⋅ + ⋅ + =xx e x  через диалого-
вое окно Подбор параметра, если известно, что один из корней нахо-
дится вблизи точки х = 0. 

Решение.  
Макет заполнения расчетной таблицы показан на рис. 2.28. Распо-

ложим начальное приближение в ячейке А2. В некоторую другую вы-

Рис. 2.27. Решение уравнения методом простых итераций в MathCAD 
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бранную ячейку, например В2, вводим формулу левой части уравне-
ния, заменяя х на А2. 

 
 
 
 
 

 
Откроем диалоговое окно Подбор параметра и заполним его поля 

так, как это показано на рис. 2.29. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

При нажатии кнопки OK появится окно с сообщением (рис. 2.30). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
Нажатием кнопки ОК закрываем панель Результат подбора пара-

метра. Приближенный результат решения уравнения будет находиться 

Рис. 2.28. Макет расчетной таблицы и результаты ее вычислений 

Рис. 2.29. Вид окна Подбор параметра 

Рис. 2.30. Сообщение о результатах подбора параметра 
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в ячейке А2. Замечаем, что для данного примера приближенный ко-
рень уравнения ξ = – 0,428. 

Замечание 1. В случае, когда значение корня записано с плаваю-
щей запятой, необходимо увеличить разрядность результата, соответ-
ствующего полученному приближению. При этом следует воспользо-
ваться вкладкой Число диалогового окна Формат ячеек. 

Замечание 2. Для уравнения f(x) = 0 с известным корнем ξ нахож-
дение дополнительных корней эквивалентно поиску корней уравнения 
f(x) / (x – ξ) = 0. Проще искать корень выражения h(x) = f(x) / (x – ξ), 
чем пробовать искать другой корень уравнения, выбирая различные 
начальные приближения. 

Более широкие возможности решения нелинейных уравнений, не-
равенств и систем реализуются с помощью надстройки Поиск реше-
ния. Данную надстройку можно активизировать в меню Сервис, 
щелкнув по выкладке Надстройки, а затем поставив галочку напротив 
строки Поиск решения появившегося одноименного окна.  

Это позволит при последующих запусках Excel загружать данную 
надстройку в меню Сервис.  

Например. Решим поставленную выше задачу через Поиск реше-
ния. 

Для этого достаточно на листе Excel оформить задачу так, как это 
показано на рис. 2.29. Щелчком в меню Excel Сервис ⇒ Поиск реше-
ния открыть диалоговое окно Поиск решения и задать сценарий ре-
шения (рис. 2.31). 

 
На рис. 2.31 показаны три режима вычислений, устанавливающие в 

целевой ячейке соответственно: максимальное значение, минимальное 

Рис. 2.31. Вид окна Поиск решения 
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значение, заданное значение. По команде Выполнить проводятся вы-
числения, возвращающие результат, ближайший к начальному при-
ближению. Пока нам будет нужен только последний режим. Работа в 
нем очень похожа на работу со средством Подбор параметра.  

На рис. 2.32 показаны параметры, с помощью которых пользова-
тель может управлять процессом поиска решения. Окно параметров 
запускается нажатием на соответствующую кнопку Параметры. Вос-
пользовавшись кнопкой Справка, можно ознакомиться с подробным 
их описанием.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Нажатие кнопки Выполнить позволяет найти решение исходного 

уравнения ξ = –0,428 (рис. 2.33).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2.32. Вид окна Параметры поиска решения 

Рис. 2.33. Сообщение о результатах поиска решения 
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Решение уравнений средствами MathCAD. MathCAD позволяет 
находить через встроенные функции не только приближенное решение 
уравнения, но и для большинства алгебраических уравнений опреде-
лять их аналитическое решение.  

Для простейших уравнений вида f(x) = 0 решение в MathCAD нахо-
дится с помощью функции root(f(х1, x2, …), х1, a, b). Она возвращает 
значение х1, принадлежащее отрезку [a; b], при котором выражение 
или функция f(х) обращаются в 0. При этом используется метод хорд. 
Поэтому перед применением данной функции должно быть определе-
но начальное приближение к корню.  

Если после многих итераций MathCAD не находит подходящего 
приближения, то появится сообщение Отсутствует сходимость. Эта 
ошибка может быть вызвана следующими причинами:  
− уравнение не имеет корней; 
− корни уравнения расположены далеко от начального приближе-

ния; 
− выражение имеет локальные max и min между начальным прибли-

жением и корнями; 
− выражение имеет разрывы между начальными приближениями и 

корнями; 
− выражение имеет комплексный корень, но начальное приближе-

ние было вещественным. 
Чтобы установить причину ошибки, необходимо исследовать гра-

фик функции f(x). Он поможет выяснить наличие корней уравнения 
f(x) = 0 и, если они есть, то определить приблизительно их значения. 
Чем точнее выбрано начальное приближение корня, тем быстрее будет 
root сходиться. 

На рис. 2.34 показано решение поставленной задачи с помощью 
функции root. 

Рис. 2.34. Решение уравнения в MathCAD  
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Рис. 2.35
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приведенную левую часть. Если MathCAD не находит знака равенства, 
он предполагает, что требуется приравнять записанное выражение к 
нулю. 

Символьное решение приведенного выше уравнения показано на 
рис. 2.36. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Лекция 3. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ  
ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

 
3.1. Общая характеристика методов решения  

систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) 
 

Методы решения СЛАУ делятся на две группы: 
− точные (или прямые) методы, представляющие собой конечные 

алгоритмы для вычисления корней системы (матричный метод, метод 
Гаусса, метод квадратного корня, метод прогонки и т. д.); 

− итерационные методы, позволяющие получить решение системы 
с заданной точностью путем сходящихся итерационных процессов 
(метод простой итерации, метод Якоби, метод Зейделя и др.). 

Задача решения СЛАУ теоретически решается просто. Однако при 
большом порядке матрицы решение требует большого объема вычис-
лений и, как следствие, использования ЭВМ. Из-за появления погреш-
ностей округления при решении задач на ЭВМ прямые методы на са-
мом деле не приводят к точному решению СЛАУ и называть их точ-
ными, можно лишь, отвлекаясь от погрешностей округления. Сопо-
ставление различных прямых методов проводится обычно по числу 

Рис. 2.36. Символьное решение уравнений в MathCAD 

ль 

е 
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арифметических действий. При прочих равных условиях предпочтение 
отдается методу с меньшим числом действий. 

Нужно понимать, что эффективность применения итерационных 
методов существенно зависит от выбора начального приближения и 
скорости сходимости итерационного процесса. Использование таких 
методов в решении задач предполагает приближенный результат, в 
котором заведомо заложены как ошибки округления исходных дан-
ных, так и погрешность самого метода решения. 

 
3.2. Матричный метод решения СЛАУ 

 
Рассмотрим систему n линейных алгебраических уравнений с n не-

известными х1, х2, …, хn: 
 

11 1 12 2 1 1

12 1 22 2 2 2

1 1 2 2

,
,

.

+ + ⋅⋅⋅ + =
 + + ⋅⋅⋅ + =
⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 + + ⋅⋅⋅ + =

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

 

 

(3.1) 

 

В матричном виде система (3.1) представляется равенством  
 

⋅ =A x b ,    (3.2) 
 

где 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

,

⋅ ⋅ ⋅   
   ⋅⋅ ⋅   = =   ⋅⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
     ⋅⋅ ⋅   

n

n

nn n nn

a a a x
a a a x

A x

xa a a

,   b =  

1

2

 
 
 
 ⋅⋅ ⋅
  
 n

b
b

b

. 

Матрица А, столбцами которой являются коэффициенты при соот-
ветствующих переменных в уравнениях системы, называется матрицей 
системы. 

Матрица-столбец b состоит из свободных членов системы (3.1) и 
называется матрицей правой части. 

Матрица-столбец x, элементы которой – искомые неизвестные, 
называется решением системы. 

Если матрица А невырожденная, т. е. 0≠det A , то система (3.1) или 
матричное уравнение (3.2) имеет единственное решение. Пусть 

0.≠det A  Тогда существует обратная матрица А–1. Умножая обе части 
уравнения (3.2) слева на матрицу А–1, получим  

 
1 1− −⋅ ⋅ = ⋅A A x A b , (3.3) 
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1−= ⋅x A b . (3.4) 
 

Формула (3.4) дает единственное решение системы (3.2).  
Пример. Решить систему линейных алгебраических уравнений в 

EXCEL и MathCAD: 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 5

2 3 4 0,3,
3 0,7,

  5 2 3 0,1,
2 2 0,5,

4 0,3.

− + − + = −
 + + − − = + − − = −
 + − − + = −
 + + =

x x x x x
x x x x x
x x x x

x x x x x
x x x

 

Решение .  
1. Чтобы решить заданную систему матричным способом (рис. 3.1), 

выпишем на лист Excel матрицу коэффициентов А в блок ячеек А2:E6 
и столбец свободных членов b в блок ячеек G2:G6.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Для нахождения обратной матрицы в свободном месте этого же ли-

ста выделим блок ячеек, соответствующий размерности матрицы А, 
например А9:E13, активизируем кнопку Мастер функций на панели 
кнопок и в категории Математические выберем функцию МОБР(). 
В качестве аргумента этой функции введем блок ячеек с элементами 
матрицы А, т. е. А2:E6 и одновременно нажмем три клавиши 
<CTRL>+ +<SHIFT>+<ENTER>. В результате этих действий в ячей-
ках А9:E13 появятся значения обратной матрицы. Аналогичным обра-
зом с помощью функции МУМНОЖ() найдем вектор решения x = А–1b. 
Для этого в свободном месте рабочего листа, например G9:G13, выде-
лим блок ячеек, совпадающий с размерностью столбца b, выберем 

Рис. 3.1 
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функцию МУМНОЖ(), указав в качестве первого аргумента  блок 
ячеек А9:E13, в котором находится обратная матрица, а в качестве 
второго аргумента – блок ячеек G2:G6 (столбец b). Для получения ре-
зультата нажмем <CTRL>+<SHIFT>+<ENTER>. В ячейках G9:G13 
появится результат. На рис. 3.2 показан макет расчетной таблицы. 

 

2. Покажем два варианта решения заданной системы в MathCAD. 
Решение системы матричным способом показано на рис. 3.3.  

В пакете MathCAD предусмотрена специальная функция для реше-
ния СЛАУ. Функция lsolve(А, b) возвращает вектор x, такой что А⋅х = b 
для заданной матрицы A и вектора b. На рис. 3.4 показано решение 
системы в MathCAD с помощью функции lsolve(). 

Рис. 3.2 

Матрица коэффициентов 

Рис. 3.3 

Т.к. определитель не равен  
0,  то система имеет 
единственное решение 
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Рис. 3.4 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

3.3. Решение СЛАУ методом Гаусса 
 
Метод Гаусса является одним из методов исключения. Решение ме-

тодами исключения осуществляется поэтапно. На первом этапе систе-
му преобразуют к простому виду, на втором – решают упрощенную 
систему и по рекуррентным формулам получают значения неизвест-
ных.  

Пусть задана система (3.2). Идея метода Гауссовых исключений за-
ключается в отыскании системы матриц Lk, Lk–1, L1 таких, что матрица  
B = Lk · Lk–1·…·L1·A будет иметь один из перечисленных видов: 

1) диагональная матрица; 
2) треугольная матрица;  
3) унитарная (ортогональная) матрица. 
Если все матрицы Li невырожденные, то система (3.2) преобразует-

ся в эквивалентную систему 
 

B · x = C, (3.5) 
 

где B = Lk · Lk–1·…·L1 · A, C = Lk · Lk–1·…·L1 · b. 
Если B – диагональная матрица, то решение системы (3.1) находят 

непосредственно из системы (3.5). 
Если В – треугольная, решение системы (3.1) находим, решая си-

стему (3.5). 
Если В – унитарная, то умножая систему (3.5) слева на сопряжен-

ную матрицу В*, получаем решение в явном виде. 
Одним из наиболее распространенных методов, основанных на ука-

занных выше преобразованиях, является метод Гаусса, в котором ис-
ключение неизвестных производится с помощью левых треугольных 
матриц Li и искомая система приводится к эквивалентной с правой 
(верхнетреугольной) треугольной матрицей. 

Метод Гаусса является оптимальным по быстродействию и почти 
универсальным по отношению к свойствам матрицы А. Наибольшее 
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распространение имеют схемы Гаусса с выбором главных элементов: 
1) по строке; 2) по столбцу; 3) по всей матрице. 

Если нет необходимости в выборе главных элементов каким-либо 
специальным образом, целесообразно применять схему единственного 
деления, которая уступает всем трем в точности, но выигрывает в про-
стоте вычислений. 

Пусть задана система (3.1). Рассмотрим метод Гаусса (схема един-
ственного деления) решения системы уравнений. 

Прямой ход состоит из n – 1 шага исключения. 
1-й шаг. Исключим неизвестное x1 из уравнений с номерами 

i = 2, 3, …, n. Предположим, что 11 0≠a . Будем называть его ведущим 
элементом 1-го шага. Разделим 1-е уравнение этой системы на веду-
щий элемент первого шага. С помощью полученного приведенного 
уравнения исключим неизвестное x1 из всех остальных уравнений си-
стемы (3.1). 

В результате 1-го шага получим эквивалентную системе (3.1) си-
стему следующего вида: 

 

(1) (1)
1 12 2 1 1

(1) (1) (1)
22 2 2 2

(1) (1) (1)
2 2

... β ,

... β ,
.......................................

... β ,

 + + + =
 + + =


 + + =

n n

n n

n nn n n

x a x a x
a x a x

a x a x

 

 

в которой подсистема, состоящая из уравнений, начиная с 2-го, пред-
ставляет собой систему из n – 1 уравнения с таким же числом неиз-
вестных. 

2-й шаг. Первое уравнение полученной подсистемы n – 1 порядка 
делим на коэффициент при x2 (ведущий элемент второго шага). Будем 
считать, что (1)

22 0≠a . Исключим x2 из остальных n – 2 уравнений 
и т. д. Аналогично проводятся остальные шаги.  

После (n – 1)-го шага исключения получим систему уравнений,  
 

(1) (1) (1)
1 12 2 13 3 1 1

(2) (2) (2)
1 2 23 3 2 2

( )
1 2 3

1 ... β ,

0 1 ... β ,
.....................................................
0 0 0 ... 1 β ,

 ⋅ + + + + =


⋅ + ⋅ + + + =


 ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ =

n n

n n

n
n n

x a x a x a x

x x a x a x

x x x x

 

матрица которой является правой (верхней) треугольной. В матричной 
записи это означает, что сначала (прямой ход метода Гаусса) элемен-
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тарными операциями над строками приводят расширенную матрицу 
системы к ступенчатому виду: 

1(1) (1)
11 12 1 1 112 1

(2)2
21 22 2 2 22

( )
1 2

β1
β0 1

.

β0 0 1

  
  
  = ⇒
  
  
    









    
   





n n

n n
p

n
n n nn n n

a a a b a a
a a a b a

A

a a a b

 

На этом вычисления прямого хода заканчиваются и начинаются 
вычисления по определению неизвестных – обратный ход метода 
Гаусса.  

Обратный ход. Из последнего уравнения системы находим xn. 
Подставляя его в предпоследнее уравнение, получим xn-1 и т. д. Проце-
дуру обратного хода можно свести к применению рекуррентных фор-

мул: ( )β= n
n nx ; ( )( )

1
β

= +

= − ∑
n

ii
i i ij j

j i
x a x  ( 1, 2,...,1)= − −i n n . 

С матричной точки зрения данная процедура равносильна тому, что 
с помощью элементарных преобразований, аналогичных прямому ходу 
метода Гаусса, ступенчатая матрица преобразуется в матрицу, у кото-
рой первые n столбцов представляют собой единичную матрицу. По-
следний столбец этой матрицы содержит решение системы (3.5), кото-
рое, в свою очередь, является решением системы (3.1). 

Замечание 1. Если в ходе преобразований системы один из «ве-
дущих элементов» обращается в нуль, то в соответствующей системе 
достаточно переставить уравнения так, чтобы сделать «ведущий эле-
мент» отличным от нуля. 

В процессе вычислений, чтобы избежать ошибки, необходимо ор-
ганизовать контроль. Простая схема контроля основана на том, что 
увеличение значений всех неизвестных на единицу равносильно за-
мене системы (3.1) контрольной системой, в которой свободные члены 
равны суммам всех коэффициентов соответствующих строк. Решая 
одновременно исходную и контрольную системы, получаем возмож-
ность контролировать попутно каждый шаг расчета. 

Замечание 2. Рассмотрим матрицу-столбец, состоящую из n 
строк, элементами которой являются 1. 

 

(1 1 1 ... 1)= Тl . 
Тогда ( )1 1 1⋅ + = + ⋅ = + ⋅ =A x Ax A b A d . Таким образом, имеем си-

стему с матрицей-столбцом свободных членов 1,= + ⋅d b A  элементы 
которой определяются по формуле 
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1 1, 1,= + + ⋅⋅⋅ + =i i i id b a a i n . 
 

Решения полученной контрольной системы отличаются от решения 
системы (3.2) на единицу. Поэтому для контроля в прямом ходе необ-
ходимо дополнительно вести над элементами d такие же преобразова-
ния, как и над b. Обратный ход следует выполнить отдельно для вы-
числения х из систем: ;= =Bx c Bx d . Если окажется, что 

1 ( 1, ),= + =i ix x i n  то вычисления выполняются правильно. 
Пример. Методом Гаусса в Excel и MathCAD решить систему 

уравнений  
2 3 4

1 2 3

1 2 4

1 3 4

3 15 = 23,2,
5,5 +0,5 +0,75 = 0,9,
5 +20 2 =26,
3,5 20,5 2,8 = 48,6.

− −
 −
 −
 − − −

x x x
x x x

x x x
x x x

 

В Excel организовать контроль над вычислениями. 
Решение .  
1. Рассмотрим схему Гаусса для приведенной выше системы в 

Excel. Порядок заполнения таблицы следующий. Согласно рис. 3.5 
создадим блок ввода расширенной матрицы системы.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Заметим, что для получения первого ненулевого разрешающего 
элемента целесообразно первое и второе уравнения поменять местами. 
Для организации контроля в ячейках F3:F6 вычислим суммы соответ-
ствующих строк интервала A – E.  

В блоке ячеек А8:Е26 поэтапно реализуем прямой ход метода Гаус-
са с одновременным контролем за вычислениями в блоке ячеек 
F8:H26. Столбец F рассчитывается одновременно с основными расче-
тами по формулам, аналогичным формулам в блоках прямого хода, а 
столбец H – построчным суммированием элементов столбцов А – E. 

Рис. 3.5 
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При верных вычислениях результаты столбца F должны совпасть с 
результатами столбца H. Результаты вычислений показаны на рис. 3.6. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

После приведения расширенной матрицы к ступенчатому виду вы-
полним обратный ход метода Гаусса. Для этого снизу вверх применим 
рекуррентные формулы. Результаты этих вычислений приведены на 
рис. 3.7. 

В блоке ячеек Е28:E31 получено решение исходной системы (соот-
ветственно x4, x3, x2, x1). Для контроля значения в ячейках F28:F31 и 
H28:H31 должны совпасть и отличаться от соответствующих значений 
в ячейках E28:E31 на единицу. 

 
 
 
 
 
 
 
 
На рис. 3.8 показан макет расчетной таблицы метода Гаусса. 
 

Рис. 3.6 

Рис. 3.7 
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Рис. 3.8
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2. В MathCAD прямой и обратный ход метода Гаусса выполняет 
функция rref(). Реализация метода Гаусса средствами MathCAD пока-
зана на рис. 3.9. 

В результате применения функции rref(С) к расширенной матрице 
системы С получаем матрицу, у которой в левой части стоит единич-
ная матрица размерности, соответствующей размерности матрицы A, а 
справа – столбец решения этой системы.  

 
3.4. Метод квадратного корня (метод Холецкого) 

 
Пусть задана система ,⋅ =A х b  где 0≠A – симметрическая и по-

ложительно определенная матрица. В этом случае матрицу А можно 
разложить в произведение двух треугольных матриц (нижней S и 
верхней треугольной ST): 

A = S · ST.                                           (3.6) 
 

Это позволяет свести решение заданной системы к последователь-
ному решению двух систем с треугольными матрицами, что является 
задачей более простой.  

Рис. 3.9 



 

55 

Подставим в исходную систему правую часть выражения (3.6). 
В результате получим S · ST · x = b. Обозначим ST · x = z. Тогда S · z = b 
и решение исходной системы сводится к решению двух систем:  

S · z = b, решая которую находим столбец неизвестных z; 
ST x = z, из которой получаем матрицу неизвестных исходной си-

стемы х. 
Для нахождения матрицы S элементы матрицы S · ST, представля-

ющие собой суммы произведений неизвестных элементов нижнетре-
угольной матрицы S, приравнивают к соответствующим элементам 
матрицы А. Элементы матрицы S последовательно вычисляются по 
следующим формулам:  

 

1) 11 11 ,=S a  ( )11 11sign=d a ; 

2) 1
1

1 11

,=
⋅
i

i
i

a
S

S d
  (i = 2,3, …, n);  

3) 
1

2

1
sign

−

=

 = − 
 

∑
i

ii ii ki kk
k

d a S d , 
1

2

1

−

=

= −∑
i

ii ii ik kk
k

S a S d ; 

4) 

1

1 ,

−

=

−
=

∑
i

ij ik jk kk
k

ij
ii ii

a S c d
S

S d
 ≤i j ; 

5) 0, .= >ijS i j  
После нахождения элементов матрицы S системы примут вид:   
 

11 1 1

21 22 2 2

31 32 33 3 3

1 2 3

0 0 0 0
0 0 0

0 0
... ... ... ... ... ... ...

...

    
    
    
    =
    
    
    
    n n n nn n n

S Z b
S S Z b
S S S Z b

S S S S Z b

, (3.7) 

 

11 21 31 1 1 1

22 32 2 2 2

33 3 3 3

...
0 ...
0 0 ...
... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 ...

     
     
     
     =
     
     
     
     

n

n

n

nn n n

S S S S x Z
S S S x Z

S S x Z

S x Z

. (3.8) 
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Последовательно решая первую систему, получим 
1

1
11

2 2 21 1 22

1 1 2 2 1

,

( ) / ,
...

( ... ) / .−

 =
 = − ⋅



= − ⋅ − ⋅ − − ⋅ n n n n nn n nn

bZ
S

Z b S Z S

Z b S Z S Z S Z S

                     (3.9) 

 

Аналогично решается система (3.8). 
 

1 1 1 1 1

2 2 2 1 2 1 2 2

1 1 1 11 1 21 2 11

,

( ) / ,

( ) / ,

..................................................................,
( ... ) / .

− − − − −

− − − − − − − −

− −

=

= − ⋅

= − ⋅ − ⋅

= − ⋅ − ⋅ − − ⋅

n
n

nn

n n nn n n n

n n n n n n n n n n

n n n n

Z
x

S
x Z S x S

x Z S x S x S

x Z S x S x S x S

 

 

Решение СЛАУ по методу квадратного корня удобно сводить к 
таблице, приведенной далее (пример решения системы 4-го порядка). 

В раздел I таблицы записываем коэффициенты системы и свобод-
ные члены. При вычислениях применяем контроль с помощью сумм, 
учитывая все коэффициенты соответствующей строки. 

Коэффициенты шестого столбца контроля ib  вычисляем по форму-
ле 

 

1=
= +∑



n

i i i
l

b a b . 

 

Находим элементы матрицы S последовательно по приведенным 
выше формулам и результаты заносим в раздел II таблицы. Далее 
находим Zi из системы (3.9). Организуем столбец контроля iZ : 

 

1

−

=

= +∑
n

i i il
l

Z Z S . (3.10) 
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Реализация метода Холецкого 
 

I 

Расширенная матрица Сумма 
по строке 

11a  12a  13a  14a  1b  1b  

21
a  22a  23a  24a  2b  2b  

31a  32a  33a  34a  3b  3b  

41a  42a  43a  44a  4b  4b  

II 

Sij
* (транспонированная матрица к Sij) Zi iZ  

11S  21S  31S  41S  1Z  1Z  

 22S  32S  42S  2Z  2Z  

  33S  43S  3Z  3Z  

   44S  4Z  4Z  

III 

Решение и его проверка 

1x  2x  3x  4x  

1x  2x  3x  4x  

1+ 1x  1+ 2x  1+ 3x  1+ 4x  
 

После этого находим решение исходной системы по формулам 
 

4
4

44

3 3 43 4 33

2 2 42 4 32 3 22

1 1 41 4 31 3 21 2 11

,

( ) / ,
( ) / ,
( ) / .

=

= − ⋅
= − ⋅ − ⋅
= − ⋅ − ⋅ − ⋅

zx
S

x z S x S
x z S x S x S
x z S x S x S x S

 (3.11) 

 

Аналогично находим ix  ( 1, 4)=i  контрольной системы, заменив 

на −
i iZ Z и ссылаясь уже на расчетную строку. 

Если все вычисления верны, то значения решения xi будут отли-
чаться от соответствующего значения ix  на единицу, и, значит, две 
последних строки расчетной таблицы должны совпасть. 
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Пример. Методом квадратного корня в Excel и MathCAD решить 
систему уравнений 

 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1,23 + 0,42 +0,35 +1,7 = 1,3,
0,42 + 4,45 +0,17 +2,2 =0,15,
0,35 +0,17 +6,37 +0,29 = 0,72,
1,7   + 2,2 +0,29  +    9 = 0,9.








x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

 

 

В Excel организовать контроль над вычислениями. 
Решение .  
1. Рассмотрим решение приведенной выше системы методом квад-

ратного корня в Excel. Результаты вычислений и макет расчетной таб-
лицы показаны соответственно на рис. 3.10 и 3.11.  

 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3.10 

Рис. 3.11  
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2. В MathCAD реализация метода квадратного корня показана на 
рис. 3.12. 

 
3.5. Метод прогонки 

 
Часто возникает необходимость в решении линейных алгебраиче-

ских систем, матрицы которых являются слабо заполненными, т. е. 
содержат ненулевые элементы, размещенные в определенном порядке. 
Среди таких систем выделим системы с матрицами ленточной струк-
туры, в которых ненулевые элементы располагаются на главной и не-
скольких побочных диагоналях. Для решения систем с ленточными 

Рис. 3.12 
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матрицами коэффициентов метод Гаусса можно трансформировать в 
более эффективные методы. 

Рассмотрим наиболее простой случай систем, к которым, как уви-
дим впоследствии в курсе «Методов численного анализа», сводится 
решение задач сплайн-интерполяции функций, дискретизации краевых 
задач для дифференциальных уравнений методами конечных разно-
стей и др. А именно, будем искать решение такой системы, каждое 
уравнение которой связывает три «соседних» неизвестных: 

 

bixi-1 + cixi + dixi = ri, (3.12) 
 

где i = 1, 2, ..., n; b1 = 0, dn = 0.  
Данная система имеет трехдиагональную структуру, что хорошо 

видно из эквивалентного векторно-матричного представления: 
 

   
 c1  d1 0  0   ...  0   0   0                   x1                    r1  
 b2  c2 d2 0   ...  0   0   0                   x2                    r2   
 0  b3  c3  d3  ...  0   0   0                   x3                             r3          
 .   .   .    .    ...   .   .   .             ⋅       ...          =        ...     . 
 0  0  0  0    ... bn-1cn-1 dn-1                     xn-1                            rn-1 
 0  0  0  0    ...  0    bn   cn                         xn                               rn 
 
 

Как и в решении СЛАУ методом Гаусса, цель – избавиться от нену-
левых элементов в поддиаганальной части матрицы системы. Предпо-
ложим, что существуют такие наборы чисел δi и λi (i = 1, 2, ..., n), при 
которых  

xi  = δi xi+1 + λi. (3.13) 
 

Уменьшив в выражении (3.13) индекс на единицу и подставив по-
лученное выражение xi-1 = δi-1xi + λi-1 в систему (3.12), придем к эквива-
лентной системе: 

 

bi δi-1 xi + bi λi-1 + ci xi + di xi+1 = ri. (3.14)  
 

Откуда 
 

xi = – ((di / (ci + bi δi-1)) xi-1 + (ri – bi λi-1) / (ci + bi δi-1)). (3.15) 
 

Таким образом, представление (3.13) будет иметь место, если при 
всех i = 1, 2, …, n выполняются рекуррентные соотношения 

 

δi = – di / (ci + bi δi-1),   λ i = (ri – bi λi-1) / (ci + bi δi-1). (3.16) 
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Учитывая, что b1 = 0, процесс вычисления δi, λi может быть начат со 
значений 

 

δ1 = – d1 / c1,  λ1 = r1 / c1 (3.17) 
 

и продолжен далее по формулам (3.12) последовательно при i = 
= 2, 3, ..., n, причем при i = n, в силу dn = 0, получим δn = 0. Следова-
тельно, полагая в системе (3.13) i = n, будем иметь 
 

xn = λn = (rn – bn λn-1) / (cn + bn δn-1). (3.18) 
 

Далее по формулам (3.12) последовательно находятся xn-1, xn-2, …, x1 
при i = n –1, n –2, ..., 1 соответственно. 

Такой метод решения системы называется методом прогонки и 
сводится к вычислениям по следующей схеме: нахождение прогоноч-
ных коэффициентов δi , λi по формулам (3.16), (3.17), (3.18) при i = 1, 2, 
…, n (прямая прогонка) и затем неизвестных xi по формуле (3.13) при 
i = n – 1, n – 2, ..., 1 (обратная прогонка). 

Для успешного применения метода прогонки нужно, чтобы в про-
цессе вычислений не возникало ситуаций с делением на нуль, а при 
больших размерностях систем не должно быть строгого роста погреш-
ностей округлений. 

Будем называть прогонку корректной, если знаменатели прогоноч-
ных коэффициентов (3.16) не обращаются в нуль, и устойчивой, если 
|δi|  < 1 при i = 1, 2, …, n. 

Приведем достаточные условия корректности и устойчивости ме-
тода прогонки, которые во многих приложениях метода автоматически 
выполняются. 

Теорема. Пусть коэффициенты bi и di уравнения (3.14) при 
i = 2, 3, ..., n – 1 отличны от нуля и удовлетворяют неравенствам 

 

|ci| > |bi| + |di|,   i = 1, 2, …, n. (3.19) 
 

Тогда прогонка по формулам (3.16), (3.17), (3.18) корректна и 
устойчива (т. е. сi +bi δi-1 ≠ 0, |δi| < 1).  

При этом правильность расчетов можно проверить на основании 
следующего тождества 

1
2=

= ⋅ ∆∏
n

k
k

A c , (3.20) 

где ∆i =  сi + biδi-1 (i = 2, 3, ..., n). 
Пример. Решить систему методом прогонки в Excel и МathCAD  
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1 2

1 2 3

2 3 4

3 4

2 5,
10 5 18,

5 2 40,
4 27.

+ = −
 + − = −
 − + = −
 + = −

x x
x x x

x x x
x x

 

 

Правильность промежуточных расчетов в MathCAD проверить на 
основании тождества (3.20). 

Решение .  
1. Макет расчетной таблицы в Excel и результаты вычислений по-

казаны соответственно на рис. 3.13 и 3.14.  
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. В MathCAD реализация метода прогонки показана на рис. 3.15. 
 

 
Рис. 3.15 

Рис. 3.13 Рис. 3.14 
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3.6. Особенность итерационных методов решения СЛАУ 
 

Существует большое количество итерационных методов, основан-
ных на различных принципах. Вычислительные схемы этих методов 
обладают свойством самоисправляемости. Если при использовании 
точных методов отдельный сбой в вычислениях ведет к ошибке в 
окончательном результате, то в случае сходящегося итерационного 
процесса такой сбой приводит лишь к увеличению итерационных ша-
гов. Ошибка, допущенная в каком-либо приближении, будет исправ-
лена последующими приближениями. Однако каждый итерационный 
процесс имеет свою ограниченную область применимости, так как, во-
первых, он может оказаться расходящимся для данной системы и, во-
вторых, сходимость процесса может быть весьма медленной. 

К простейшим итерационным методам относятся: метод простой 
итерации, метод Якоби, метод Зейделя. 

Условия и скорость каждого итерационного процесса существенно 
зависят от свойств матрицы системы и выбора начального приближе-
ния. 

Пусть дана СЛАУ порядка n:  
 

, 0.⋅ = ≠A x f det A  (3.21) 
 

При использовании итерационных методов решения систему (3.21) 
приводят к каноническому виду: 

 

= ⋅ +x B x b . (3.22) 
 

Далее выбирается некоторое начальное приближение к решению 
системы уравнений ( )0 0 0 0

1 2( , , , )= ⋅⋅⋅ nx x x x  и вычисляется последователь-

ность ( )kx  приближений к корню (k – номер итерации) по рекуррент-
ным формулам: 

( 1) ( ) , 0, 1, 2, ...+ = ⋅ + =k kx B x b k . (3.23) 
 

Систему (3.21) можно привести к каноническому виду (3.22) раз-
личными способами. 

Например, с помощью любой неособенной матрицы С такое преоб-
разование может быть проведено следующим образом:  

( )= + ⋅ −x x C f Ax , 
= + ⋅ − ⋅ ⋅x x C f C A x , 



 

64 

( )= − ⋅ ⋅ + ⋅x E C A x C f , 
,= ⋅ +x B x b  

где ,= − ⋅ = ⋅B E C A b C f . 
Другой способ приведения системы к каноническому виду (3.22) 

заключается в следующем: представим матрицу А как сумму двух мат-
риц Р и Q, = +A P Q , где 0≠det P , причем 1−P находится сравни-
тельно просто. Тогда 

 
1 1( ) , , , .− −+ ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅ = − ⋅ + = − ⋅ ⋅ + ⋅P Q х f P x Q x f P х Q х f x P Q х P f  

 

Положим 1 ;−− ⋅ =P Q B   1− ⋅ =P f b .  Получим = ⋅ +x B х b . После-
довательность приближений ( ) ( 1, 2, ...)=kx k  к решению x системы 
(3.21) строится по формуле (3.23). 

Начальное приближение (0)x  обычно выбирается произвольно. 
Удобнее всего в качестве начального приближения (0)x  брать матри-
цу-столбец b, т. е.  

(0) .=x b  (3.24) 
Для практических вычислений важными являются вопросы сходимо-
сти итерационного процесса и оценки погрешности решения. 

Теорема. Итерационный процесс (3.23) для приведенной линейной 
системы сходится к единственному ее решению, если какая-нибудь 
каноническая норма матрицы B меньше единицы, т. е.  

 

1<B . (3.25) 
 

К каноническим нормам относятся: 
max= ∑ ijm i j

B B  (m-норма); (3.26) 

max= ∑


ijj i
B B  (l-норма); (3.27) 

2

,
= ∑ ijk

i j
B B  (k-норма или Евклидова норма). (3.28) 

Пример. Пусть 
1 2 3
4 5 6
7 8 9

 
 =  
  

A . 
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Имеем: 
 

=
m

A max(1+ 2 + 3,  4 + 5 + 6, 7 + 8 + 9) = max(6, 15, 24) = 24; 

=


A max(1+ 4 + 7,  2 + 5 + 8, 3 + 6 + 9) = max(12, 15, 18) = 18; 
2 2 2 2 2 2 2 2 21 2 3 4 5 6 7 8 9 285 16,9= + + + + + + + + = ≈

k
A . 

 

В MathCAD существуют специальные функции для вычисления 
норм матриц: 

normi(A) – возвращает m-норму матрицы А;  
norm1(A) – возвращает l-норму матрицы А; 
normе(A) – возвращает Евклидову норму матрицы А. 
Если процесс сходящийся, например, при 1<B , то для погрешно-

сти метода простой итерации (наиболее грубого метода) справедлива 
оценка 

1( ) 1 ε.
1

+− ≤ ⋅ <
−

kkx x B B
B

 (3.29) 

Используя неравенство (3.23), получим ограничение снизу для чис-
ла итераций, необходимых для достижения решения с заданной точно-
стью ε: 

(1 ) ε
(ε) ln / ln 1

 − ⋅
≥ − 

  

B
k B

B
. (3.30) 

В зависимости от применяемого итерационного метода используют 
различные критерии окончания итераций. При применении метода 
простой итерации таким критерием служит 

 
( 1) ( )

( 1)
ε.

+

+

−
≤

k k

k

x x

x
 (3.31) 

 

Для всех остальных вышеперечисленных методов, имеющих заве-
домо большую точность, применяют более простой критерий 

 

( 1) ( )

1
max ε+

≤ ≤
− <k k

i ii n
x x , (3.32) 

 

где ε – заданная погрешность приближенного решения. 
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3.7. Метод простой итерации 
 

Пусть дана линейная система (3.21). Предполагая, что диагональ-
ные элементы матрицы А не равны 0, т. е.  aij ≠ 0, (i = 1, 2, …, n), раз-
решим первое уравнение системы относительно х1, второе – относи-
тельно х2 и т. д. Получим эквивалентную систему: 

 

1 1 12 2 13 3 1

2 2 21 1 23 2 2

1 1 2 2 , 1 1

β β ... β ,
β β ... β ,

......................................................
β β ... β ,− −

= + + + +
 = + + + +


 = + + + +

n n

n n

n n n n n n n

x b x x x
x b x x x

x b x x x

 (3.33) 

где ; β= = − iji
i ij

ii ii

af
b

a a
 при i ≠ j; 

βij = 0 при i = j (i, j = 1, 2, …, n). 
 

Вводя матрицы 
 

11 12 1

21 22 2

1 2

β β β
β β β

β β β

 
 
 =
 
 
 





   



n

n

n n nn

B   и  

1

2

...

 
 
 =
 
 
 n

b
b

b

b

, 

 

систему (3.33) можно записать в матричной форме x = b + B ⋅ x, а лю-
бое (k + 1) приближение в развернутом виде будет выглядеть: 

( )

(0)

( 1) ( )

1

,

β ,

β 0; 1, , ; 0, 1, 2, .

+

=

 =


= +

 = = =

∑

 

i i
n

k k
i i i j i

j

i i

x b

x b x

i n k

 (3.34) 

 

Пример. Решить систему 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

100 6 2 200,
6 200 10 600,

2 100 500

+ − =
 + − =
− − − = −

x х х
x х х
x х х

 

 

 

методом простых итераций в Excel и MathCAD, сделав четыре итера-
ционных шага. В MathCAD оценить сходимость применяемого метода 
и погрешность найденного решения. 
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Решение .  Приведем эту систему к каноническому виду  
 

1 2 3

2 1 3

3 1 2

2 0,06 0,02 ,
3 0,03 0,05 ,
5 0,01 0,02 .

= − +
 = − +
 = − −

x х х
x х х
x х х

 

 

В матричной форме ее можно записать так: 
 

1 1

2 2

3 3

2 0 0,06 0,02
3 0,03 0 0,05
5 0,01 0,02 0

−       
       = + −       
       − −       

x x
x x
x x

. 

 

1. На рис. 3.16 и 3.17 приведены макет расчетной таблицы и резуль-
таты реализации метода простой итерации при решении вышеприве-
денной системы. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2. Реализация метода в MathCAD показана на рис. 3.18. 
Таким образом, в качестве приближенного решения данной систе-

мы можно взять: x1 = 1,907, x2 = 3,189, x3 = 4,917. При этом погреш-
ность вычисления составит 8,612 ⋅ 10–8. 

Рис. 3.16 

Рис. 3.17 
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3.8. Метод Якоби 
 

Метод Якоби является некоторой модификацией метода простой 
итерации. Он позволяет за счет целенаправленного выбора линейных 
преобразований в системе (3.21) прийти к эквивалентной системе с 
матрицей, имеющей диагональное преобладание по строкам. Тем са-
мым заведомо обеспечивается условие сходимости итерационного 
процесса. 

Матрица A имеет диагональное преобладание по строкам, если вы-
полняется условие  

1
, 1,

=

< =∑
n

ij ii
j

a a i n . (3.35) 

Далее повторяются все действия предыдущего параграфа. Пояс-
ним это на примере. 

Пример. Решить систему методом Якоби 

Рис. 3.18 
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

3,1 2,8 1,7 0,2,
1,9 3,1 2,1 2,1,
7,5 3,8 4,8 5,6.

+ + =
 + + =
 + + =

x x x
x x x
x x x

 

Решение .   
Добьемся диагонального преобладания в системе. Для этого умно-

жим первое уравнение на α, второе на β, третье на γ и сложим их. 
При этом получим выражение  

1 2 3(3,1α 1,9β 7,5γ) (2,8α 3,1β 3,8γ) (1,9α 2,1β 4,8γ)+ + + + + + + + =x x x  
0, 2α 2,1β 5,6γ.= + +  

Параметры α, β, γ  выберем так, чтобы последовательно доминиро-
вали коэффициенты при х1, х2, х3. Данная задача не однозначная. Од-
ним из ее решений является: 

– для первого уравнения α 2,β 1, γ 0;= = − =  

1 2 34,3 2,5 1,7 1,7+ + = −x x x ; 
– для второго уравнения  α 1; β 2; γ 0= − = = ; 

1 2 30,7 3,4 2,3 4+ + =x x x ; 
– для третьего уравнения  α 3; β 1,8; γ 1= − = = ; 

1,62х1+ 0,98х2+ 2,88х3 = 8,78. 
 

Таким образом, система преобразована к эквивалентной системе 
 

1 1 3

1 2 3

1 2 3

4,3 2,5 1,7 1,7,
0,7 3,4 2,3 4,
1,62 0,98 2,88 8,78,

+ + = −
 + + =
 + + =

x x x
x x x
x x x

 

в которой матрица имеет диагональное преобладание по строкам. При-
ведем полученную систему к виду (3.21), разделив каждое из уравне-
ний на диагональные элементы. Далее из 1-го уравнения выразим х1; 
из 2-го – х2; из 3-го – х3. 

 

1 2 3

2 1 3

3 1 2

0,581 0,395 0,395,
0,206 0,676 1,176,
0,563 0,340 3,049.

= − − −
 = − − +
 = − − +

x x x
x x x
x x x

 

В качестве начального приближения выбираем  
 

х(0) = (–1,7; 4; 8,78). 
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Последнюю систему решаем методом простой итерации. 
 

1
1 2 3

1
2 1 3

1
3 1 2

0,581 0,395 0,395,

0,206 0,676 1,176,

0,563 0,340 3,049.

+

+

+

 = − − −


= − − +
 = − − +

k k k

k k k

k k k

x x x

x x x

x x x

 

 
3.9. Метод Зейделя 

 
Данный метод можно рассматривать как еще одну модификацию 

метода простой итерации. Метод простой итерации лишен возможно-
сти использовать при нахождении последующих координат вектора 
хk+1 уже найденные координаты этого вектора. Это и позволяет сделать 
метод Зейделя. 

Алгоритм метода Зейделя для системы (3.21) имеет следующую ко-
ординатную форму: 

1
1 11 1 12 2 13 3 1 1

1 1
2 21 1 22 2 23 3 2 2

1 1 1 1
1 1 2 2 3 3

β β β β ,

β β β β ,
.....................................................................

β β β β .

+

+ +

+ + + +

= + + + ⋅⋅⋅ + +

= + + + ⋅⋅⋅ + +

= + + + ⋅⋅⋅ + +

k k k k k
n n

k k k k k
n n

k k k k k
n n n n nn n n

x x x x x b

x x x x x b

x x x x x b









 (3.36) 

 

Пример. Методом Зейделя решить систему уравнений 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

10 12,
2 10 13,

2 2 10 14.

+ + =
 + + =
 + + =

x х х
x х х

x х х
 

 

Решение.  Приведем эту систему к виду, удобному для итерации: 
 

1 2 3

2 1 3

3 1 2

1, 2 0,1 0,1 ,
1,3 0,2 0,1 ,
1,4 0,2 0,2 .

= − −
 = − −
 = − −

x х х
x х х
x х х

 

 

В качестве нулевых приближений корней возьмем  
 

( ) ( ) ( )0 0 0
1 2 31, 2; 1,3; 1,4.= = =х х х  

 

Применяя метод Зейделя, последовательно получим: 
1. Макет расчетной таблицы и результаты вычислений с точностью 

до четырех знаков в Excel приведены на рис. 3.19, 3.20.  
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Точные значения корней составляют: х1 = 1; х2 = 1; х3 = 1. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

2. Решение задачи в MathCAD приведено на рис. 3.21. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3.19  

Рис. 3.20 

Рис. 3.21 
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3.10. Метод Ньютона решения систем нелинейных уравнений 
 
В отличие от систем линейных уравнений для систем нелинейных 

уравнений не известны прямые методы решения. Лишь в отдельных 
случаях систему можно решить непосредственно. Поэтому итерацион-
ные методы для нелинейных систем приобретают особую важность. 

Рассмотрим нелинейную систему уравнений 
 

1 1 2

2 1 2

1 2

( , , ..., ) 0,
( , , ..., ) 0,

( , , ..., ) 0

=
 =


 =

   

n

n

n n

f x x x
f x x x

f x x x

 (3.37) 

 

или в векторной форме f(x) = 0, где f

1

2 ,

 
 
 =
 
 
 



n

f
f

f

  x

1

2 .

 
 
 =
 
 
 



n

x
x

x

 

 

Для решения системы (3.37) будем пользоваться методом последо-
вательных приближений. Предположим, что известно k-е приближение  

 

x(k) = ( ) ( ) ( )( )1 2, , ,

k k k
nx x x  

одного из изолированных корней x = ( )1 2, , , nx x x  векторного 
уравнения. Тогда точный корень уравнения можно представить в виде  

 

х = x(k) + ∆x(k), (3.38) 
 

где ∆x(k) = ( ) ( ) ( )( )1 2, , ,∆ ∆ ∆

k k k
nx x x  – погрешность решения. 

Подставляя выражение (3.38) в формулу (3.37), будем иметь 
 

f(x(k) + ∆x(k)) = 0. (3.39) 
 

Предполагая, что функция f(x) непрерывно дифференцируема в не-
которой выпуклой области, содержащей точки x и x(k), разложим левую 
часть уравнения (3.39) по степеням вектора ∆x(k), ограничиваясь ли-
нейными членами 

 

f(x(k) + ∆x(k)) = f(x(k)) + f′(x(k)) ⋅∆x(k) = 0. (3.40) 
 

Под производной f′(x) понимается матрица Якоби системы функций 
f1, f2, ..., fn относительно переменных x1, x2, ..., xn, т. е. 
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f′(x) = W(x) =

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

1 2

∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 
 
 
∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ 





   



n

n

n n n

n

f f f
x x x
f f f
x x x

f f f
x x x

 

или в краткой записи 

f′(x) = W(x) = 
 ∂
 
∂  

i

j

f
x

,   (i, j = 1, 2, …, n). 

Поэтому формула (3.40) может быть записана в следующем виде: 
 

f(x(k)) + W(x(k)) ∆x(k) = 0. 
 

Если det W(х) = 0∂  ≠ ∂ 

fdet
x

, то ∆x(k) = – W-1(x(k)) ⋅f(x(k)).  

Отсюда видно, что метод Ньютона решения системы (3.37) состоит 
в построении итерационной последовательности: 

 

x(k + 1) = x(k) – W–1(x(k)) f(x(k)), (k = 0, 1, 2, …). (3.41) 
 

Итерационный процесс метода Ньютона продолжается до тех пор, 
пока погрешности решений ∆x(k) не окажутся достаточно малыми или 
пока не станет ясно, что решение получить не удастся. При этом для 
нахождения последующих приближений используются найденные 
значения.  

Пример. Методом Ньютона в МаthCAD найти положительное ре-
шение системы уравнений 

 

( )
( )
( )

2 2 2
1

2 2
2

2 2
3

, , 1,
, , 2 4 ,
, , 3 4 ,

 = + + −
 = + −
 = − +

f x y z x y z
f x y z x y z
f x y z x y z

 

исходя из начального приближения x0 = y0 = z0 = 0,5, сделав три итера-
ционных шага. 

Решение .  Полагая, что 
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х(0) =
0,5
0,5
0,5

 
 
 
  

,     f(х) =
( )
( )
( )

1

2

3

, ,
, ,
, ,

 
 
 
  

f x y z
f x y z
f x y z

, 

имеем: 

f(х) = 

2 2 2

2 2

2 2

1
2 4
3 4

 + + −
 + − 
 − + 

x y z
x y z
x y z

. 

Отсюда 

f(х(0)) = 
0, 25 0,25 0,25 1 0,25
0,50 0,25 2,00 1,25 .
0,75 2,00 0,25 1,00

+ + − −   
   + − = −   
   − + −   

 

 

Составим матрицу Якоби 

W(x)= 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

2 2 2
4 2 4
6 4 2

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂   
 ∂ ∂ ∂  = −   ∂ ∂ ∂   −  ∂ ∂ ∂
 
∂ ∂ ∂ 

f f f
x y z x y z
f f f x y
x y z

x z
f f f
x y z

. 

 

Имеем W(х(0))= 
1 1 1
2 1 4 ,
3 4 1

 
 − 
 − 

 причем ∆ = det W(х(0)) = –40.

 

Следовательно, матрица W(х(0)) – невырожденная. Составим обрат-
ную ей матрицу 

W–1(х(0)) = 

3 1 1
8 8 815 5 5

1 7 1 314 2 6 .
40 20 20 20

11 7 1 11 7 1
40 40 40

 
 

− − −   
   − − − = −   
   − − 

 −
  

 

По формуле (3.41) получаем первое приближение  
 

х(1) = x(0) – W–1(x(0)) ⋅ f(x(0)) = 
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0,5
0,5
0,5

 
 =  
  

3 1 1
8 8 8
7 1 3
20 20 20
11 7 1
40 40 40

 
 
 
 − − 
 
 −
  

0,25
1,25
1,00

− 
 ⋅ − 
 − 

0,5
0,5
0,5

 
 = + 
  

0,375 0,875
0 0,500 .

0,125 0,375

   
   =   
   −     

Аналогично находятся последующие приближения. Решение задачи 
в MathCAD показано на рис. 3.22. 

 

Останавливаясь на приближении x(3), будем иметь в качестве реше-
ния: x = 0,785; y = 0,497; z = 0,37. 

Рис. 3.22 
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3.11. Решение систем уравнений 
средствами Excel и MathCAD 

 
Решение систем средствами Excel. Широкий класс экономических 

и инженерных задач составляют задачи оптимизации. Эти задачи 
предполагают поиск значений аргументов, приводящих целевую 
функцию к минимальному или максимальному значению при условии 
соблюдения ряда дополнительных ограничений. Excel располагает 
мощным средством для решения оптимизационных задач. Это уже 
известный нам инструмент надстройки Поиск решения.  

Задачу решения системы можно свести к оптимизационной задаче. 
Для этого одно из уравнений можно взять в качестве целевой функции, 
а оставшиеся рассматривать в качестве ограничений.  

Пусть дана система вида 
 

1 1 2

2 1 2

1 2

( ; ;...; ) 0,
( ; ;...; ) 0,

( ; ;...; ) 0.

=
 =


 =



n

n

n n

f x x x
f x x x

f x x x

 (3.42) 

 

Тогда задача оптимизации для Поиска решения может звучать 
следующим образом. Найти значения X = (x1, x2, …, xn), обращающие 
первое уравнение системы (3.42) в тождество при n – 1 ограничении, 
представленными оставшимися уравнениями. Решение данной задачи 
рассмотрим на примере. 

Пример. Решить систему 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

8 2 8 24,
2 2 10 48,
2 4 8 18.

+ − = −
− − − = −
− + + =

x x x
x x x
x x x

 

 

Решение.  
Для решения рассматриваемой 

системы разместим в ячейках теку-
щего листа A1, B2, D2, A6:A9 соот-
ветствующие поясняющие тексты 
(заголовки), в интервале A3:C5 – элементы матрицы A, а в интервале 
D3:D5 – элементы вектора B. Интервал B7:B9 зарезервируем под ис-
комое решение – вектор X (рис. 3.23). Запишем выражения для вычис-
ления значений функций, стоящих слева в уравнениях системы. Отве-

Рис. 3.23 



 

77 

дем под эти формулы интервал C7:C9 текущего рабочего листа. 
В ячейку C7 введем формулу = A3 * $B$7 + B3 * $B$8 + C3 * $B$9 – D3 
и скопируем ее в C8 и C9. В них появятся соответственно  
= A4 * $B$7 + B4 * $B$8 + C4 * $B$9 – D4 и = A5 * $B$7 +  
+ B5 * $B$8 + C5 * $B$9 – D5. Обратившись к пункту меню Сер-
вис⇒Поиск решения, в окне диалога (рис. 3.24) зададим параметры 
поиска. Установим целевую ячейку C7 равной нулю, решение в изме-
няемых ячейках B7:B9. Ограничения заданы формулами в ячейках C8 
и С9. После щелчка по кнопке Выполнить в интервале B7:B9 полу-
чим результат (рис. 3.25) – решение заданной системы.  

 
 

 
Решение систем средствами MathCAD. MathCAD представляет до-

полнительные возможности для решения систем линейных и нелиней-
ных уравнений с числом уравнений и переменных, не превышаю-
щих 50. Эта возможность реализуется с помощью блока Given в соче-
тании с функциями Find или Minerr. При этом важно правильно 
оформить поставленную задачу. Для этого необходимо выполнить 
следующее: 

1) задать начальное приближение для всех неизвестных, входящих 
в систему уравнений;  

2) напечатать ключевое слово Given. Оно указывает MathCAD, что 
далее следует система уравнений; 

3) ниже или правее слова Given ввести уравнения и неравенства, 
входящие в систему, используя при наборе символ «=» (сочетание кла-
виш [Ctrl]+=). Между левыми и правыми частями неравенств может 
стоять любой из символов <, >, ≥ и ≤; 

4) ввести любое выражение, которое включает функцию Find(), 
например, а:= Find(х, у) или аналогичное выражение с функцией 
Minerr. В качестве аргументов этих функций нужно указать перемен-
ные, значения которых находим. Данные функции возвращают реше-

Рис. 3.24 
Рис. 3.25 
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ние системы уравнений. Число аргументов должно быть равно числу 
неизвестных. 

Замечание. Функция Find применяется, если мы хотим найти 
точное решение системы, функция Minerr – если система не может 
быть решена точно и мы хотим найти наилучшее приближение, обес-
печивающее минимальную погрешность. 

В том случае, если решение не может быть найдено при заданном 
выборе начального приближения, появится сообщение в красной рам-
ке Did not find solution – решение не найдено. 

Пример. Решить систему уравнений
2 2

1,4 cos( 1) 1,
0,4 0,5 1

⋅ − =


⋅ − ⋅ =

x
x y

 в 

MathCAD с точностью ε = 10–6. Графически показать решения системы. 
Решение .  Решение поставленной задачи показано на рис. 3.26. 

Рис. 3.26 

корня 

корня 

Графическое представление задачи 
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В случае если необходимо найти решение при различных началь-
ных приближениях или система зависит от параметров, имеет смысл 
решение определить как функцию. В этом случае не нужно задавать 
начальные приближения перед началом блока Given – Find. Началь-
ные приближения задаются в качестве аргументов функции – решения. 

Пример. Найти одно решение системы уравнений: 
 

2 2

cos( 1) 1,
1

⋅ − =


⋅ − ⋅ =

a x
b x c y

 
 

с точностью ε = 10–6 при заданных значениях параметров:  
 

1) a = 4, b  = 0,2, c = 10;        2) a = 5, b = 10, c = 1. 
 

Решение. Решение поставленной задачи показано на рис. 3.27. 

Аналогично решаются системы линейных уравнений. Во многих 
случаях решение системы уравнений может быть найдено не только 
численно, но и аналитически. Для этого также используется блок Giv-
en и функция Find, но вместо знака равенства после функции следует 
поставить знак символьного преобразования –> (Ctrl+). 

Пример. Решить аналитически систему нелинейных уравнений, за-
висящую от параметра а: 

2 2π ,
2 2,

1.

 + ⋅ =
− ⋅ − =
 − =

x y a
x z

y z
 

Решение .  Решение данного примера в MathCAD показано на 
рис. 3.28. Результаты решения задачи записываются в виде матрицы, 
каждый столбец которой соответствует тройке (x; y; z). 

 

Рис. 3.27 

корня 
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Лекция 4. МЕТОДЫ ИНТЕРПОЛИРОВАНИЯ  

И ЭКСТРАПОЛЯЦИИ ФУНКЦИЙ 
 

4.1. Основные понятия и постановка  
задачи интерполяции функции 

 
Интерполирование первоначально рассматривалось как нахожде-

ние промежуточных значений функции по известным значениям за-
данных узлов (термин «интерполирование» означает «чтение между 
строк»).  

Интерполирование – задача обратная табулированию. При табули-
ровании по аналитически заданной функции находят значения в узлах, 
а при интерполировании – по узловым значениям находят промежу-
точные значения функции. 

 

x x1 x2 … xn 
f(x) f(x1) f(x2) … f(xn) 

 

С геометрической точки зрения это озна-
чает, что между интерполяционными узлами 
можно провести линию, соответствующую 
выбранной функции. 

Основной задачей интерполирования явля-
ется подбор функции, приближающей ее зна-
чения к значениям в заданных узлах. Из рис. 4.1 следует, что выбор 
такой функции неоднозначен. А такие задачи решать сложно.  

Рис. 3.28 

 

y 

x Рис. 4.1 
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Однако если на искомую функцию наложить дополнительные 
ограничения, то в этом случае задача может быть решена. 

Задача интерполяции состоит в следующем: заданы точки (xi; yi), 
1,=i n , требуется найти функцию τ(x), которая проходит через эти 

точки (рис. 4.1), т. е. 
τ(xi) = yi, 1,=i n . (4.1) 

Точки (xi, yi) называют узлами интерполяции, а функцию τ(x) – ин-
терполирующей функцией, или интерполянтом.  

Как правило, в качестве интерполирующей функции используют 
обобщенный многочлен τ(х) на системе линейно-независимых функ-
ций.  

Линейно-независимыми называются функции, линейная комбина-
ция которых 0 0 1 1λ φ ( ) λ φ ( ) ... λ φ ( )+ + + m mx x x  равна 0, в случае, когда 

все λk = 0 ( 0,=k m ).  
Если ϕ1(х), ϕ2(х), …, ϕm(х) – система линейно-независимых функ-

ций, то обобщенный многочлен τ(х) на системе линейно-независимых 
функций примет вид  

0 0 1 1τ( ) λ φ ( ) λ φ ( ) ... λ φ ( )= + + + m mx x x x . 
Совокупность функций ϕ1(х), ϕ2(х), …, ϕm(х) называется системой 

Чебышева на отрезке [a; b], если любой обобщенный многочлен по 
этой системе, у которого хотя бы один из коэффициентов отличен от 
нуля, имеет на данном отрезке не более n корней. 

Справедливо следующее утверждение: для любого n + 1 узла x0, 
x1, …, xn  на [a; b] существует единственный обобщенный интерполя-

ционный многочлен 
0

τ( ) λ φ ( )
=

= ∑
m

k k
k

x x  тогда и только тогда, когда си-

стема функций ϕk(х), k = 0,m  являлась системой Чебышева на данном 
промежутке. Пусть интерполирующая функция имеет следующий вид: 

0 0 1 1

0
τ( ) τ( , ) φ ( ) φ ( ) ... φ ( ) φ ( ),

=

= = + + + = ∑


m

m m k k
k

x C x c x c x c x c x  (4.2) 

где ϕ0(x), ϕ1(x), …, ϕm(x) – базисные функции.  
Используя условие (4.1) и выражение (4.2), получаем систему 

уравнений  
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0 0 0 0 1 1 0 0 0

1 0 0 1 1 1 1 1 1

0 0 1 1

τ( , ) φ ( ) φ ( ) ... φ ( ) ,

τ( , ) φ ( ) φ ( ) ... φ ( ) ,
............................................................................

τ( , ) φ ( ) φ ( ) ... φ (

= + + + =

= + + + =

= + + +







m m

m m

n n n m m n

C x c x c x c x y

C x c x c x c x y

C x c x c x c x ) .






 = ny

 (4.3) 

 

Система (4.3) будет иметь единственное решение в случае, когда: 
1) число точек (xi; yi), 0,=i n  равно числу коэффициентов ck, 

0,=k m ; 
2) система уравнений (4.3) является невырожденной, т. е. опреде-

литель системы ∆ ≠ 0. 
Таким образом, если выполняются вышеуказанные условия, то че-

рез точки (xi; yi) проходит единственная функция 
0

τ( , ) φ ( )
=

= ∑


m

k k
k

C x c x .  

Вид обобщенного многочлена τ(x) определяет способ интерполя-
ции. Существуют три основные группы функций, широко применяе-
мых в численном анализе. Первая включает в себя линейные комбина-
ции функций 1, х, х2, …, хn, что совпадает с классом всех многочленов 
степени n. Вторую образуют функции 1, sin(x), cos(x), …, sin(nx), 
cos(nx). Этот класс имеет отношение к рядам Фурье и интегралу 
Фурье. Третья образуется функциями 1 2, , ..., .nа ха х а хе е е  Эти функции 
встречаются в реальных ситуациях при решении задач накопления и 
распада. Если в качестве системы линейно-независимых функций в 
обобщенный многочлен входят степенные функции {1, х2, …, хn} – 
интерполяцию называют алгебраической; {sin(x), cos(x), …, sin(nx), 
cos(nx)} – тригонометрической; { 1 2, , ..., nа ха х а хе е е } – экспоненциальной. 

 
4.2. Алгебраическое интерполирование 

 
На практике в качестве интерполирующей функции τ(x) часто ис-

пользуются алгебраические полиномы, так как их легко вычислять, 
дифференцировать и интегрировать. При этом интерполяция носит 
название алгебраической.  

Для однозначности решения этой задачи потребуем, чтобы искомой 
функцией был многочлен степени, на единицу меньшей, чем число 
заданных узлов, и в узловых точках значения совпадали. В этом случае 
базисными функциями будут:  
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ϕ0(x) = x0 = 1, ϕ1(x) = x 1 = x, ϕ2(x) = x 2, …, ϕn – 1(x) = x n – 1, ϕn(x) = xn , 
 

а интерполяционный многочлен будет иметь вид 
 

τ(x) = Ln(x) = с0 + с1 ⋅ x  + с2 ⋅ x2 + … + сn ⋅ xn.                  (4.4) 
 

Существуют различные подходы к определению неизвестных па-
раметров интерполяционного многочлена. Основные из них:  

1) с помощью составления системы линейных уравнений; 
2) по формуле Лагранжа; 
3) по формулам Ньютона. 
 

4.3. Определение параметров алгебраического интерполирования 
с помощью составления системы линейных уравнений 

 
Согласно основному интерполяционному тождеству (4.1), подста-

вив в функцию (4.4) узловые значения, получим систему уравнений 
 

2

0 1 0 2 0 0 0

2

0 1 1 2 1 1 1

2

0 1 2

... ,

... ,
..............................................,

... .

 + + + + =

+ + + + =

+






 + + + =

n
n

n
n

n
n n n n n

c c x c x c x y

c c x c x c x y

c c x c x c x y

. (4.5) 

 

В матричной форме эта система будет выглядеть как A ⋅ C = B,  
 

где 

2

0 0 0

2

1 1 1

2

1
1

1

 
 
 =
 
 
  





    



n

n

n
n n n

x x x
x x x

A

x x x

 – матрица Ван дер Монда; 

            

0

1

 
 
 =
 
 
 



n

y
y

B

y

; 

0

1

 
 
 =
 
 
 



n

c
c

C

c

. 

 

Решением системы (4.5) будет С – вектор искомых коэффициентов 
многочлена. Так как определитель матрицы Ван дер Монда всегда от-
личен от нуля (при xi ≠ xj), то система (4.5) будет иметь единственное 
решение. Его можно найти матричным способом: C = A–1 ⋅ B. 
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Таким образом, через заданные на интервале [a; b] точки (xi; yi), 
0,=i n  всегда можно провести единственный интерполяционный мно-

гочлен τn(x) = с0 + с1 x + с2 x 2 + … + сn xn, коэффициенты которого 
находятся в результате решения системы (4.5). 

Пример. Определить интерполяционный многочлен для функции, 
заданной таблично. 

x 0 1 2 
f(x) 1 1 3 

 

Решение .  Так как функция, заданная таблично, имеет три узловые 
точки, то степень интерполяционного многочлена будет равна  
n – 1 = 3 – 1 = 2. А значит, его мы можем записать в общем виде как 
τ2(x) = с0 + с1 x1 + с2 x2. Согласно основному интерполяционному тож-
деству, подставив узловые точки в многочлен, получим систему ли-
нейных уравнений: 

2
0 1 2

2
0 1 2

2
0 1 2

0 0 1,

1 1 1,

2 2 3.

 + ⋅ + ⋅ =


+ ⋅ + ⋅ =
 + ⋅ + ⋅ =

c c c

c c c

c c c
 

Решение данной системы удобно выполнять в математических па-
кетах Microsoft Excel или MathCAD. 

Реализация алгебраической интерполяции в Microsoft Excel показа-
на на рис. 4.2 и 4.3.  
 

Рис. 4.2. Нахождение параметров алгебраической интерполяции в Microsoft Excel 
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Реализация алгебраического интерполирования в MathCAD показа-
на на рис. 4.4.  

Значит, искомый многочлен будет иметь вид τ2(x) = 1 – x + x2. 

Рис. 4.4. Нахождение параметров алгебраической интерполяции MathCAD 

Рис. 4.3. Макет расчетной таблицы 
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4.4. Алгебраическое интерполирование  
с помощью формулы Лагранжа 

 
Интерполирование с помощью систем линейных уравнений являет-

ся громоздким и зачастую неоправданным. Существует общий подход 
к построению интерполяционных многочленов. Подберем такую 
функцию F(х), которая в узловом значении х0 равна 1, а в остальных 
узлах равна 0, т. е. 

F(х0) = 1, F(хi) = 0, хi ≠ х0. 
 

Такую функцию мы можем представить в следующем виде: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1

0 1 0 2 0 1 0

...

...
−

−

− ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ −
=

− ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ −
n n

n n

x x x x x x x x
F x

x x x x x x x x
. 

 

Построим многочлен, который в точке х0 принимает значение f(х0), 
а в остальных узловых точках обращается в 0. Он будет иметь вид 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )1 2

0 0
0 1 0 2 0

....
...

− ⋅ − ⋅ ⋅ −
= ⋅

− ⋅ − ⋅ ⋅ −
n

n

x x x x x x
F x f x

x x x x x x
. 

 

Аналогичным образом определяется многочлен, принимающий 
значение f(х1) в точке х1, а в остальных узловых точках равный 0 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )0 2

1 1
1 0 1 2 1

....
...

− ⋅ − ⋅ ⋅ −
= ⋅

− ⋅ − ⋅ ⋅ −
n

n

x x x x x x
F x f x

x x x x x x
. 

 

Обобщив результаты, можно записать подобные функции для всех 
узловых точек, т. е. функции вида 

 

Fj(x) =
( ), если  = ,

0,      если  .
j j

j

f х x x
х х


 ≠

 

 

Они будут выглядеть так: 
 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 1

0 1 1 1

... ( ) ...

... ...
j j n

j j
j j j j j j j n

x x x x x x x x x x
F x f x

x x x x x x x x x x
− +

− +

− ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ −
=

− ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ −
. 

 

Тогда интерполяционный многочлен может быть записан в виде 
суммы представленных выше многочленов и называется интерполяци-
онной формулой Лагранжа 
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0

( )
τ ( ) = ( )

( ) ( )

n
i

n
i i i

f x
x W x

x x W x=

⋅
′− ⋅∑ , (4.6) 

где 
0

( ) ;
=

= −∏
n

j
j

W x x x  

0

( ) .
=
≠

′ = −∏
n

i i j
j
j i

W x x x  

Полином Лагранжа удобно использовать, если требуется находить 
приближения различных функций, заданных в одних и тех же узловых 
точках. В таких случаях можно предварительно вычислить коэффици-
енты Лагранжа по формуле 

( ) , 0, .
( ) ( )

=
′− ⋅i i

W x i n
x x W x

 

Пример. Составить интерполяционный многочлен для следующих 
функций, заданных таблично, построить их графики.  

 

x 0 1 2  x 0 1 2 
у 1 1 3  у –5 1,45 3,76 

 

Решение .  Реализацию формулы Лагранжа для интерполяции 
функций в Excel покажем на рис. 4.5 и 4.6. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Рис. 4.5. Интерполирование с помощью формулы Лагранжа 
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Реализацию формулы Лагранжа для интерполяции функций в 
MathCAD покажем на рис. 4.7. 

Частный случай формулы Лагранжа. Пусть на отрезке [a; b] задана 
система равноотстоящих узлов х0, х1, …, хn, которыми отрезок делится 
на n равных частей: 

Рис. 4.6. Макет расчетной таблицы в Microsoft Excel 

Рис. 4.7. Реализация интерполяционной формулы Лагранжа в MathCAD 
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1 const,−− = =i ix x h  где 1, .=i n  
В этом случае интерполяционный многочлен Лагранжа строится на 

равноотстоящих узлах и имеет более удобный вид. Преобразуем фор-

мулу, введя новую переменную 0−
=

x x
t

h
, где h = −b a

n
. Так как для 

равностоящих узлов xi + 1 = xi + h, то можем записать: 
 

x = h ⋅ t + x0 ⇒ x – x0 = h ⋅ t; 
x – x1 = h ⋅ t+ x0 – x0 – h = (t – 1) ⋅ h ⇒  x – x1 = (t–1) ⋅ h; 
x – x2 = x – x1 – h = (t – 1) ⋅ h – h = x – x2 = (t – 2)  ⋅ h ⇒  x – x2 = (t – 2) ⋅ h. 

 

Обобщив алгоритм, можем записать, что 
 

x – xi = (t – i) ⋅ h.                                    (4.7) 
 

Используя равенство (4.8), выражение  
 

0 1 2( ) ( )( )( )...( )nW x x x x x x x x x= − − − −  
 

перепишем в виде 
 

1( ) ( 1) ( 2) ... ( ).+= ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ −nW x h t t t t n                              (4.8) 
 

Учитывая, что 0 , 0, ,= + =ix x ih i n  найдем: 

0

1 0 1 0

2 0 2 0

;
( ) ( ) ( 1);
( ) ( ) 2 ( 2);

и т. д.

− = ⋅
− = − − − = ⋅ − = ⋅ −
− = − − − = ⋅ − = ⋅ −

i

i i

i i

x x h i
x x x x x x h i h h i
x x x x x x h i h h i

   

Обобщив алгоритм, можем записать 
 

0 0( ) ( ) ( ).− = − − − = ⋅ − ⋅ = ⋅ −i n i nx x x x x x h i h n h i n          (4.9) 
 

На основании выражения (4.9) получим: 
 

0 1 1 1( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ... ( )

( 1) ( 2) ...1 ( 1) ... ( ( )),
− +′ = − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − =

= ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − −
i i i i i i i i n

n

W x x x x x x x x x x x

h i i i n i
 

 

т. е.    ( ) ( 1) ! ( )!−′ = − ⋅ ⋅ ⋅ −n i n
iW x h i n i .              (4.10) 

 

С учетом равенств (4.7), (4.8) и (4.10) получим частный случай 
формулы (4.6) для равноотстоящих узлов: 
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1

0

( 1) ( 2) ... ( )( )
( 1) ( ) ! ( )!

+

−
=

⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ −
= =

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ −∑
nn

n i n i n
i

h t t t t nL t y
h t i h i n i

0

0

( )

( 1) .
!( )!

=
≠−

=

−

−
−

∏
∑

n

kn
k in i

i
i

t k

y
i n i

 (4.11) 

 
4.5. Понятие конечных разностей. Связь между конечными  

разностями и узловыми значениями 
 

Во многих случаях интерполяционный многочлен Лагранжа явля-
ется громоздким при многократных вычислительных процедурах. 
Для равноотстоящих узлов или при изменении числа узлов удобнее 
пользоваться интерполяционными формулами Ньютона.  

Введем некоторые понятия. 
Пусть таблично задана функция: 
 

x x0 x1 … xn 
у y0 y1 … yn 

 

Конечными разностями 1-го порядка будем называть выражения 
вида: 

0 1 0

1 2 1

2 3 2

1 1

,
,
,

....................,
.− −

∆ = −
∆ = −∆ = −


∆ = − n n n

у у у
у у у
у у у

у у у

 ; 2-го порядка – 

2
0 1 0

2
1 2 1

2
2 1 2

,

,
...........................,

.− − −

∆ = ∆ − ∆

∆ = ∆ −∆


∆ = ∆ −∆ n n n

у у у

у у у

у у у

 и т. д. 

 

Как правило, вычисление конечных разностей сводится в таблицу.  
 

х у ∆у ∆2у ∆3у ∆4у  
х0 y0      
х1 y1 ∆y0     
х2 y2 ∆y1 ∆2y0    
х3 y3 ∆y2 ∆2y1 ∆3y0   
х4 y4 ∆y3 ∆2y2 ∆3y1 ∆4y0  

 

Очевидно, что число конечных разностей на единицу меньше, чем 
число узлов интерполяционной функции. 

Конечные разности многочлена можно выразить через значение 
функции в узловых точках: 
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∆y0 = y1 – y0; 
∆2y0 = ∆y1 – ∆y0= у2 – у1 – у1 + у0 = у2 – 2у1 + у0; 
∆3y0 = ∆2y1 – ∆2y0 = ∆y2 – ∆y1 – (у2 – 2у1 + у0) у3 – у2 – у2 + у1 – у2 + 2у1 – у0 = 

= у3 – 3у2 + 3у1 – у0. 
 

Продолжая этот процесс, можно заметить, что коэффициенты перед 
соответствующими уi в представлении конечных разностей являются 
коэффициентами бинома Ньютона: 0 1 2, , , ..., i

к к к кС С С С . Тогда конечные 
разности в общем виде можно записать так: 

0
0

( 1) −

=

∆ = − ⋅ ⋅∑
k

к k i i
k i

i
у C y . (4.12) 

Аналогичным образом можно представить ∆к
iу . 

Часто важнее бывает выразить значения функции через конечные 
разности: 

 

y1 = y0 + ∆y0; 
y2 = y1+∆y1 = y0+∆у0 + ∆у1 = у0+∆у0+∆у0 +∆у1 – ∆у0 = у0+2∆у0 +∆2у0; 
y3 = y2 + ∆y2 = у0+∆у0 +∆у1 + ∆у2 = у0+3∆у0+3∆2у0 +∆3у0 и т. д. 
 

Заметим, что коэффициенты слагаемых являются коэффициентами 
бинома Ньютона. Тогда значение функции, соответствующей k-й узло-
вой точке, может быть определено по формуле 

 

( ) 2
0 0 0 0 0 0

0

1
...

2! =

−
= + ⋅∆ + ∆ + + ∆ = + ⋅∆∑

k
к i i

к k
i

k k
у у k у у у y C y . (4.13) 

 
4.6. Интерполяционные формулы Ньютона  

для равноотстоящих узлов 
  

В силу единственности многочлена степени n, построенного по  
n + 1 узловым значениям функции f(х), формула Ньютона является 
разновидностью записи интерполяционного многочлена. Однако дан-
ная формула удобнее в случае, когда вычисления производятся для 
сеточных функций с разным количеством узлов. При этом добавление 
нового узла интерполирования приводит лишь к добавлению одного 
слагаемого интерполяционного многочлена, в то время как по формуле 
Лагранжа приходится делать пересчет всей таблицы.  

В начале таблицы используют первую интерполяционную формулу 
Ньютона, а в конце – вторую. Рассмотрим один из способов построе-
ния первой интерполяционной формулы. 
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Пусть некоторая функция f(х) задана табличными значениями 
у0 = f(х0); у1 = f(х1); ...; уn = f(хn) в равноотстоящих узлах интерполяции 
{х0, х1 = х0 + h; ...; хn = x0 + n⋅h}. Требуется построить интерполяцион-
ный полином Ньютона Ln(х) степени n, при котором 

 

Ln(х0) ≡ у0; Ln(х1) ≡ у1; ...; Ln(хn) ≡ уn. 
 

Будем искать полином в виде 
 

Ln(x0) = a0 + a1(x – x0) + a2(x – x0)⋅(x – x1) + ...+ 
+ an(x – x0) ( x – x1) ⋅...⋅ (x – xn), 

 

где аi – неизвестные коэффициенты.  
Для того чтобы найти а0, положим х = х0. Очевидно, что при этом 

Ln(х0) ≡ у0. Но так как все члены уравнения, кроме первого, содержат 
сомножитель (x – x0), следовательно, они все станут равными нулю, т. е. 
а0 ≡ у0. Для того чтобы найти а1, положим х = х1. Повторив все рассуж-
дения и учитывая, что значение полинома в указанной точке будет 
тождественно равно у1, после подстановки в формулу х1 имеем 

 

Ln(x1) = a0+ a1⋅(x1 – x0) = у0 + а1 ⋅h = у1. 
 

Все остальные сомножители при неизвестных коэффициентах аi 
будут равны нулю. Преобразуя последнее выражение, находим а1 как 
а1 = ∆1/h, где ∆1 = Ln(х0 + h) – Ln(х0) = у1 – у0 . Для того чтобы определить 
а2, положим х = х2 и, рассуждая аналогично, определим третий коэф-
фициент как a2= ∆2 /(2! h2).  

Подставляя в выражение последовательно все хn, приходим к об-
щей формуле для получения коэффициентов аi: 

 

ai =∆i /(i!⋅hi). 
 

Тогда интерполяционный многочлен Ньютона для равноотстоящих 
узлов будет выглядеть следующем образом: 

( )
1

1 2
0 0 0 12

0

( ) ( )( ) ( ) .
1! 2! !

−

=

∆∆ ∆
= + − + − − + + −

⋅ ⋅ ⋅ ∏

n
n

n in
i

L x y x x x x x x x x
h h n h

 

Сделав в данной формуле замену переменных t = (х – х0) / h, где h – 
шаг интерполирования, получаем первую интерполяционную формулу 
Ньютона: 

0 0
1

( 1) ... ( 1)( ) .
!=

⋅ − ⋅ ⋅ − +
= + ⋅∆∑

n
k

n
k

t t t kL x y y
k

                  (4.14) 
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Вторую интерполяционную формулу Ньютона получают, если уз-
лы интерполяции в Ln(х) берут в несколько ином порядке: 

 

Ln(x0) = a0 + a1 ⋅ (x – xn) + a2(x – xn)  ⋅ (x – xn –1) + ... 
+ an ⋅ (x – xn)  ⋅ (x – xn –1) ⋅ ... ⋅ (x – x0). 

Тогда, рассуждая, как и в случае первой интерполяционной форму-
лы, получаем искомую форму записи полинома Ньютона, которая из-
вестна как вторая интерполяционная формула:  

1
1 2

12
0

( ) ( ) ( ) ( )  ( ).
1! 2! !

−

−
=

∆∆ ∆
= + ⋅ − + ⋅ − ⋅ − + + ⋅ −

⋅ ⋅ ⋅ ∏

n
n

n n n n n in
i

L x y x x x x x x x x
h h n h

 

Выполнив подстановку t = (х – хn) / h, получим иную запись интер-
поляционного многочлена Ньютона: 

2
1

( 1) ... ( 1)( 1)
( ) ...   .

2! !
n

n n
t t t nt tL x y t

n
∆ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + −∆ ⋅ ⋅ +

= + ∆ ⋅ + + +  (4.15) 

Пример. Реализовать в Microsoft Excel и MathCAD первую и вто-
рую интерполяционные формулы для функции, заданной таблицей 
равноотстоящих узлов. 

 

x 0 1 2 3 4 
y –1,6 –2,305 –3,678 –10,96 –5,356 

 

Решение.  Реализация задачи в Microsoft Excel показана на 
рис. 4.8. 

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Рис. 4.8. Результаты применения первой и вто-

рой интерполяционных формул Ньютона 
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Решение задачи в MathCAD показано на рис. 4.9. 

На практике при определении промежуточных значений функции, 
заданной таблично, не всегда целесообразно привлекать в вычисли-
тельный процесс все конечные разности. Можно заметить, что доволь-
но хороший результат может быть получен при использовании уже 
конечных разностей выше третьего порядка. При этом первую интер-
поляционную формулу Ньютона целесообразно использовать для ин-

Рис. 4.9. Реализация первой и второй  
интерполяционных формул Ньютона для равноотстоящих узлов 
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терполирования в начале заданной таблицы, а при интерполировании в 
конце таблицы – вторую интерполяционную формулу. 

Пример. На отрезке [0; 4] в MathCAD протабулировать функцию  
sin( )( ) sin( )= + xf x x e , разбив его равномерной сеткой на 10 элементар-

ных отрезков. Для полученной таблицы реализовать интерполяцион-
ную формулу Ньютона, используя четыре конечные разности. 

Решение .  Решение задачи в MathCAD показано на рис. 4.10. 
 

 
 
 
 

Рис. 4.10. Реализация задачи в MathCAD 
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4.7. Интерполяционные формулы с центральными разностями 
 

При построении интерполяционных формул Ньютона используют-
ся лишь значения функции, лежащие по одну сторону от выбранного 
начального значения, т. е. эти формулы носят односторонний характер. 

Во многих случаях оказываются полезными интерполяционные 
формулы, содержащие как последующие, так и предшествующие зна-
чения функции по отношению к ее начальному значению. Наиболее 
употребительными из них являются те, которые содержат разности, 
расположенные в горизонтальной строке диагональной таблицы раз-
ностей данной функции, соответствующей начальным значениям x0 и 
y0, или в строках, непосредственно примыкающих к ней. Эти разности 
∆y–1, ∆y0, ∆2y–1, … называются центральными разностями, где xi = x0 + 
i⋅h (i = 0, ±1, ±2, …), yi = f(xi), ∆yi = yi + 1 – yi, ∆2yi = ∆yi + 1 – ∆yi и т. д. Их 
удобно записывать в таблицу. 

 

x y ∆y ∆2y ∆3y ∆4y ∆5y ∆6y ∆7y ∆8y 
x-4 y-4 ∆y-4        
x-3 y-3 ∆y-3 ∆2y-4 ∆3y-4      
x-2 y-2 ∆y-2 ∆2y-3 ∆3y-3 ∆4y-4 ∆5y-4    
x-1 y-1 ∆y-1 ∆2y-2 ∆3y-2 ∆4y-3 ∆5y-3 ∆6y-4 ∆7y-4  
x-0 y0 ∆y0 ∆2y-1 ∆3y-1 ∆4y-2 ∆5y-2 ∆6y-3 ∆7y-3 ∆8y-4 
x1 y1 ∆y1 ∆2y0 ∆3y0 ∆4y-1 ∆5y-1 ∆6y-2   
x2 y2 ∆y2 ∆2y1 ∆3y1 ∆4y0     
x3 y3 ∆y3 ∆2y2       
x4 y4         

 

Соответствующие интерполяционные формулы носят название ин-
терполяционных формул с центральными разностями. К их числу от-
носятся формулы Гаусса, Стирлинга и Бесселя.  

Существуют определенные рекомендации по применению этих 
формул. Так, формулу Гаусса и Бесселя целесообразно применять в 
случае, когда 0,25 ≤ t  ≤0,75, а формулу Стирлинга, если t ≤ 0,25, 

где 0 .
−

=
x x

t
h

 

Интерполяционные формулы Гаусса. Пусть имеется 2n + 1 равно-
отстоящих узлов интерполирования:  x–n, x–(n – 1), …, x –1, x0, x1, …, xn – 1, 
xn и для искомой функции y = f(x) известны ее значения в этих узлах 
yi = f(xi) (i = 0, ±1, ±2, …). 
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Требуется подобрать многочлен L2n(x) степени не выше 2n такой, 
что L2n(xi) = yi. 

Будем искать этот многочлен в виде 
 

L2n(x) = a0 + a1(x – x0) + a2(x – x0)⋅(x – x1) + a3(x – x–1)⋅(x – x0)⋅(x – x1) + 
+ … + a2n – 1(x – x–(n–1))⋅…⋅x0⋅…⋅(x – x(n–1))+a2n(x – x–n)⋅ … ⋅x0⋅ … ⋅(x – xn), 
 

где 
2

2 2(2 )!
−∆

=
⋅

n
n

n n

y
а

n h
. 

Введя переменную 0−
=

x x
t

h
 и понятие обобщенных степеней 

t[m] = t (t – 1)(t – 2) … (t – (m–1)), получим первую интерполяционную 
формулу Гаусса: 

[2] [3] [4]
2 3 4

2 0 0 1 1 2
( 1) ( 1)( ) ...

2! 3! 4!− − −

+ +
= + ⋅∆ + ⋅∆ + ⋅∆ + ⋅∆ +n

t t tL x y t y y y y  

[2 1] [2 ]
2 1 2

( 1)
( 1) ( 1) .

(2 1)! (2 )!

−
−

− − −

+ − + −
+ ⋅∆ + + ⋅∆

−

n n
n n

n n
t n t ny y

n n
                           (4.16) 

Первая интерполяционная формула Гаусса содержит центральные 
разности 2 3 4 5 6

0 1 1 2 2 3, , , , , , ... .y y y y y y− − − − −∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆  
Аналогично можно получить вторую интерполяционную формулу 

Гаусса, содержащую центральные разности 
 

2 3 4 5 6
1 1 2 2 3 3, , , , , , ... .y y y y y y− − − − − −∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆  

 

Вторая интерполяционная формула Гаусса имеет вид 
 

[2] [3] [4]
2 3 4

2 0 1 1 2 2
( 1) ( 1) ( 2)( ) ...

2! 3! 4!− − − −

+ + +
= + ⋅∆ + ⋅∆ + ⋅∆ + ⋅∆ +n

t t tL x y t y y y y

[2 1] [2 ]
2 1 2( 1) ( ) .

(2 1)! (2 )!

−
−

−

+ − +
+ ⋅∆ + ⋅∆

−

n n
n n

n n
t n t ny y

n n
                                        (4.17) 

 

Пример. Подобрать интерполяционный полином Гаусса для функ-
ции, заданной таблицей. 

 

 x 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 
y 1,552 1,67188 1,783 1,88463 1,976 2,05638 2,125 
 

Найти значение интерполяционного многочлена в точке х = 0,31. 
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Решение. Составляем таблицу конечных разностей, приняв  
x0 = 0,35, y0 = 1,8847. Так как разности третьего порядка практически 
постоянны, то в формуле Гаусса можно ограничиться конечными раз-
ностями третьего порядка. На основании этого можно сделать предпо-
ложение, что исходная функция является многочленом третьей степе-
ни.  

 

x y ∆y ∆2y ∆3y ∆4y 
0,2 1,552 0,119875    

0,25 1,67188 0,111125 –0,00875 –0,00075  
0,3 1,783 0,101625 –0,0095 –0,00075  

0,35 1,88463 0,091375 –0,01025 –0,00075  
0,4 1,976 0,080375 –0,011 –0,00075  

0,45 2,05638 0,068625 –0,01175   
0,5 2,125     

 

Применяя первую интерполяционную формулу Гаусса, будем 
иметь интерполяционный многочлен 

2 3
0 0 1 1

( 1) ( 1) ( 1)( ) .
2! 3!− −

⋅ − + ⋅ ⋅ −
= + ⋅∆ + ⋅∆ + ⋅∆

t t t t tL x y t y y y  

Для рассматриваемого примера определим 0,31 0,35 0,8.
0,05
−

= = −t  

Подставив в данную формулу значение переменной t = – 0,8, полу-
чим L(x) = 1,804109. 

Интерполяционная формула Стирлинга. Взяв среднее арифметиче-
ское первой и второй интерполяционных формул Гаусса (4.17) и (4.18), 
получим формулу Стирлинга 

3 32 2
21 0 2 1

2 0 1
( 1)( )

2 2 3! 2
− − −

−

∆ + ∆ ∆ + ∆⋅ −
= + ⋅ + ⋅∆ + ⋅ +n

y y y yt t tL x y t y  

5 52 2 2 2
4 3 2

2
( 1) ( 1) ( 2 )

4! 5! 2
− −

−

∆ + ∆⋅ − ⋅ − ⋅ −
+ ⋅∆ + ⋅ +

y yt t t t ty  

2 2 2
6

3
( 1) ( 2 )

6! −

⋅ − ⋅ −
+ ⋅∆ +

t t t y …+

2 2 2 2 2 2 2
2( 1) ( 2 ) ( 3 ) ... [ ( 1) ]

(2 )! −

⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − −
+ ⋅∆ n

n
t t t t t n y

n
+ 

+
2 1 2 12 2 2 2 2 2 2

( 1)( 1) ( 2 ) ( 3 ) ... [ ( 1) ]
(2 1)! 2

− −
− − −∆ + ∆⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − −

⋅
−

n n
n ny yt t t t t n

n
 (4.18) 
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Пример. Решить предыдущую задачу с помощью интерполяцион-
ной формулы Стирлинга. 

Решение. Для решения данной задачи можем воспользоваться 
таблицей конечных разностей, просчитанной в предыдущем примере. 
Тогда, реализуя формулу (4.19), в нашем случае интерполяционный 
многочлен Стирлинга примет вид 

 

( ) 1,88463= +L x t ⋅ (0,101625 + 0,091375) / 2 + t2 ⋅ (–0,01025) / 2 +  
+ t ⋅ (t2 – 1) ⋅ (–0,00075–0,00075) / 12. 

 
Подставив в данную формулу значение переменной t = –0,8, соот-

ветствующее значению переменной х = 0,31, получим L(x) = 1,804109. 
 

4.8. Понятие конечных разностей.  
Общий вид интерполяционной формулы Ньютона 

 
Для получения интерполяционной формулы Ньютона более общего 

вида введем следующие обозначения: 
– разностные отношения 1-го порядка: 

 

1 0
0 1

1 0

2 1
1 2

2 1

1
1

1

( , )

( , )

...........................

( , ) −
−

−

−∆ = −
 −
∆ = −



−
∆ = −

n n
n n

n n

у у
х х

х х
у ух х
х х

у у
х х

х х

  

 

– разностные отношения 2-го порядка: 
 

1 2 0 1
0 1 2

2 0

2 3 1 2
1 2 3

3 1

1 2 1
2 1

2

( , ) ( , )
( , , )

( , ) ( , )
( , , )

...........................
( , ) ( , )

( , , ) − − −
− −

−

∆ − ∆∆ = −
 ∆ − ∆
∆ = −



∆ − ∆
∆ = −

n n n n
n n n

n n

х х х х
х х x

х х
х х х х

х х x
х х

х х х х
х х x

х х

  

 
и т. д: 
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1 2 0 1 1
0 1

0

( , , ..., ) ( , , ..., )
( , , ..., ) −∆ − ∆

∆ =
−

к к
к

к

х х х х х х
х х x

х х
 разностные отноше-

ния к-го порядка. 
Вычисление разностных отношений, как и конечных разностей, 

сводится в таблицу. 
 

n xi yi ∆(xi, xi+1) ∆(xi, xi+1, xi+2) ∆(xi, xi+1, xi+2, xi+3) ∆(xi, …, xi+4) 
1 x0 y0     
2 x1 y1 ∆(x0, x1)    
3 x2 y2 ∆(x1, x2) ∆(x0, x1, x2)   
4 x3 y3 ∆(x2, x3) ∆(x1, x2, x3) ∆(x0, x1, x2, x3)  
5 x4 y4 ∆(x3, x4) ∆(x2, x3, x4) ∆(x1, x2, x3, x4) ∆(x0, x1, x2, x3, x4) 

 

На основании этой таблицы можно составить интерполяционный 
многочлен Ньютона, который представляется в виде  

0 0 1 0 0 0 0 1
1

0 1 0 1 2 0 1 0 1

( ) ( ) ... ( ) ( , ..., ) ( ) ( , )

( ) ( ) ( , , ) ... ( ) ... ( ) ( , , ..., ).

−
=

−

= + − ⋅ ⋅ − ⋅∆ = + − ⋅∆ =

= − ⋅ − ∆ + + − ⋅ ⋅ − ∆

∑
n

n i i
i

n n

L x y x x x x x x y x x x x

x x x x x x x x x x x x x x
 

Фактически для составления интерполяционного многочлена раз-
ностные отношения этого многочлена необходимо списать из верхней 
строки таблицы. 

Пример. Функция y = f(x) задана таблично. 
 

x 0,4 0,55 0,65 0,8 0,9 1,05 
y 0,41075 0,57815 0,69675 0,88811 1,02652 1,25380 

 

Построить интерполяционный многочлен Ньютона и найти его 
значение в точке x0 = 0,596. 

Решение. 
x y ∆(xi, xi+1) ∆(xi, xi+1, xi+2) ∆(xi, xi+1, xi+2, xi+3) ∆(xi, …, xi+4) 

0,4 0,4108     
0,55 0,5782 1,116    
0,65 0,6968 1,186 0,28   
0,8 0,8881 1,2757 0,3589 0,1973  
0,9 1,0265 1,3841 0,4335 0,213 0,034 

1,05 1,2538 1,5152 0,5244 0,2273 0,034 
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Из таблицы видно, что разностные отношения четвертого порядка 
постоянны. Поэтому будем интерполировать функцию многочленом 
Ньютона четвертого порядка. 

4 ( ) 0, 41075 ( 0,4) 1,116 ( 0,4)( 0,55) 0,28 ( 0,4)
( 0,55)( 0,65) 0,197 ( 0,4)( 0,55)( 0,65)( 0,8) 0,034.

= + − ⋅ + − − ⋅ + − ×
× − − ⋅ + − − − − ⋅
L x x x х x

х х x х х х
 

Подставив в полученный многочлен заданную точку, получим 
L4(0,596) = 0,63192. 

Замечание 1. Существует связь между разностными отношения-
ми и конечными разностями при равноотстоящих узлах. Эта связь вы-
ражается формулой  

 

0 1( , , ..., )
!

∆
∆ =

⋅

k

n k

yх х х
h k

. 
 

Замечание 2. Если интерполируемая функция является многочле-
ном n-й степени, то разностные отношения n-го порядка будут посто-
янными величинами, а отношение (n + 1)-го порядка равно 0. 

 
4.9. Погрешность алгебраического интерполирования 

 
Очевидно, что всякое интерполирование – это лишь приближенный 

подбор функции. Причем степень такого приближения может быть 
разная. Поэтому важной задачей является оценка погрешности интер-
полирования.  

Исходя из основного интерполяционного тождества, можно заме-
тить, что значения интерполируемой f(x) функции и интерполирующе-
го полинома ϕn(x) совпадают только в узлах интерполяции (xi; yi), 

0, .=i n  Между узлами функция ϕn(x) может вести себя произвольным 
образом, сколь угодно далеко отклоняясь от зависимости f(x). Опреде-
лить погрешность приближения можно, используя выражение для аб-
солютной ошибки ε = max|f(x) – ϕn(x)|. Однако такая оценка возможна 
только в том случае, когда исходная функция задана аналитически.  

Аналитически погрешность алгебраической интерполяции можно 
вычислить по следующей формуле: 

 

1 1

0

| ( ) |
| ( ) |( )

( 1)! ( 1)!
=

+ +

−
= =

+ +

∏
n

i
i

n n n

x x
W xr x M M

n n
,                   (4.19) 

где 1

1

( )

[ ; ]
max | ( ) |+

+
∈

= n
n

х a b
M f x  – максимальное значение (n + 1)-й произ-

водной функции f(x) по абсолютной величине на отрезке [a; b]. 
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Из формулы видно, что вклад в погрешность вносят три компонен-
ты: произведение разностей по абсолютной величине | ( ) |W x , макси-
мальное значение (n + 1)-й производной Mn+1 функции f(x) по абсо-
лютной величине на отрезке [a; b] и величина факториала (n + 1)!. 
Причем факториал и произведение разностей с увеличением n умень-
шают ошибку, однако порядок производной при этом растет. Для мно-
гих функций величина Mn+1 увеличивается быстрее, чем величина фак-
ториала в знаменателе. В результате полиномиальные интерполянты 
редко сходятся к обычной непрерывной функции. Для большинства 
функций с повышением степени интерполирующего полинома по-
грешность возрастает. Поэтому на практике использование интерпо-
лянтов выше пятой степени считается нецелесообразным. 

При равномерном разбиении исходного отрезка остаточный член 
интерполяции примет вид  

 

1

1 ( 1) ( 2) ... ( )( )
( 1)!

+
+

− ⋅ − ⋅ ⋅ −
= ⋅

+
n

n n
t t t nr x h M

n
. (4.20) 

 

Однако применение формул (4.19) и (4.20) затрудняется в сложно-
сти оценки величины Mn + 1. При интерполировании по формуле Нью-
тона эта задача решается проще – остаточный член вычисляется сле-
дующим образом: 

 

0

( ) ( ) ,
( 1)! =

∆
= ⋅ −

+ ∏
n n

n i
i

yr x x x
n

                            (4.21) 
 

где ∆n y  можно считать как среднее арифметическое конечных разно-
стей n-го порядка. 

Точность приближения зависит не только от числа узлов интерпо-
лирования, но и от их расположения на выбранном отрезке [a; b]. 
В простейшем случае выбирается равномерное расположение точек 
(xi; yi), 0,=i n  на интервале [a; b] с шагом h = (b – a)/(n – 1). Однако 
такое расположение узлов не является оптимальным с точки зрения 
лучшего приближения ϕ(x) к зависимости f(x). Оптимальным для ин-
терполяции является расположение узлов на интервале [a; b] по форму-
ле Чебышева  

 

1

(2 1)πcos
2 2 2 2+

+ − + = +  + 
i

a b b a ix
n

, 0,=i n . (4.22) 
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Рис. 5.1 

Лекция 5. ЧИСЛЕННОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ 
И ИНТЕГРИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ 

 
5.1. Встроенные возможности дифференцирования в MathCAD 

 
Система MathCAD дает пользователю широкий спектр возможно-

стей аналитического дифференцирования функций и нахождения зна-
чения производной в точке. Рассмотрим их: 

1) нахождение производной функции через меню (рис. 5.1); 
Чтобы найти первообразную функции в MathCAD необходимо: 
– записать выражение функции и выделить в его любом месте ар-

гумент (независимую переменную); 
– войти в меню Symbolics → Variable → Differentiate. 
Сделав эти действия, ниже записанного выражения функции по-

явится ее производная (рис. 5.1). 

 
В приведенном примере производной функции f(x) = cos(3x + 4) яв-

ляется функция ( ) 3sin(3 4);′ = − +f x x  
2) нахождение производной функции через значок интегрирования 

(рис. 5.2). 
Тот же самый результат можно получить через встроенный в 

MathCAD значок аналитического дифференцирования функций. 
Для этого достаточно сформировать дифференциальную запись произ-
водной функции через соответствующий встроенный значок 

cos(3 4)+
d x
dx

 и, находясь внутри записи этого интеграла, нажать на 



 

104 

значок аналитического вычисления →. Результат таких действий мож-
но увидеть на рис. 5.2. Хочется отметить, что аналогичным образом в 

MathCAD через значек 
n

n

d
dx

 можно найти производные более высоко-

го порядка (в случае если они существуют) (рис. 5.2); 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3) нахождение значений производных в MathCAD. 
Значение первой и пятой производной в MathCAD найдем на при-

мере уже рассмотренной выше функции f(x) = cos(3x + 4) в точках 

0
15 ;
4

= −x  1 3;=x  2 0,759.=x Реализация этого задания показана на 

рис. 5.3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5.2. Применение производной  
в прикладных задачах численных методов 

 
Большинство задач оценки погрешностей применяемого численно-

го метода сводится к нахождению наибольшего значения производных 
различного порядка на известном отрезке [a; b] от заданной функции, 
при условии того, что это задание функции аналитическое – y = f(x).  

Рис. 5.2 

Рис. 5.3 
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Из курса математики такая задача решается по схеме нахождения 
наибольшего и наименьшего значения функции y = f(x) на заданном 
отрезке [a; b], которая сводится к следующим действиям: 

1) для функции находятся точки подозрительные на экстремум. 
Для этого вычисляется первая производная от заданной функции, при-
равнивается к нулю и решается сформированное уравнение ( ) 0;′ =f x  

2) из точек подозрительных на экстремум (найденных в п. 1), отби-
раются только те, которые принадлежат заданному отрезку [a; b]; 

3) в отобранных точках (п. 2) определяются значения функции 
y = f(x); 

4) определяются значения функции y = f(x) на концах отрезка [a; b]: 
f(a) и f(b); 

5) из найденных значений функции п. 3–4 отбираются наибольшее 
и наименьшее значения. 

Рассмотрим, как может быть решена подобная задача изученными 
выше способами в MathCAD. 

Пример. Найти в MathCAD наибольшее и наименьшее значения 
второй производной функции y = (2х – 4)4 на отрезке [–3; 5]. 

Решение .  Реализация поставленной задачи в MathCAD показана 
на рис. 5.4.  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Для функции y = (2х – 4)4 на отрезке [–3; 5] наибольшее значение 
второй производной достигается на левой границе заданного отрезка 
а = – 3 и равняется 4800, а наименьшее – в точке x0 = 2 и равняется 0. 

 
 

Рис. 5.4 
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x 

g(x) 

f(A) 

f(B) 

А B 

у 
f(x) 

Рис. 5.5 

5.3. Общая характеристика численного  
дифференцирования функций 

 
Напомним, что производной функции в точке x0 называется предел 

отношения ее приращения к приращению аргумента при стремлении 
приращения аргумента к 0 и условии, что этот предел существует и 
конечен, т. е.  

0 0
0 0

( ) ( )
( ) lim .

∆ →

+ ∆ −′ =
∆x

f x x f x
f x

x
 

Если функция задана таблично, 
 

х х0 х1 х2 … хn 
y y0 y1 y2 … yn 

 

то приращение аргумента ∆х = хi – хi – 1, как бы оно мало ни было, все-
гда конечно и его нельзя устремить к нулю. А значит, от таких функ-
ций ее производную традиционными методами найти нельзя. Кроме 
того, встречаются случаи, когда функция задана аналитически, но 
очень громоздкой формулой. В перечисленных случаях, как правило, 
пользуются численным дифференцированием. Идея численного диф-
ференцирования следующая: вместо функции f(x) рассматривается 
некоторая «близкая» к ней функция   g(x), определяемая достаточно 
простой формулой, и поскольку f(x) ≈ g(x), постольку их производные, 
вероятно, близки 0 0( ) ( ).′ ′=f x g x  А если обобщить данный принцип, то 
он должен действовать и для производных более высокого порядка. 

Однако в действительности это, вообще 
говоря, не так: близость функции не пред-
определяет близость их производных. Это 
можно показать, опираясь на геометриче-
ский смысл производной 0( )′f x , выража-
ющей тангенс угла наклона касательной к 
графику функции у = f(x) в точке с абсцис-
сой х0 (рис. 5.5). Функции f(x) и g(x) близ-
ки, так как координаты точек двух графиков при одинаковых абсцис-
сах мало отличаются. Но направления касательных, проведенных к 
графикам (см., например, точку А рис. 5.5), различаются, а значит, не 
близки. На основании этого можно утверждать, что выдвинутая идея, 
вообще говоря, не работает.  
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Однако было доказано, что если в качестве приближающей функ-
ции g(x) использовать интерполяционный многочлен Лагранжа, по-
строенный в узлах, характеризующих динамику изменения исходной 
функции f(x), то выдвинутая гипотеза работает и в этом случае, даже 
возможно оценить возникающую при этом погрешность вычислений. 

 
5.4. Формулы численного дифференцирования  

для трех равноотстоящих узлов 
 
Имеются три узла х0, х1, х2, удаленные друг от друга на расстоя-

ние h. Интерполяционный многочлен Лагранжа в этом случае будет 
иметь вид:  

0 2 0 11 2
2 0 1 2

0 1 0 2 1 0 1 2 2 0 2 1

( )( ) ( )( )( )( )
( ) .

( )( ) ( )( ) ( )( )
− − − −− −

= + +
− − − − − −

x x x x x x x xx x x xL x y y y
x x x x x x x x x x x x

 

 

Введем вспомогательную переменную t = (x – x0)/h, тогда x = x0 + ht, 
и получаем 

2 0 1 2
1 1( ) ( 1)( 2) ( 2) ( 1) .
2 2

= − − − − + −L x t t y t t y t t y  

Тогда производную от этого приближения исходной функции мож-
но найти по правилу дифференцирования сложной функции  

( ) ( ) ( )2 2 2 0 1 2
1 1 1 1( ) ( ) ( ) (2 3) (2 2) (2 1) .

2 2
 ′ ′ ′′= = = − − − + − 
 

xt tL x L x t L x y t y t y t
h h

 
Аналогично для второй производной выражение будет иметь вид 

( ) ( )2 0 1 22

1( ) ( ) 2 .′′′′ = = − +f x L x y y y
h

 

Принимая во внимание, что x = x0 + ht при 0,2t =  значения первой 
и второй производных в заданных узлах можно найти по формулам: 

2

0 0 1 2 3
1 3 1( ) 2 ;

2 2 3
 ′ = − − + 
 

hf x y + y y M
h

 

2

1 0 2 3
1 1 1( ) ;

2 2 6
 ′ = − + 
 

hf x y + y M
h

 

2

2 0 1 2 3
1 1 3( ) 2 ;

2 2 3
 ′ = − + + 
 

hf x y y y M
h

 

( )0 0 1 2 32

1( ) 2 ;′′ = − + −f x y y y hM
h
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( )
2

1 0 1 2 42

1( ) 2 ;
12

′′ = − + −
hf x y y y M

h
 

( )2 0 1 2 32

1( ) 2 ,′′ = − + −f x y y y hM
h

 

где 
0 2

( )

[ ; ]
max ( ).
∈

= n

x xn x
f xM   

 
5.5. Формулы численного дифференцирования  

для четырех равноотстоящих узлов 
 

Для четырех равноотстоящих узлов х0, х1, х2, х3 первая производная 
в этих узлах будет вычисляться по формулам: 

( )
3

0 0 1 2 3 4
1( ) 11 18 9 2 ;

6 4
′ = − + − + −

hf x y y y y M
h

 

( )
3

1 0 1 2 3 4
1( ) 2 3 6 ;

6 12
′ = − − + − +

hf x y y y y M
h

 

( )
3

2 0 1 2 3 4
1( ) 6 3 2 ;

6 12
′ = − + −

hf x y y y + y M
h

 

( )
3

3 0 1 2 3 4
1( ) 2 9 18 11 ,

6 4
′ = − + − +

hf x y y y + y M
h

 

где 
0 3

( )

[ ; ]
max ( ).
∈

= n

x xn x
f xM   

Вторая производная в узлах вычисляется следующим образом: 

( ) 2
0 0 1 2 3 42

1 11( ) 2 5 4 ;
12

′′ = − + −f x y y y y + h M
h

 

( ) 2
1 0 1 2 42

1 1( ) 2 ;
12

′′ = − + −f x y y y h M
h

 

( ) 2
2 1 2 3 42

1 1( ) 2 ;
12

′′ = − −f x y y + y h M
h

 

( ) 2
3 0 1 2 3 42

1 11( ) 4 5 2 ,
12

′′ = − + −f x y y y + y + h M
h

 

где 
0 3

( )

[ ; ]
max ( ).
∈

= n

x xn x
f xM   

Хочется отметить, с увеличением количества узлов точность фор-
мул численного дифференцирования повышается и уменьшается с ро-
стом порядка производной. 
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5.6. Встроенные возможности интегрирования в MathCAD 
 

В MathCAD существуют широкие возможности как аналитическо-
го, так и численного интегрирования функций в автоматическом ре-
жиме. Продемонстрируем их: 

1) нахождение первообразной функции через меню (в случае, если 
она существует) рис. 5.6. 

Чтобы найти первообразную функции в MathCAD необходимо: 
– записать выражение функции и выделить в его любом месте ар-

гумент (независимую переменную); 
– войти в меню Symbolics → Variable → Integrate. 
 

Сделав эти действия, ниже записанного выражения функции по-
явится ее первообразная (рис. 5.6). В приведенном примере первооб-

разной функции f(x) = x2 является функция 
3

( ) ;
3

= +
xF x C  

2) нахождение первообразной функции через значок интегрирова-
ния (в случае, если она существует) рис. 5.7. 

Тот же самый результат можно получить через встроенный в 
MathCAD значок аналитического интегрирования функций. Для этого 
достаточно сформировать запись неопределенного интеграла через 
соответствующий встроенный значок 2∫ х dx  и, находясь внутри запи-

Рис. 5.6 
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си этого интеграла, нажать на значок аналитического вычисления →. 
Результат таких действий можно увидеть на рис. 5.7; 

 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

3) нахождение определенного интеграла через встроенную функ-
цию MathCAD. 

Интегрирование в MathCAD реализовано в виде вычислительного 
оператора, допускающего нахождение интегралов не только от функ-
ций одной переменной, но и функций нескольких переменных при по-
следовательном вычислении кратных интегралов. При этом пределы 
интегрирования могут быть как конечными, так и бесконечными, а 
значит, речь идет о вычислении как определенных, так и несобствен-
ных интегралов. А результат такого интегрирования может быть при-
веден как на множестве действительных, так и на множестве ком-
плексных чисел. 

Для удобства пользователя вычисление интеграла в MathCAD вы-
полняется с помощью значка определенного интеграла, реализуя 
принцип «как пишется, так и вводится».  

Чтобы получить результат интегрирования, следует ввести знак ра-
венства или символьного равенства. В первом случае интегрирование 
будет проведено численным методом, во втором – в случае успеха бу-
дет найдено точное значение интеграла с помощью символьного про-
цессора MathCAD.  

Например, следующие записи в MathCAD необходимо интерпрети-
ровать следующим образом: 

2
1

1

=1,494−

−
∫ xe dx  – интеграл посчитан численно с помощью встроен-

ных численных методик;  

Рис. 5.7 
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2
1

1

erf (1)−

−

→ π∫ xe dx  – интеграл посчитан точно с помощью встро-

енного символьного процессора, при этом 
2

1

0

2(1) .xerf e dx−=
π ∫   

Результаты численного и символьного вычисления интеграла 
2

1

1

−

−
∫ xe dx  в MathCAD показаны на рис. 5.8. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Хочется отметить, что символьное интегрирование возможно толь-
ко для сравнительно небольшого круга несложных подынтегральных 
функций. В случае, когда интегрирование функций завершается зна-
ком равенства «=», могут быть использованы следующие алгоритмы 
численного вычисления:  

– метод Ромберга – для большинства функций, не содержащих осо-
бенностей;  

– адаптивный метод – для функций, быстро меняющихся на интер-
вале интегрирования;  

– для несобственных интегралов с бесконечными пределами;  
– модифицированный метод Ромберга для функций, не определен-

ных на одном или обоих концах интервала интегрирования. 
По умолчанию выбор метода численного интегрирования остается 

за системой MathCAD. 
 

5.7. Общая характеристика методов  
численного интегрирования функций 

 
Известно, что определенный интеграл можно вычислить по форму-

ле Ньютона – Лейбница 

Рис. 5.8 
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( ) ( ) ( ) ( ).= −∫
b

b
a

a

f x dx = F x F b F a  

Однако класс интегрируемых функций довольно узкий.  

Например, интегралы 
2

, .
sin( )

−∫ ∫ xх dx e dx
x

 В данном случае подын-

тегральные функции этих интегралов не интегрируемы в элементар-
ных функциях, а сами интегралы считаются не берущимися.   

Кроме этого случая, часто приходится интегрировать функции, за-
данные таблично или графически. В таких ситуациях первообразная 
F(x) подынтегральной функции не известна. Как правило, для ее отыс-
кания используется интерполяция функций, заданных таблично или 
графически, с последующим интегрированием результата интерполи-
рования. Такой способ численного интегрирования дает достаточно 
точные результаты только при условии, что исходная функция заведо-
мо гладкая.  

Бывают случаи, когда подынтегральная функция задана аналитиче-
ски и интеграл берущийся, но первообразная сложна и слишком гро-
моздка для дальнейшего ее использования. 

Во всех этих случаях приходится прибегать к приближенному, 
численному нахождению определенных интегралов, заменяя подынте-
гральную функцию f(x) на «близкую» к ней, которая легко интегриру-
ется.  

 
5.8. Понятие квадратурной формулы.  

Квадратурные формулы Ньютона – Котеса 
 
Пусть приближенно требуется вычислить значение интеграла 

( )∫
b

a

f x dx.  При этом не исключаются случаи, когда подынтегральная 

функция f(x) на отрезке интегрирования [a; b] может иметь некоторые 
особенности. Так, например, могут существовать точки, в которых 
функция имеет резко изменяющиеся или разрывные производные 
внутри промежутка интегрирования. В таких ситуациях мы должны 
заранее освободиться от таких особенностей. Делается это путем раз-
ложения подынтегральной функции на 2 сомножителя, т. е. представ-
ление интеграла в виде 
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( ) ( ) ,⋅∫
b

a

p x f x dx  

где [a; b] – любой конечный или бесконечный отрезок числовой оси;  
р(х) – весовая функция (интегрируемая положительная на отрезке 

[a; b] функция), учитывающая особенности поведения 
подынтегральной функции; 

f(x) – гладкая функция (или сеточная (таблично заданная) функция). 
Такой интеграл можно приближенно оценить по формуле  

1
( ) ( ) ( ),

=

⋅ ≈ ⋅∑∫
b n

k k
ka

p x f x dx С f x  

где Ck – квадратурные коэффициенты;  
хk – квадратурные узлы отрезка [a; b]. 
Сама формула называется квадратурной формулой вычисления 

интеграла, а сумма, характеризующая правую часть этого приближен-
ного равенства, – квадратурной суммой.  

Можно заметить, что квадратурная сумма однозначно определяет-
ся 2n + 1 параметром: n значений квадратурных коэффициентов Сk, n 
значений квадратурных узлов хk и сам параметр n, который характери-
зует число точек (узлов сетки) разбиения отрезка [a; b]. Так как точ-
ность вычисления интеграла зависит от числа разбиений n, то значение 
n должно быть достаточно велико. Остальные же параметры должны 
быть подобраны так, чтобы сеточные значения функция при интегри-
ровании давали наилучшее приближение функций f(x). Если функция 
f(x) известна или задана таблицей значений f(xk) в некоторой системе 
узлов xk (k = 0, n ) и на выбор коэффициентов не налагаются дополни-
тельные ограничения, то используют интерполяционные квадратурные 
формулы.  Основой для таких формул служит полином Лагранжа.  

1. По узловым точкам строится интерполяционный многочлен Ла-
гранжа: 

1 2 1
0

0 0 1 0 2 0 1 0

( ) ( )( ) ... ( )( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ... ( )( )( )
−

= −

− − ⋅ ⋅ − −
= ⋅ = +

− − ⋅ ⋅ − −∑
nn

k n n
n kn

k n nk k

W x x x x x x x x x
L x f x f x

x x x x x x x xW x
 

0 2 1
1

1 0 1 2 1 1 1

( )( ) ... ( )( )
( )

( )( ) ... ( )( )
−

−

− − ⋅ ⋅ − −
+ +

− − ⋅ ⋅ − −
n n

n n

x x x x x x x x
f x

x x x x x x x x
 

0 1 3 1
2

2 0 2 1 2 3 1 1 1

( )( )( ) ... ( )( )
( )

( )( )( ) ... ( )( )
−

−

− − − ⋅ ⋅ − −
+ +

− − − ⋅ ⋅ − −
n n

n n

x x x x x x x x x x
f x

x x x x x x x x x x
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+ 0 1 2 4 1
3

3 0 3 1 3 2 3 4 3 1 1

( )( )( )( ) ... ( )( )
( )

( )( )( )( ) ... ( )( )
−

−

− − − − ⋅ ⋅ − −
+

− − − − ⋅ ⋅ − −
n n

n n

x x x x x x x x x x x x
f x

x x x x x x x x x x x x
 

0 1 2 4 1
3

3 0 3 1 3 2 3 4 3 1 1

( )( )( )( ) ... ( )( )
( ) ...

( )( )( )( ) ... ( )( )
−

−

− − − − ⋅ ⋅ − −
+ + +

− − − − ⋅ ⋅ − −
n n

n n

x x x x x x x x x x x x
f x

x x x x x x x x x x x x
 

0 1 2 3 2
1

1 0 1 1 1 2 1 3 1 2 1

( )( )( )( ) ... ( )( )
( )

( )( )( )( ) ... ( )( )
−

−
− − − − − − −

− − − − ⋅ ⋅ − −
+ +

− − − − ⋅ ⋅ − −
n n

n
n n n n n n n n

x x x x x x x x x x x x
f x

x x x x x x x x x x x x

0 1 2 3 2 1

0 1 2 3 2 1

( )( )( )( ) ... ( )( )
( )

( )( )( )( ) ... ( )( )
− −

− −

− − − − ⋅ ⋅ − −
+

− − − − ⋅ ⋅ − −
n n

n
n n n n n n n n

x x x x x x x x x x x x
f x

x x x x x x x x x x x x
, 

 

где 
( )

( ) ;=
−

n n
k

k

W x
W x

x x
 

0

( ).
=

= −∏
n

n k
k

W x x  

2. Считая f(x) = Ln(x), получаем 
 

1
( ) ( ) ( ),

b n

k k
ka

p x f x dx C f x
=

⋅ = ⋅∑∫  

где 1 ( ) ( )
( )

= ⋅∫
b

n
k kn

k k a

C W x p x dx
W x

 – интеграл от интерполяционного 

многочлена Лагранжа. 
Квадратурные формулы, у которых коэффициенты Ck определяют-

ся данным способом, называются квадратурными формулами Ньюто-
на – Котса (Котеса) порядка n в честь выдающихся ученых Исаака 
Ньютона и Роджера Котса. Эти квадратурные формулы позволяют 
производить численное интегрирование функций в одинаково отстоя-
щих друг от друга точках (узлах сетки). 

Пример 1. Вычислить коэффициенты Котеса C1(х0) и C1(х1) на от-
резке [a; b] для дифференцируемой подынтегральной функции f(x). 
Записать квадратурную формулу Ньютона – Котеса 1-го порядка для 

численного вычисления интеграла ( )∫
b

a

f x dx.  Сформулировать геомет-

рический смысл полученной формулы. 
Решение .  Условие задачи предполагает, что подынтегральная 

функция f(x) гладкая и непрерывная, а значит, не имеет особенностей 
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x 

y f(x) 

f(a) 

f(b) 

a b 
Рис. 5.9 

на отрезке интегрирования [a; b]. При этом значения функции f(x) 
определены в двух узлах х0 = a и х1 = b, а р(x) ≡ 1. 

Вычислим коэффициенты Котеса C1(х0) и C1(х1) на отрезке [a; b].  

01
1 0 0 11

10 10 0

1 1( ) ( ) ( )
( )

=
= = − = =

=−∫ ∫
b b

a a

x a
C x W x dx x x dx

x bx xW x
 

2 2 2
2

2 2( ) ( )1 22 2 2( )
2( )

− − + − − +
= − = = = =

− − − −∫
b

b
a

a

x b abx b ba b ab ax b dx
a b a b a b b a

  

2 2 22 ( ) ;
2( ) 2( ) 2
− + − −

= = =
− −

b ab a b a b a
b a b a

  

01
1 1 1 01

11 01 1

1 1( ) ( ) ( )
( )

=
= = − = =

=−∫ ∫
b b

a a

x a
C x W x dx x x dx

x bx xW x
 

2 2 2
2

2 2( ) ( )1 22 2 2( )
2( )

− − − + − +
= − = = = =

− − − −∫
b

b
a

a

x b aax ba a b ab ax a dx
b a b a b a b a

  

2 2 22 ( ) .
2( ) 2( ) 2
− + − −

= = =
− −

b ab a b a b a
b a b a

  

Запишем квадратурную формулу Ньютона – Котеса 1-го порядка 
для численного вычисления интеграла 

( ) ( )( ) ( ) ( ) .( ).
2 2 2
− − +

≈ + = −∫
b

a

b a b a f b f af x dx f a f b b a  

Сформулируем геометрический смысл 
полученной формулы: определенный инте-
грал по отрезку [a; b] (геометрически равный 
площади криволинейной трапеции) в первом 
приближении может быть подсчитан, как 
площадь прямоугольной трапеции с высо-
той, равной b – a и основаниями, равными 
соответственно f(a) и f(b) (рис. 5.9). 

Квадратурные формулы Ньютона – Котеса для равноотстоящих 
узлов на заданном отрезке. 

Приведем более простую запись квадратурных формул, которые 
применяются для вычисления интеграла  
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( )∫
b

a

f x dx  

с постоянной весовой функцией (p(x) ≡ 1) для равноотстоящих узлов: 
x0 = a; x1 = a + h, x2 = a + 2h, …, xn–1 = a + (n – 1)h, xn = a + nh = b на за-
данном конечном отрезке интегрирования [a; b]. Для этого случая 
квадратурная формула может быть переписана в виде  

0
( ) ( ) ( ),

=

≈ − ⋅ + ⋅∑∫
b n

n
k

ka

f x dx b a B f a k h  

где 0

0

( )
( 1)
! ( )!

−
=

−
−

= ⋅
⋅ ⋅ − −

∏
∫

n

nn k
n k
k

t k
B dt

n k n k t k
; 

−
=

b ah
n

; 

n – число точек разбиения отрезка [a; b]; 
k = 0, .n   
Приведем фрагмент таблицы коэффициентов n

kB  Котеса при 

n = 1,6.  
Коэффициенты Котеса для равноотстоящих узлов 

 

n n
kB  

1 1 1
0 1

1
2

= =B B  

2 
2 2 2
0 2 1

1 2;
6 3

= = =B B B  

3 
3 3 3 3
0 3 1 2

1 3;
8 8

= = = =B B B B  

4 
4 4 4 4 4
0 4 1 3 2

7 16 2; ;
90 45 15

= = = = =B B B B B  

5 
5 5 5 5 5 5
0 5 1 4 2 3

19 25 25; ;
288 96 144

= = = = = =B B B B B B  

6 
6 6 6 6 6 6 6
0 6 1 5 2 4 3

41 9 9 34; ; ;
840 35 280 105

= = = = = = =B B B B B B B  
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Рассмотрим вариант применения этой таблицы для вычисления 

интеграла ( )∫
b

a

f x dx  по трем равноотстоящим узловым значениям: a, b 

и .
2
+a b

 В этом случае можем записать 

1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) .
6 3 2 6

  ≈ − + + 


+


 
∫
b

a

f x dx b a f a f f ba b  

Пример 2. Используя квадратурную формулу Ньютона – Котеса  
4-го порядка, в MathCAD вычислить определенный интеграл 
3,74

4

2,2

(2 4)−∫ x dx . Погрешность R4 применяемой формулы оценить как 

разность результата численного вычисления интеграла и его точного 
значения. 

Решение.  Решение приведенного примера в MathCAD показано 
на рис.  5.10. 

 

 
 

Рис. 5.10. Реализация квадратурной формулы Ньютона – Котеса 4-го порядка  
для численного вычисления определенного интеграла 
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Анализ такого решения показывает, что до 13-го разряда после за-
пятой точное значение совпадает с приближенным. При этом погреш-

ность такого численного вычисления интеграла 
3,74

4

2,2

(2 4)−∫ x dx не пре-

высит 3 ⋅ 10–14. 
Погрешность R формулы Ньютона–Котеса может быть оценена по 

следующей формуле 
2

1( )
,

( 1)!

+
+ −

≤
+

n
n

n
M b a

R
n

 

где ( 1)
1 [ ; ]

max ( ) .+
+ ∈
= n

n x a b
M f x   

Отсюда видно, что уменьшения погрешности формулы Ньютона – 
Котеса можно достичь двояко: увеличением порядка n применяемой 
формулы и (или) сужением отрезка интегрирования. Но первый путь 
малопривлекателен: формула Ньютона – Котеса при большом n стано-
вится громоздкой и неудобной для использования.  

Удобнее воспользоваться второй возможностью: отрезок интегри-
рования разбить на узкие участки, на каждом из которых даже форму-
ла Ньютона – Котеса небольшого порядка n обеспечит достаточную 
точность. Таким путем мы придем к известным формулам численного 
интегрирования – формулам прямоугольников, трапеций и Симпсона. 

 
5.9. Формулы прямоугольников  

приближенного вычисления определенного интеграла 
 
Суть методов прямоугольников приближенного вычисления опре-

деленного интеграла ( )∫
b

a

f x dx  заключается в том, что на каждом из 

частичных отрезков [хk – 1; хk] отрезка интегрирования [a; b] площадь 
криволинейной трапеции, ограниченная графиком функции f(x), заме-
няется площадью прямоугольника со сторонами h и f(tk). При этом раз-
личают формулы левых и правых прямоугольников. 

Для формулы левых прямоугольников в качестве tk принимают 
хk = х0 + kh, где k = 0, 1−n . Тогда формула левых прямоугольников 
численного интегрирования функций на отрезке [a; b] записывается в 
виде 
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0 1 1 0 0( ) ( ( ) ( ) ... ( )) ( ( ) ( ) ...−≈ + + + = + + + +∫
b

n
a

f x dx h f x f x f x h f x f x h  

1

0 0
0

( ( 1) )) ( )
−

=

+ + − = ⋅ +∑
n

k
f x n h h f x k h . 

Геометрическая интерпретация формулы левых прямоугольников 
показана на рис. 5.11. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Для формулы правых прямоугольников в качестве tk принимают 

хk = х0 + kh, где k = 1,n . Тогда формула правых прямоугольников чис-
ленного интегрирования функций на отрезке [a; b] записывается в виде 

1 2 0 0( ) ( ( ) ( ) ... ( )) ( ( ) ( 2 ) ...≈ + + + = + + + + +∫
b

n
a

f x dx h f x f x f x h f x h f x h

 

0 0
0

( )) ( ).
=

+ + = ⋅ +∑
n

k
f x n h h f x k h  

Геометрическая интерпретация формулы левых прямоугольников 
показана на рис. 5.12. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

x 

y 

f(a) 

f(b) 

a 
х0 

b 
хn 

 

хk – 1 хk 

уk – 1 

уk 

Рис. 5.12 

x 

y 

f(a) f(b) 

a 
х0 

b 
хn 

 

хk – 1 хk 

уk – 1 

уk 

Рис. 5.11 
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Рис. 5.12 Рис. 5.13 

Пример. Применяя формулы левых и правых прямоугольников, в 
Excel и MathCAD при n = 6 приближенно вычислить определенный 

интеграл 
π

0

3 cos( ) .+∫ x dx  Сравнить полученные результаты. 

Решение .  Рассмотрим реализацию методов прямоугольников в   
Excel: 

а) сформируем в Excel макет-таблицу метода левых прямоугольни-
ков (рис. 5.12).  

Тогда результаты вычислений будут иметь вид, показанный на 
рис. 5.13; 

 
б) cформируем в Excel макет-таблицу метода правых прямоуголь-

ников рис. 5.14 с результатами вычислений, показанными на рис. 5.15; 
 

 

Рис. 5.14 Рис. 5.15 
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в) покажем реализацию этих же формул в MathCAD (рис. 5.16). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Таким образом, приближенные результаты вычисления интеграла 
π

0

3 cos( )+∫ x dx  при числе разбиений отрезка интегрирования n = 6 

составили соответственно 5,55593 по формуле левых прямоугольников 
и 5,24922 по формуле правых прямоугольников. Точное значение это-
го интеграла составляет 5,40258, что фактически равняется среднему 
арифметическому значению полученных результатов  

 

5,55593 5,24922 5,40258
2
+

= . 

  

Рис. 5.16 
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5.10. Формула трапеций  
приближенного вычисления определенных интегралов 

 
Рассмотрим квадратурную формулу Ньютона – Котеса 1-го порядка 

для всего отрезка интегрирования [a; b] 
 

( )( ) [ ( ) ( )].
2
−

≈ ⋅ +∫
b

a

b af x dx f a f b  

 

Очевидно, что применение этой формулы для всего отрезка инте-
грирования приведет к заведомо большой погрешности. Поэтому для 
ее уменьшения предварительно разбивают отрезок [a; b] на достаточно 
большое число интервалов точками хk = a + kh, где k = 0, 1−n , и к 
каждому из них применяют приведенную выше формулу, суммируя 
результаты по всем частичным отрезкам. Это позволяет получить об-
щую формулу трапеций 

 

( ) ( ( ) 2 ( ) 2 ( 2 ) ... 2 ( ( 1) )
2
−

≈ + + + + + + + − +∫
b

a

b af x dx f a f a h f a h f a n h
n

 

1

1

( ) ( )( )) ( ) ,
2

−

=

+ 
+ = ⋅ + + 

 
∑
n

k

f a f bf b h f a kh  

 

где h = (b – a)/n; 
n – число разбиений; 
x0 = a; xk = a + hk, k = 1, 1;−n  xn = b. 
С геометрической точки зрения это означает, что криволинейная 

трапеция (при f(x) > 0), площадь которой численно равна определен-

ному интегралу ( ) ,∫
b

a

f x dx  приближенно заменяется фигурой, ограни-

ченной сверху ломаной, соединяющей точки ее разбиения отрезками 
прямых (рис. 5.17). 
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Если подынтегральная функция дважды дифференцируемая, то по-

грешность формулы трапеций можно оценить следующим образом 
 

2

2
( ) ,

12
−

=n
b a hR M  

 

где 2 [ ; ]
max ( ) .
∈

′′=
x a b

M f x  

Оценка М2 в вышеприведенной формуле вносит определенную 
сложность в практическое ее применение, поэтому на практике при 
приближенном вычислении интегралов по формулам прямоугольников 
и трапеций их погрешность оценивают как абсолютную величину раз-
ности результатов интегрирования при n и 2n разбиениях промежутка 
интегрирования, т. е.  

 

Rn = I2n – In. 
 

Пример. По формуле трапеций в Excel и MathCAD при n = 12 при-

ближенно вычислить определенный интеграл 

π
2

2

0

11 sin ( ) .
7

−∫ x dx  Оце-

нить погрешность вычислений как абсолютную величину разности 
результатов интегрирования при n и 2n разбиениях промежутка инте-
грирования. 

Решение :   
а) cформируем в Excel макет-таблицу метода трапеций при числе 

разбиений n =12 (рис. 5.18). Результаты вычислений по данной табли-
це приведем на рис. 5.19. 
  

x 

y 

f(a) 

f(b

a 

х0 

b 

хn 

хk – 1 хk 

уk – 1 
уk 

Рис. 5.17 
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Рис. 5.18 

Рис. 5.19 
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По аналогии получим результат вычисления интеграла при числе 
разбиений n = 24 (рис. 5.20).  

 

Погрешность приближенного вычисления интеграла составит  
 

Rn = I2n – In= 2,22⋅10–16; 
 

Рис. 5.20 
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б) приведем пример решения задачи в MathCAD (рис. 5.21). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5.11. Формула парабол (Симпсона)  
приближенного вычисления определенных интегралов 

 
Рассмотрим квадратурную формулу Ньютона – Котеса 2-го порядка 

для всего отрезка интегрирования [a; b] 
 

( ) ( ) 4 ( ) .
6 2
−  +  ≈ + ⋅ +    

∫
b

a

b a a bf x dx f a f f b  

 

Поступая аналогично с формулой трапеций для каждого удвоен-
ного частичного отрезка [a; a + 2h], [a + 2h; a + 4h] и т. д., получаем 

 

[ ](( ) ( ) 2 ( 2 ) ( 4 ) ... ( (2 2) )
3
−

≈ + + + + + + + − +∫
b

a

b af x dx f a f a h f a h f a n h
n

 

[ ] )4 ( ) ( 3 ) ... ( (2 1) ) ( )+ + + + + + + − + =f a h f a h f a n h f b   

2 1
( ) ( ) 2 ( (2 2) ) 4 ( (2 1) ) ,

3 = =

 
= + + + − + + − 

 
∑ ∑

n n

k k

h f a f b f a k h f a k h  

 

где h = (b – a) / 2n; 

Рис. 5.21 
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n – число разбиений; 
k =1, .n  
Данную приближенную формулу называют общей формулой 

Симпсона или формулой парабол, поскольку в основе ее образования 
лежит замена графика функции f(x) на отрезке [x2k–2; x2k] параболой, 
построенной по значениям f(x2k–2), f(x2k–1) и f(x2k) (рис. 5.22). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Если подынтегральная функция трижды дифференцируемая, то по-
грешность формулы Симпсона можно оценить следующим образом 

 
4 3

3 3
( ) ,

12 2 192
−

≤ =n
h n b a hR M M  

 

где 3 [ ; ]
max ( ) .
∈

′′′=
x a b

M f x  

Однако на практике для оценки погрешности формулы Симпсона 
пользуются методикой двойного пересчета значения интеграла 

 

2 .
15
−

= n n
n

I I
R  

 

Пример. С помощью формулы Симпсона вычислить определенный 

интеграл 
2

1

0
∫ xe dx c точностью ε = 0,0001 в Excel и MathCAD. 

Решение :  

а) реализуем формулу парабол для интеграла 
2

1

0
∫ xe dx при числе 

разбиений n = 4. Для этого протабулируем подынтегральную функцию 

0 

x 

y 

f(x) 

х2k–2 

h 
хk 

f(x2k–2) 

х2k–1 

f(x2k–1) 

f(x2k) 

h 

Рис. 5.22 
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с шагом 
1 0 0,25.

4
− −

= = =
b ah

n
Макет такой расчетной таблицы и ре-

зультаты вычислений в Excel приведены на рис. 5.23. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Тогда значение определенного интеграла при 4 разбиениях отрезка 

интегрирования будет равно 
 

[ ]2
1

0

0, 25 (0) (1) 2 (0,5) 4 ( (0,25) (0,75))
3

≈ ⋅ + + ⋅ + ⋅ + =∫ xe dx f f f f f  

[ ]0,25 1 2,7183 2 1,284 4 (1,0645 1,7551) 1,46371.
3

= ⋅ + + ⋅ + ⋅ + =  

Рис. 5.23 



 

129 

Рис. 5.24 

Аналогично реализуем формулу парабол для интеграла 
2

1

0
∫ xe dx  при 

числе разбиений 2n = 8. Для этого протабулируем подынтегральную 

функцию с шагом 
1 0 0,125.

2 8
− −

= = =
b ah

n
Макет такой расчетной таб-

лицы в Excel и результаты вычислений приведены на рис. 5.24. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

  



 

130 

Тогда значение определенного интеграла при 8 разбиениях отрезка 
интегрирования будет равно 

 

[2
1

0

0,125 (0) (1) 2 ( (0,25) (0,5) (0,75))
3

≈ ⋅ + + ⋅ + + +∫ xe dx f f f f f  

]4 ( (0,125) (0,375) (0,625) (0,875))+ ⋅ + + + =f f f f  

[0,125 1 2,7183 2 (1,0645 1,284 1,7551)
3

= ⋅ + + ⋅ + + +  

+ ]4 (1,0157 1,151 1,4779 1,7551) 1,46272.⋅ + + + =  
Оценку погрешности приближенного вычисления заданного инте-

грала с одной значащей цифрой после запятой произведем по формуле  
 

2 1, 46272 1,46371
0,00007.

15 15
− −

= = =n n
n

I I
R  

 

Так как ε > Rn, то необходимая точность приближенного вычисле-
ния значения интеграла достигнута; 

б) решение поставленной задачи в MathCAD показано на рис. 5.25. 
 

  

Рис. 5.25 
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5.12. Формула Гаусса 
 

Пусть необходимо вычислить определенный интеграл вида: 
1

1

( ) ,
−
∫ f x dx  

где f(x) – имеет высокую степень гладкости на интервале [–1; 1]. 
Данную задачу можно решить с помощью квадратурной формулы  

1

11

( ) ( )
=−

≈ ⋅∑∫
n

k k
k

f x dx С f x . 

Гауссом было доказано, что для достижения наивысшей точности 
результата интегрирования необходимо в качестве узлов квадратурной 
формулы взять корни многочлена Лежандра  

21 ( 1)( )
2 !

−
= ⋅

⋅

n n

n n n

d xP x
n dx

. 

Коэффициенты Ck при этом вычисляются по формулам  

2 2

2
(1 ) ( ( ))

=
′− ⋅k

k n k

C
x P x

. 

Рассмотрим применение этих формул. 
При n = 1 имеем одну узловую точку внутри отрезка [–1; 1], кото-

рая определяется из уравнения  
21 ( 1) 0.

2 1!
−

⋅ =
⋅

d x
dx

 

Так как 2( 1) 2′− =x x , то узловую точку находим из уравнения 

0.=x  Отсюда 1 0,=x  1( ) 1′ =nP x , то 1 2
1

2 2
(1 )

= =
−

C
x

. 

При n = 2 получаем две узловые точки внутри отрезка [–1; 1], кото-
рые определяются из уравнения 

2 2 2

2 2

1 ( 1) 0.
2 2!

−
⋅ =

⋅
d x

dx
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Преобразовав его, получаем  
23 1 0

2 2
⋅ − =x . 

Его решение 2 1
1 0,5774
3

= − = ≈x x , а так как 2 2 2(( 1) ) 3′′′− = ⋅x x , то 

общая формула для вычисления квадратурных коэффициентов приоб-

ретает вид 2 2

2
9 (1 )

=
⋅ ⋅ −k

k

C
x x

.  

Подставляя узловые точки, получаем: 

– при 1 1
2 2

1 2; 1
1 13 9 ( ) (1 ( ) )
3 3

= − = =
⋅ − ⋅ − −

x C ; 

– при 2 1
2 2

1 2; 1
1 13 9 ( ) (1 ( ) )
3 3

= = =
⋅ ⋅ −

C A . 

Для 3,5=n  приведем таблицу узлов xk и квадратурных коэффици-
ентов Ck Гаусса без их вывода: 

– при n = 3, 2 3 1
30, ,
5

= = − =x x x 2 1 3
8 5, ;
9 9

= = =A A A  

– при n = 4, 3 2
1 15 2 15 2 35,
35

= − = ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅x x 2 3 0,652,= ≈A A  

4 1
1 15 2 15 2 35,
35

= − = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅x x  1 4 0,348;= ≈A A  

– при n = 5, 3 4 2
10, 35 2 35 2 7,
21

= = − = − ⋅ ⋅ ⋅x x x  3 0,569,=A  

2 4 0,479;= =A A  

5 1
1 35 2 35 2 7
21

= − = + ⋅ ⋅ ⋅x x , 1 5 0,24.= ≈A A  

В случае произвольного интервала интегрирования [a; b] (когда он 
не совпадает с отрезком [–1; 1]) предварительно делают замену пере-
менной  
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;
2 2

b a a bx t− +
= ⋅ +  

1

1

1 2

2 2

( ) ( )
2 2 2 2

1; 1
−

− +
= ⋅ +

− − − +
= = ⋅ = ⋅ ⋅ +

= − =

∫ ∫
b

a

b a a bt x

b a b a b a a bf t dt dt dx f x dx

x x

. 

А уже к преобразованному интегралу можно применить формулу 
Гаусса. Получим 

1
( ) ( ) ( )

2 =

−
= ⋅ ⋅ +∑∫

b n

k k n
ka

b af t dt C f t R f , 

где ;
2 2
− +

= ⋅ +k k
b a a bt x  

kx – узлы квадратурной формулы Гаусса; 

kC  – соответствующие коэффициенты; 
( )nR f  – остаток квадратуры. 

Остаток квадратурной формулы Гаусса определяется по формуле  
22 1 2 1 22 ( !)( ) ,

2 (2 1) (2 )! (2 )!

+ +  − = ⋅ ⋅ ⋅   + ⋅   

n n

n n
b a nR f M

n n n
 

где (2 )

1 1
max ( ) .
− ≤ ≤

= n
n x

M f x  

Пример. По формуле Гаусса в MathCAD вычислить интеграл 
1

2
0 1+∫

dt
t

 при n = 4. Определить погрешность применяемой методики как 

абсолютную разность полученного результата интеграла и его значе-
ния, посчитанного в автоматическом режиме. 

Решение.  
Так как интервал интегрирования не совпадает с отрезком [–1; 1], 

применим замену 
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1 1

2 2
0 1

1 2

1

2
1

1 0 1 0 1 1;
2 2 2 2
1 0 1 1;

2 2 21 1 111; 1 2 2

2 .
4 ( 1)

−

−

− +
= ⋅ + = +

−
= = ⋅ = ⋅ = ⋅ =

+  + ⋅ + = − =  

= ⋅
+ +

∫ ∫

∫

t x t x

dt dxdt dx dt dx
t

xx x

dx
x

 

Применим формулу Гаусса в MathCAD при числе разбиения n = 4 
отрезка интегрирования [–1; 1]. Применение методики вычисления 
определенного интеграла в MathCAD показано на рис. 5.26. 

 

 
Рис. 5.26 
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Лекция 6. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ 
РЕШЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 
6.1. Основные определения и понятия 

дифференциального уравнения 
 

С помощью дифференциальных уравнений описываются сложные 
процессы и явления реального мира. Без использования аппарата диф-
ференциальных уравнений невозможно изучение динамики движения 
тел, потоков жидкости и газа, различных переходных процессов и т. д. 
Практически любое явление, изменяющееся во времени, можно опи-
сать с помощью дифференциального уравнения. 

Напомним, что дифференциальными называются уравнения, со-
держащие неизвестные функции и их производные  

 

F(x; y; y′; y′′; y′′′; y(4); …y(n)) = 0. 
 

Порядок дифференциального уравнения (ДУ) определяется поряд-
ком старшей производной, входящей в него. Поэтому вышеприведен-
ное ДУ – это дифференциальное уравнение n-го порядка. 

Решением дифференциального уравнения называется функция, ко-
торая при подстановке в уравнение обращает его в тождество. Разли-
чают общее и частное решения. 

Общим называется решение, которое содержит столько произволь-
ных постоянных, каков порядок дифференциального уравнения. 

Частное решение – это решение, полученное из общего при фик-
сированных значениях произвольных постоянных.  

Для нахождения произвольных постоянных задаются дополнитель-
ные условия. Их называют начальными условиями. 

Нахождение частного решения дифференциального уравнения с за-
данными начальными называется решением задачи Коши. 

На практике не существует общих методов решения дифференци-
альных уравнений. Только для небольшого класса ДУ разработаны 
точные методы, т. е. для таких уравнений можно аналитически решить 
уравнение, а значит найти искомую функцию. 

В прикладных науках дифференциальные уравнения, решающиеся 
аналитически, встречаются очень редко. Поэтому особое значение 
приобретают численные, т. е. приближенные методы решения диффе-
ренциальных уравнений. Если ДУ имеет точное решение, то это реше-
ние может быть представлено в явном виде y = ϕ(x) или неявном – 
ϕ(x; y) = 0. 
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В приближенных методах решения получают не функцию, а табли-
цу, в которой указаны некоторые изолированные значения аргумента и 
соответствующие им значения неизвестной функции, т. е. функцию, 
заданную таблично. 

 
6.2. Постановка задач, решаемых численными методами 

 
Постановку задач, решаемых численными методами, рассмотрим 

на примере обыкновенного дифференциального уравнения первого 
порядка. Такое ДУ может быть записано в следующих видах: 

( ; )′ =y f x y или ( ; ; ) 0.′ =F x y y Этот класс уравнений характеризуется 
тем, что содержит независимую переменную x, некоторую неизвест-
ную функцию одной переменной у и первую производную этой функ-
ции y′.  

Как уже отмечалось ранее, общим решением уравнения является 
функция у(х; C), которая при подстановке в ДУ обращает его в тожде-
ство и представляет фундаментальную систему решений, отличаю-
щихся друг от друга на постоянную величину C.  

Чтобы получить единственное решение, которое называется част-
ным решением ДУ, задают некоторые дополнительные условия. В за-
висимости от вида дополнительных условий различают задачу Коши и 
краевую задачу при решении обыкновенных дифференциальных урав-
нений. Если в них указывается начальное значение аргумента и соот-
ветствующие ему значения функции и производных этой функции, то 
в совокупности с ДУ данная постановка задачи называется задачей 
Коши. Например, для ДУ 1-го порядка начальное условие запишется в 
виде y(x0) = y0, а для ДУ 2-го порядка – y(x0) = y0, y′(x0) = y1 и т. д.  

Задача Коши формулируется следующим образом: дано дифферен-
циальное уравнение ( ; )′ =y f x y  и начальное условие y(x0) = y0. Требу-
ется найти функцию у(х) (частное решение ДУ), удовлетворяющую 
этому ДУ и заданному начальному условию. 
Дополнительные условия называются краевыми, если значения функ-
ции и ее производных указываются в граничных точках некоторого 
отрезка изменения аргумента, а в совокупности с ДУ данная постанов-
ка задачи называется краевой задачей. 

В отличие от задачи Коши, краевая задача ставится для дифферен-
циальных уравнений более высоких порядков. В частности, для урав-
нения второго порядка ( ; ; )′′ ′=y f x y y  краевая задача имеет следую-
щую формулировку: дано дифференциальное уравнение 

( ; ; )′′ ′=y f x y y  и краевые условия у(х0) = у0, у′(х1) = у1, где х0 и х1 – гра-
ничные значения независимой переменной отрезка [х0; х1]. В пределах 
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рассматриваемого отрезка [х0; х1] найти функцию у(х) (частное реше-
ние ДУ), удовлетворяющую этому ДУ и заданным краевым условиям. 

Аналитическое решение задачи Коши или краевой задачи заключа-
ется в получении частного решения путем выполнения конечного чис-
ла операций дифференцирования, интегрирования и арифметических 
действий (сложение, вычитание, умножение, деление). К сожалению, 
круг задач, решаемых в квадратурах, крайне узок, поэтому актуальна 
задача приближенного, численного интегрирования ДУ. 

Краевые задачи нередко сводятся к задаче Коши, поэтому остано-
вимся на рассмотрении методов численного решения задачи Коши. 

Решить задачу Коши численно – значит для заданной последова-
тельности значений аргумента (узлов) x0, x1, …, xn и числа y0 (значения 
искомой функции в начальном узле x0), не находя самого решения у = 
f(x), приближенно вычислить значения y1, y2, …, yn этого решения в 
остальных узлах. Численное решение задачи Коши позволяет вместо 
отыскания точного решения у = f(x) в виде формулы получить таблицу 
значений этой функции. 

Рассмотрим три основных численных метода, относящихся к клас-
су так называемых одношаговых методов. Одношаговые методы ха-
рактерны тем, что для получения очередной точки кривой у(х) требу-
ется информация лишь о предыдущей точке. 

 
6.3. Метод Эйлера 

 
Метод Эйлера обеспечивает невысокую точность решения диффе-

ренциальных уравнений. Но он весьма прост по содержанию и по реа-
лизации в электронных таблицах и математических пакетах. Кроме 
того, метод является основой для других, более точных методов.  

Рассмотрим задачу Коши 
 

y′ = f(x; y); y(x0) = y0. 
 
Для перехода от уже известной точки (х0; у0) решения ДУ к точке 

(х1; у1), где х1 = х0 + h, в методе Эйлера применяется следующий алго-
ритм. Разложим искомую функцию у(х) в ряд Тейлора в достаточно 
малой h-окрестности точки х0: 

2 3

0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... .
2! 3!
h hу х h y x h y x y x y x′ ′′ ′′′+ = + ⋅ + ⋅ + ⋅ +  

Поскольку h мало, элементами ряда, содержащими h2, h3, …, можно 
пренебречь. Тогда из равенства получаем следующую точку реше-
ния ДУ 

у(х0 + h) = y(x0) + h⋅y′(x0). 



 

138 

Так как y′ = f(x; y), то вышеприведенное равенство можем перепи-
сать в виде 

у(х0 + h) = y(x0) + h⋅f(x0; y0), 

получив тем самым следующую точку (x1; y1) функции у(х). 
Обобщив результаты, можем сделать вывод, что любая точка инте-

гральной кривой у(х) выражается через предыдущую по формуле 
 

уi+1 = yi + h⋅f(xi, yi),   i = 0, 1, 2, … . 
 

Такой метод численного решения дифференциального уравнения 
называется методом Эйлера.  

Геометрически метод Эйлера означает, что на каждом шаге мы ап-
проксимируем решение отрезком касательной, проведенной к графику 
решения в начале интервала. 

Точность метода невелика и имеет порядок шага разбиения h. Го-
ворят, что метод Эйлера – метод первого порядка, т. е. его точность 
растет линейно с уменьшением шага h.  

Пример. Численно решить задачу Коши 
2 cos , (0) 0,5= ⋅ =

dy y x y
dx

 

в Excel и MathCAD с шагом h = 0,1 на отрезке [0; 1,7]. Сравнить ре-
зультаты приближенного вычисления с результатами аналитического 

решения этого ДУ – 1
2 sin( )−

y =
x

. 

Решение :  a) рассмотрим один из вариантов оформления таблицы 
при решении методом Эйлера для заданного ДУ, который показан на 
рис. 6.1. 

 

 
 
При этом результаты вычислений приведены на рис. 6.2.  
Анализ результатов сравнения точного и приближенного решений 

т −y y  заданного ДУ дает следующие абсолютные погрешности вы-
числений: 

 

Рис. 6.1 
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1) 0; 2) 0,00127; 3) 0,00272; 4) 0,004355; 5) 0,006163; 6) 0,008109; 
7) 0,010129; 8) 0,012116; 9) 0,013921; 10) 0,015345; 11) 0,016156; 
12) 0,016112; 13) 0,015005; 14) 0,01272; 15) 0,009289; 16) 0,004929; 
17) 3,27E-05; 18) 0,00489. 

 

 
 
Таким образом, начиная со второго шага значения искомой функ-

ции, полученные по методу Эйлера, являются приближенными. При-
чем на каждом последующем шаге применения данной формулы 
ошибка вычислений может увеличиваться из-за систематического 
накопления; 

б) реализацию задачи в MathCAD представим на рис. 6.3, а резуль-
таты вычислений – на рис. 6.4. 

 

 

Рис. 6.2 

Рис. 6.3 
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 Рис. 6.4 
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Если построить графическое решение данного ДУ и сравнить его 
с точным (рис. 6.5), то можно заметить, что уже при небольших значе-
ниях i ошибка уi существенная. Поэтому метод Эйлера на практике 
применяют очень редко.  

 

 
 

Таким образом, по методу Эйлера моно сделать следующие выводы: 
1) метод Эйлера – представитель одношаговых приближенных ме-

тодов, в которых решение в i + 1-м узле получается на основе решения 
только в одном предыдущем i-м узле. Тем самым информация о более 
ранних уже вычисленных значениях игнорируется. В этом смысле од-
ношаговые методы не самые экономичные и рациональные методы 
приближенного решения ДУ; 

2) как и в любом одношаговом методе, начиная со второго шага ис-
ходное значение является приближенным, т. е. погрешность на каждом 
последующем шаге может систематически возрастать; 

3) оценка погрешности метода затруднительна. Часто пользуются 
эмпирическим правилом двойного пересчета (половинного шага): 
дважды проходят заданный отрезок интегрирования ДУ с шагами h и 
h/2. Совпадение соответствующих десятичных знаков в полученных 
результатах дает основание считать эти знаки верными; 

4) уменьшение шага h повышает точность вычислений, но резко 
увеличивает их объем. В целом метод Эйлера применим только для 
грубой оценки результатов решения ДУ. 
 

Рис. 6.5 
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6.4. Модифицированный метод Эйлера 
 

Значительная погрешность при решении задачи Коши методом Эй-
лера обусловлена тем, что в разложении искомой функции у(х) удер-
живаются лишь два первых слагаемых. Очевидно, что, чем больше 
слагаемых будет удержано, тем точнее получится решение задачи Ко-
ши. Однако, чтобы сделать это, надо знать вторую и производные бо-
лее высоких порядков функции у(х). Приближенно вычислить вторую 
производную можно способом конечных разностей: 

 

0 0
0

( ) ( )( ) .y x h y xy x
h

′ ′+ −′′ =  
 

Тогда, подставляя это выражение вместо второй производной в 
разложение функции у(х) в ряд Тейлора в достаточно малой  
h-окрестности точки х0 и отбрасывая члены, содержащие h3, h4 и т. д., 
получим: 

 
2

0 0
0 0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
′ ′+ −′+ = + ⋅ + ⋅

y x h y xhy x h y x h y x
h

 

или 

0 0 0 0( ) ( ) ( ( ) ( )).
2

′ ′+ = + ⋅ + +
hy x h y x y x h y x  

 

В вышеприведенном равенстве неизвестной величиной является 
значение первой производной в узле, следующем за начальным, т. е. 

0( )′ +y x h . В качестве приближенной оценки первой производной в 
этом узле можно принять величину у*(х0 + h), вычисленную по методу 
Эйлера. Тогда значение искомой функции в узле х0 + h можно опреде-
лить по формуле 

0 0 0 0 1 0 0 0

*
0 0 0 1 1

( ) ( ) ( ( ; ) ( ; ( ; )))
2

( ( ; ) ( ; ).
2

+ = + ⋅ + + ⋅ =

= + +

hy x h y x f x y f x y h f x y

hy f x y f x y
 

Обобщив эту формулу, получим алгоритм модифицированного  
метода Эйлера 

*
1 1 1( ( ; ) ( ; )), 0, 1, 2, ... .

2+ + +== + + =i i i i i i
hy y f x y f x y i  
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Пример. Численно решить задачу Коши  
2 cos , (0) 0,5= ⋅ =

dy y x y
dx

 
 

модифицированным методом Эйлера в Excel и MathCAD с шагом  
h = 0,1 на отрезке [0; 1,7]. Сравнить результаты приближенного вы-
числения с результатами аналитического решения этого ДУ –

1 .
2 sin( )−

y =
x

 

Решение :  а) рассмотрим один из вариантов оформления таблицы 
при решении ДУ модифицированным методом Эйлера, который пред-
ставлен на рис. 6.6. 

 

 

 

При этом результаты вычислений приведены на рис. 6.7.  
 

 

Рис. 6.6 

Рис. 6.7 
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Анализ результатов сравнения точного и приближенного решений 

т −y y  заданного ДУ дает следующие абсолютные погрешности вы-
числений: 
1) 0; 2) 5,72E-05; 3) 0,000129855; 4) 0,00022; 5) 0,000331; 6) 0,000464; 
7) 0,00062; 8) 0,000798; 9) 0,000994; 10) 0,001204; 11) 0,001419; 
12) 0,001629; 13) 0,001823; 14) 0,001989; 15) 0,002118; 16) 0,002204; 
17) 0,002239; 18) 0,002222. 

Если сравнить их с соответствующими абсолютными погрешно-
стями метода Эйлера, то можно сделать вывод, что модифицирован-
ный метод дает гораздо более точный результат решения ДУ; 

 

 
б) реализацию задачи в MathCAD представим на рис. 6.8, результа-

ты вычислений – на рис. 6.9, а погрешности вычислений – на рис. 6.10. 
 

 

Рис. 6.8 

Рис. 6.9 
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Таким образом, по модифицированному методу Эйлера можно сде-
лать следующий вывод: 

если сравнивать результат решения задачи, полученный модифи-
цированным методом Эйлера, с вычислениями по методу Эйлера, то 
вполне очевидно преимущество модифицированного метода. Однако 
погрешность метода все же достаточно велика и об этом можно су-
дить, сравнивая полученное решение с точным.  

 
6.5. Методы Рунге – Кутты 

 
Методы Рунге – Кутты решения дифференциальных уравнений, как 

и методы Эйлера, принадлежат к классу одношаговых методов. Они 
являются своеобразным обобщением этого класса методик решения 
ДУ и обладают рядом достоинств: 

1) обладают достаточно высокой точностью; 
2) допускают использование переменного шага, что дает возмож-

ность уменьшить его там, где значения функции быстро изменяются, и 
увеличить его в противном случае; 

3) являются легко применимыми, так как для начала расчета доста-
точно выбрать сетку хn и задать значение y0 = f(x0). 

Рис. 6.10 
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На практике метод Рунге – Кутты уже четвертого порядка позволя-
ет получить приемлемый результат с точки зрения его точности вы-
числительного процесса.  

Рассмотрим данную методику.  
Приведем расчетные формулы метода для решения задач: 
 

yi+1 = yi + (K1 + 2K2 + 2K3 + K4) / 6. 
 

Для оценки значения производной в этом методе используется че-
тыре вспомогательных шага, на которых предварительно вычисляются 
величины 

K1 = h⋅f(xi; yi); 
1

2 ( ; );
2 2

= ⋅ + +i i
KhK h f x y  

2
3 ( ; );

2 2
= ⋅ + +i i

KhK h f x y  

K4 = h⋅f(xi+ h; yi + K3);  i = 1, 2, 3, … . 
 

В данном методе погрешность на шаге вычислений соизмерима h4.  
Пример. Численно решить задачу Коши  
 

2 cos , (0) 0,5= ⋅ =
dy y x y
dx

 

 

методом Рунге – Кутты четвертого порядка в Excel и MathCAD с ша-
гом h = 0,1 на отрезке [0; 1,7]. Сравнить результаты приближенного 
вычисления с результатами аналитического решения этого ДУ – 

1
2 sin( )−

y =
x

и расчетами, полученными методами Эйлера. 

Решение : а) рассмотрим один из вариантов оформления таблицы 
при решении ДУ модифицированным методом Рунге – Кутты четвер-
того порядка в Excel (рис. 6.11). 

 

 
Рис. 6.11 
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При этом результаты вычислений приведены на рис. 6.12.  
 

 
Анализ результатов сравнения точного и приближенного решений 

т −y y  заданного ДУ дает следующие абсолютные погрешности вы-
числений: 
1) 0; 2) 0,000000008; 3) 0,000000021; 4) 0,000000040; 5) 0,000000066; 
6) 0,000000099; 7) 0,000000139; 8) 0,000000183; 9) 0,000000228; 
10) 0,000000269; 11) 0,000000301; 12) 0,000000318; 13) 0,000000320; 
14) 0,000000308; 15) 0,000000290; 16) 0,000000275; 17) 0,000000271; 
18) 0,000000284. 

Если сравнить их с соответствующими абсолютными погрешно-
стями метода Эйлера и модифицированного метода, то можно сделать 
вывод, что метод Рунге – Кутты четвертого порядка дает очень хоро-
ший результат с точки зрения близости к точному решению ДУ; 

б) реализацию задачи в MathCAD представим на рис. 6.13, резуль-
таты вычислений – на рис. 6.14, а погрешности вычислений – на 
рис. 6.15. 

 

 

Рис. 6.12 

Рис. 6.13 
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Поскольку большинство систем ДУ и ДУ высших порядков могут 
быть сведены к ДУ первого порядка, рассмотренные методы можно 
применять для их решения.  

 

Рис. 6.14 

Рис. 6.15 
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6.6. Погрешность схем Рунге – Кутты 
 

Эффективная оценка погрешности метода Рунге – Кутты затрудни-
тельна. Одним из наиболее простых, широко применяемых и доста-
точно эффективных методов оценки погрешности и уточнения полу-
ченных результатов в приближенных вычислениях с использованием 
сеток является правило (или принцип) Рунге. 

Пусть известно, что на каждом шаге допущена погрешность, при-
близительно пропорциональная hp+1  (p ≥ 1 – порядок применяемого 
метода), и 2n представляет собой общее число шагов вычисления. 

В таком случае, предполагая, что погрешность на каждом шаге од-
на и та же, разность между точными и приближенными значениями 
искомой функции при шаге разбиения h в точке x2n будет составлять 

 
1

2 2( ) ( ; ) 2− = p+
n ny x y x h Anh , 

 

где y(x2n) – точное значение искомой функции в некоторой точке x2n; 
2( ; )

ny x h – приближенное значение искомой функции в точке x2n; 
x2n = x0 + 2nh – точка, в которой оценивается погрешность решения; 
A – коэффициент пропорциональности. 
Согласно Рунге, производим тем же методом вторичный пересчет 

искомого решения y с двойным шагом H = 2h. Тогда в силу нашего 
предположения будет допущена погрешность для исследуемого значе-
ния сеточной функции 

1
2( ) ( ;2 ) (2 )− = p+

n ny x y x h An h , 

где y(x2n) – точное значение искомой функции в точке, совпадающей 
по значению с x2n; 

( ; )

ny x h – приближенное значение искомой функции в точке x2n; 
xn = x0 + nH – точка, в которой оценивается погрешность решения. 
Исключив из вышеприведенных формул точное решение и выразив 

из образованного уравнения коэффициент пропорциональности А, по-
лучим 

2
1

( ;2 ) ( ; )
.

2 (2 1)
−

−

 

n n
p p+

y x h y x h
A =

n h
 

Тогда погрешность решения ДУ в совпадающих узлах сеток для 
применяемого метода можно оценить по формуле 
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2
2

( ;2 ) ( ; )
,

2 1
−

ε
−

 

n n
n p

y x h y x h
=  

а точное решение – 
2

2 2
( ;2 ) ( ; )

( ) ( ; ) .
2 1
−

−
−

 

 n n
n n p

y x h y x h
y x = y x h  

В частности, при применении метода Рунге – Кутты четвертого по-
рядка можно использовать следующие формулы оценки погрешности 
вычисления и точного решения соответственно:  

 

2
2

( ;2 ) ( ; )
,

15
−

ε
 

n n
n

y x h y x h
=  

2
2 2

( ;2 ) ( ; )
( ) ( ; ) .

15
−

−
 

 n n
n n

y x h y x h
y x = y x h  

 

Поэтому для определения правильности выбора шага h на практике 
обычно на каждом этапе из двух шагов применяют двойной пересчет 
(принцип Рунге). А именно, исходя из начального верного значения 
искомой функции y(x0), вычисляют величину y(x0+2h) двумя способа-
ми: один раз с шагом h, а второй раз с двойным шагом 2h. Если рас-
хождение полученных значений не превышает допустимой погрешно-
сти, то выбор шага h считают обоснованным. В противном случае шаг 
уменьшают в два раза и повторяют указанную процедуру для нового 
шага. 

Пример. Методом Рунге – Кутты четвертого порядка в Excel чис-

ленно решить задачу Коши 2 cos , (0) 0,5= ⋅ =
dy y x y
dx

 на отрезке 

[0; 1,7] сначала с шагом h = 0,05, а затем – с шагом h = 0,1. Сравнить 
результаты приближенного вычисления с результатами аналитическо-

го решения этого ДУ – 1 .
2 sin( )−

y =
x

В совпадающих узлах по прави-

лу Рунге оценить погрешности ε вычисления решения ДУ. 
Решение .  Результаты расчетов с шагом h = 0,05 показаны на 

рис.  6.16, а с шагом h = 0,1 – на рис. 6.17. 
Методика реализации принципа Рунге для данного примера пока-

зана на рис. 6.18. 
Анализ представленных результатов показывает, что оценка точно-

го решения, полученного по правилу Рунге, практически идеально 
совпадает с результатами аналитического решения в рассматриваемых 
совпадающих узлах решения ДУ. 
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Рис. 6.16 

Рис. 6.17 
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6.7. Многошаговые методы Адамса 
 

Если дифференциальное уравнение у'=f(х, у) имеет в правой части 
сложное аналитическое выражение, значение которого быстро изменя-
ется при незначительном изменении аргумента, то рассмотренные вы-
ше одношаговые методы не дают желаемую точность вычислений. 
В таких случаях применяют многошаговые методы решения ДУ. 
К таким методам относятся экстраполяционный и интерполяционный 
методы Адамса. 

Экстраполяционный метод Адамса. Пусть для дифференциального 
уравнения у' = f(х, у) заданы начальные условия х = х0, у = у0, а также 
известны или определены с помощью одношаговых методов еще m 
точек искомой функции у1, у2, …, уm. Требуется найти решение урав-
нения у' = f(х, у) на отрезке [а, b]. 

Разобьем отрезок [а, b] равномерно на n частей точками хi = х0 + hi, 
i = 0, 1, ..., n, h = (b – а)/n. Выберем произвольно элементарный отре-
зок, на котором проинтегрируем дифференциальное уравнение 

 

1

1 y
xi

i i
xi

y y dx
+

+ ′− = ∫  или 
1

1 .
+

+ ′= + ∫
xi

i i
xi

y y y dx  

 

Если обозначить  
1

,
+

′∆ = ∫
xi

i
xi

y y dx  

то рекуррентная формула метода примет вид 
 

уi+1 = уi + ∆уi. 
 

Для нахождения производной воспользуемся второй интерполяци-
онной формулой Ньютона. С учетом t = (х – хi)/h получим: 

 

( ) ( ) ( )2 3
1 2 3

1 1 2
... .

2! 3!− − −

⋅ + ⋅ + ⋅ +
′ ′ ′ ′ ′= + ⋅∆ + ∆ + ∆ +i i i i

t t t t t
y y t y y y  

Рис. 6.18 
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Подставим полученное выражение для у' в интегральное уравнение 
и, учитывая, что dх = hdt, имеем 

 

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 2
2 3

1 2 3
0

2 3 3
1 2 3

t t 3 2( ...)
2 6

1 5 3  ...  ... ,
2 12 8

i i i i i

i i i i m i m

t t ty h y t y y y dt

hy h y h y h y С h y

− − −

− − − −

+ + +′ ′ ′ ′∆ = ⋅ + ∆ + ∆ + ∆ + =

′ ′ ′ ′ ′+ ∆ ⋅ + ∆ ⋅ + ∆ ⋅ + + ∆ ⋅ +

∫  

 

где 
1

0

( 1) ... ( 1)
!m

t t t mC dt.
m

⋅ + ⋅ ⋅ + −
= ∫  

 

Обозначим через qi = уi'h = f(хi, уi)h, где 0,∈i N , тогда для любой 
разности ∆mqi=∆m(уi'h), будет иметь место выражение 

 

∆yi  =qi+1/2∆qi -1+5/12∆2qi-2+3/8∆qi -3+…+Сm∆
mqi -m +…, 

 

используемое для получения решения ДУ  
 

уi+1 = уi + ∆уi. 
 

Две последние формулы являются основными в экстраполяцион-
ном методе Адамса. 

Погрешность экстраполяционного метода Адамса можно оценить 
по формуле 

2
1 2

+
+ +≤ m

m m mR h C M , 
 

где ( 2)
2 max ( )+

+
≤ ≤

= m
m a x b

M y x . 

Для метода Адамса характерно убывание абсолютных величин ко-
нечных разностей. Этим обстоятельством обусловлен выбор m и h. 
Чем меньше h, тем ниже будет m – порядок конечных разностей. Од-
нако это приводит к увеличению узловых точек, а значит, и примене-
нию укороченных формул, что в свою очередь связано с ростом по-
грешности вычислений. Обычно m и h стараются подобрать так, чтобы 
последняя конечная разность, участвующая в вычислениях, была прак-
тически постоянной. Обрывать формулу на практически постоянной 
разности удобно еще из тех соображений, что это обстоятельство мо-
жет быть использовано для текущего контроля вычислений.  

Чаще всего применяется экстраполяционный метод Адамса, огра-
ниченный тремя конечными разностями.  
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уi+1 = уi + qi+1/2∆qi–1+5/12∆2q i–2+3/8∆3q i–3. 
 

В этом случае для начала процесса вычисления нужны четыре на-
чальных значения у0, у1, у2 и у3, которые можно определить любым из-
вестным методом. Далее, зная у0, у1, у2 и у3, находят q0 = hy0′ = hf(x0, y0); 
q2= hy2′ = hf(x2, y2); q3 = hy3′ = hf(x3, y3) и составляют таблицу конечных 
разностей величин q (табл. 6.1). 

 
Таб лица  6.1. Конечных разностей 

 
№ 
п/п xi yi ∆yi yi′ = f(x; y) qi = hyi′ Конечные разности 

0 x0 y0  f(x0; y0) q0 ∆q0 ∆2q0 ∆3q0 
1 x1 y1  f(x1; y1) q1 ∆q1 ∆2q1 … 
2 x2 y2  f(x2; y2) q2 ∆q2 … … 
3 x3 y3 ∆y3 f(x3; y3) q3 … … … 
4 x4 y4 … … … … … … 
5 … … … ... ... … … … 

 
Метод Адамса заключается в продолжении данной таблицы разно-

стей с помощью формулы для ∆уi. Используя уже вычисленные q3, ∆q2, 
∆2q1 и ∆3q0, расположенные в таблице диагонально, по формуле для 
∆уi, полагая n = 3, получим 

∆у3 = q3 + 0,5 ⋅ ∆q2 + 5/12 ⋅ ∆2q1 + 3/8 ⋅ ∆3q0 

и у4 = у3 + ∆у3. Затем, используя х4 и у4, находят f(х4; у4), q4, ∆q3, ∆
2q2 и 

∆3q1, т. е. новую диагональ. По этим данным определяют значение ∆у4, 
которое тут же вносят в таблицу, и находят у5 = у4 + ∆у4. 

Таблицу продолжают по описанному алгоритму до ее заполнения. 
Для того чтобы избежать грубых ошибок при реализации данной ме-
тодики, достаточно просто следить за ∆3qi, чтобы они практически не 
изменялись, т. е. были постоянными. Этого можно добиться, подбирая 
h каждый раз такой, чтобы выражение для оценки погрешности было 
|∆3qi – 1 – ∆3qi| < ε. На практике же шаг h выбирают постоянным, руко-
водствуясь неравенству h4 < ε , где ε – заданная точность решения.  

Интерполяционный метод Адамса (уточняющая формула). Алго-
ритм интерполяционного метода Адамса можно представить в виде 
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2
1 1 1 2 1 1... ...+ + − − += + − ⋅∆ − ⋅∆ − − ⋅∆ +m

i i i i i m i my y q C q C q C q , 
 

где ( , )= ⋅i i iq h f x y ; 
0

1

( 1) ... ( 1)
!−

⋅ + ⋅ ⋅ + −
= ∫m

t t t mC dt
m

. 

Для применения интерполяционной формулы Адамса на начальном 
этапе необходимо знать приближенное значение функции в точке xi+1. 
Для этого можно использовать экстраполяционную формулу Адамса. 
Тогда интерполяционная формула Адамса служит как уточняющая в 
методе Адамса. 

На практике поступают следующим образом: 
1) по экстрополяционной формуле Адамса вычисляют yn + 1; 
2) затем это значение уточняют с помощью интерполяционной 

формулы 1ˆ +ny ; 

3) если 1 1ˆ + +− < εn ny y , то в качестве уточненного решения прини-
мается 1ˆ +ny , иначе производится уточнение для 1ˆ +ny  по интерполяци-
онной формуле Адамса. 

Пример. Экстраполяционным методом Адамса 3-го порядка в  
Excel c точностью до 0,00001 численно решить задачу Коши 

2 cos , (0) 0,5= ⋅ =
dy y x y
dx

 на отрезке [0; 1,7].  

Решение.  Шаг разбиения заданного отрезка [0; 1,7] выберем из 
условия h4 < ε, решив неравенство h4 < 0,00001. Получим, что 
0 < h < 0,056. В качестве шага разбиения отрезка [0; 1,7] возьмем h = 
0,05. Первые три значения искомой функции вычислим с использова-
нием метода Рунге – Кутты 4-го порядка, а для всех последующих 
применим алгоритм экстраполяционного метода Адамса. 

Макет-таблицу применения экстраполяционного метода Адамса 
покажем на рис. 6.19, а результаты расчетов – на рис. 6.20. 

 

 
Рис. 6.19 
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6.8. Метод последовательного дифференцирования  
при решении дифференциальных уравнений 

 
Пусть поставлена задача Коши для ДУ второго порядка, т. е. требу-

ется решить дифференциальное уравнение 
 

( ; ; )′′ ′=y f x y y  
с начальными условиями  

0 0 0 1( ) ; ( )′= =y x y y x y . 
Решение ДУ y = y(x) будем искать в виде ряда Тейлора: 

Рис. 6.20 
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( )
20 0 0

0 0 0 0
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ... ( ) ... .
1! 2! !
′ ′′

= + ⋅ − + ⋅ − + + ⋅ − +
n

ny x y x y x
y y x x x x x x x

n
 

В данном разложении два первых коэффициента 0 0( )и ( )′y x y x  
можно взять из начальных условий 0 0 0 1( ) ; ( )′= =y x y y x y ,  0( )′′y x  
находим подстановкой x0, y0, y1 в исходное ДУ, а неизвестные значения 
производных 0( )′′′y x , (4)

0( )y x , …, ( )
0( )ny x , … получаем путем после-

довательного дифференцирования приведенного уравнения, считая в 
нем y0 функцией, заданной неявно, с учетом значений производных 
более низкого порядка в точке х0.  

Хочется отметить то, что представленный выше ряд является част-
ным решением уравнения только для тех значений х, при которых он 
сходится. Частичная сумма этого ряда будет приближенным решением 
исходного ДУ. 

Рассмотренный способ применим для построения решения уравне-
ния любого порядка. 

Пример. Методом последовательного дифференцирования запи-
сать решение ДУ в виде разложения его в ряд Тейлора с пятью не ну-
левыми 
членами 

2 2 1, ( 1) 2, ( 1)
2

′′ ′= + − = − =y x y y y . 

Решение. Решение ДУ y = y(x) будем искать в виде 
 

( )
2( 1) ( 1) ( 1)( 1) ( 1) ( 1) ... ( 1) ...

1! 2! !
′ ′′− − −

= − + ⋅ + + ⋅ + + + ⋅ + +
n

ny y yy y x x x
n

. 

 

В нашем случае 
1( 1) 2, ( 1)
2

′− = − =y y . Подставляя х = –1 и у(–1) = 2 

в исходное ДУ, получим 2 2
0( ) ( 1) 2 5′ = − + =y x . 

Для нахождения последующих коэффициентов дифференцируем 
заданное ДУ 

2 2′′′ ′= +y х уу ; (4) 22 2( ) 2′ ′′= + +y у yy ; 
(5) 4 2 2 6 2′ ′′ ′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′′= + + = +y y y y y yy y y yy . 

При х = –1 
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1( 1) 2 2 2 0
2

′′′ − = − + ⋅ ⋅ =y ; (4) ( 1) 22,5− =y ; (5) ( 1) 15− =y . 

Тогда получаем  
 

2 4 51 5 15 12 ( 1) ( 1) ( 1) ... ( 1) ...
2 2 16 8

= + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + +y x x x x  . 

 
6.9. Решение дифференциальных уравнений  
и систем в прикладной программе MathCAD 

 
MathCAD имеет ряд встроенных функций для решения обыкновен-

ных дифференциальных уравнений. В результате решения получается 
матрица, содержащая значения функции, вычисленные на некотором 
множестве точек (на некоторой сетке значений). 

Каждая из встроенных функций, предназначенных для решения 
ОДУ, требует, чтобы было задано следующее: 

− начальные условия; 
− множество точек, в которых необходимо найти решение; 
− cамо дифференциальное уравнение. 
На практике наибольшее применение для решения ДУ получила 

функция rkfixed(), которая использует для поиска решения метод  
Рунге – Кутты четвертого порядка. В результате решения получается 
матрица, имеющая два столбца. Первый столбец – точки, в которых 
ищется решение ДУ. Второй – это столбец значений найденного реше-
ния в соответствующих точках. Функция rkfixed (y, x1, x2, Npoints, D) 
имеет следующие аргументы: 

у – вектор начальных условий размерности n, где n – порядок диф-
ференциального уравнения или число уравнений в системе. Для урав-
нения первого порядка этот вектор вырождается в точку; 

x1, х2 – граничные точки интервала, на котором ищется решение; 
Npoints – число точек (не считая начальной), в которых ищется 

приближенное решение. Число строк в возвращаемой матрице реше-
ния определяется как (1 + Npoints); 

D(x, y) – функция, которая возвращает значение в виде вектора из n 
элементов, содержащих первые производные неизвестных функций. 

Решение дифференциальных уравнений первого порядка. 
Рассмотрим на примере, как решаются дифференциальные уравне-

ния первого порядка. 



 

159 

Пример 1. Решить уравнение у′ = 2у/x + х с начальным условием 
у(1) = 0 на отрезке [1; 1,5]. 

Решение.  Решение заданного дифференциального уравнения с 
помощью функции rkfixed() показано на рис. 6.21. Для ее реализации 
были сделаны следующие предварительные действия:  

1) y0: = 0 – задаем начальное условие; 

2) D(x, y): = 02 ⋅
+

у
х

х
 – определяем функцию, задающую производ-

ную; 
3) применяем функцию rkfixed().  
 

 
Решение найдено в 50 точках отрезка [1; 1,5]. 
Решение дифференциальных уравнений второго порядка. 
Для решения дифференциального уравнения второго порядка необ-

ходимо задать:  
– вектор начальных условий, состоящий из двух элементов: значе-

ний функции и ее первой производной в начальной точке; 
– вектор – функцию D(х, у), имеющую вид: 
 

D(x, y) = 
( )

;
( )

у х
у х
′ 

 ′′ 
 

 

– применить функцию rkfixed().  

Рис. 6.21 
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Матрица решения содержит три столбца: первый – значения пере-
менной х, во втором находятся значения искомой функции у(х), а в 
третьем – значения ее первой производной у′(x). 

Пример 2. Решить дифференциальное уравнение второго порядка 
2′′ ′= − +у у у  со следующими начальными условиями у(0) = 1, 

у′(0) = 3 на отрезке [0; 0,5]. 
Решение .  Решение заданного дифференциального уравнения с 

помощью функции rkfixed() показано на рис. 6.22. 
 

 
 
Решение найдено в 400 точках отрезка [0; 0,5]. 
Системы дифференциальных уравнений. 
Для решения системы обыкновенных дифференциальных уравне-

ний первого порядка необходимо: 
– определить вектор, содержащий начальные значения для каждой 

неизвестной функции; 
– определить функцию, которая возвращает значение в виде векто-

ра из n элементов, содержащих первые производные каждой из неиз-
вестных функций; 

– выбрать точки для поиска приближенного решения; 
– применить функцию rkfixed().  

Рис. 6.22 
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При этом функция rkfixed() вернет матрицу, первый столбец кото-
рой содержит значения аргумента, а остальные столбцы будут содер-
жать значения найденных приближенных решений в соответствующих 
точках разбиения. 

Пример 3. Решить систему двух ДУ 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

2 2
0 0 1 0 1 0

2 2
0 1 0 0 1 1

( ) μ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) μ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

 ′ = ⋅ − − + ⋅ 
 ′ = ⋅ − − + ⋅







 

х t x t x t x t x t x t

х t x t x t x t x t x t
  

с начальным условиями х0(0) = 0, х1(0) = 1. 
Решение.  Решение заданного дифференциального уравнения с 

помощью функции rkfixed() показано на рис. 6.23. 
 

 
Рис. 6.23 



 

162 

Решение найдено в 100 точках отрезка [1; 20]. 
Хочется отметить, что в MathCAD имеется еще две встроенные 

функции для решения задачи Коши. Это функции Rkadapt() и 
Bulstoer(). Эти функции имеют те же самые аргументы и возвращают 
решения в такой же форме, что и функция rkfixed(). Первая из этих 
функций использует метод Рунге – Кутты с переменным шагом, что 
позволяет повысить точность вычислений и сократить их объем в слу-
чае, когда искомое решение имеет области, где ее значения резко из-
меняются. Функция Rkadapt() будет варьировать величину шага в за-
висимости от скорости изменения решения.  

Функция Bulstoer() реализует иной численный метод – метод Були-
рша – Штёра. Ее следует применять, если известно, что решение явля-
ется гладкой функцией.  

Решение краевой задачи для дифференциального уравнения. 
Пусть имеется дифференциальное уравнение второго порядка  
 

( ; ; )′′ ′=y f x y y . 
 

Решение уравнения требуется найти на интервале [0; 1], причем из-
вестно, что у(0) = у0, у(1) = у1. Понятно, что произвольный интервал 

[a; b] заменой переменных −
=

−
x at
b a

 может быть сведен к единичному. 

Для решения краевой задачи обычно применяют метод стрельб, 
позволяющий свести решение краевой задачи к задаче Коши.  

Пусть k некоторый параметр, такой что y′(0) = k. Для некоторого 
пробного значения k может быть решена задача Коши, например, ме-
тодом Рунге – Кутты. Мы хотим найти такое значение параметра, что-
бы выполнялось условие y(1; k) = y1. Фактически мы свели исходную 
задачу к задаче решения трансцендентного уравнения с таблично за-
данной функцией. Если найдены такие значения параметра k1 и k2, что 
y(1; k1) > y1 и y(1; k2) < y1, то дальнейшее уточнение значения параметра 
можно проводить методом деления отрезка пополам. 

Для решения краевой задачи в MathCAD имеется встроенная функ-
ция sbval(), которая реализует метод стрельб и позволяет свести крае-
вую задачу к задаче Коши. Она имеет следующие параметры:  

v – вектор, содержащий начальные приближения для недостающих 
начальных условий;  

xmin, xmax – границы интервала, на котором ищется решение;  
D(x; y) – вектор-функция, содержащий правые части системы диф-
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ференциальных уравнений первого порядка, эквивалентной исходному 
уравнению. Размерность вектора n должна совпадать со степенью 
старшей производной дифференциального уравнения; 

load(xmin, v) – вектор-функция, элементы которой соответствуют n 
значениям функций на левой границе интервала. Часть этих значений 
известна, а для части заданы начальные приближения в векторе v. Их 
уточненные значения будут найдены в процессе вычисления; 

score(xmax, y) – вектор-функция, имеющая то же число элементов, 
что и v. Этот вектор показывает, на сколько близко найденное решение 
к истинному.  

Пример 4. Средствами MathCAD найти решение дифференциаль-
ного уравнения 0,2 0 ′′ ′+ + =y y y при условиях (0) 1y =  и (5π) 0=y . 

Решение.  Задача сводится к системе двух дифференциальных 
уравнений первого порядка:  

;
2 .

′ =
′ = − −

y z
z z y

 

Поэтому функция D имеет вид 1

1 00.2
( , ) : .

− −
 

=  
 

y
D x y

y y
   

Задаем граничные условия: xmin :=0, :  xmax :=5π.   
Задача Коши для дифференциального уравнения второго порядка 

содержит два начальных условия. Нам известно только одно. Началь-
ное приближение для недостающего значения задаем в векторе v, ко-
торый в нашем случае состоит только из одного элемента. Несмотря на 
это, индекс 0 должен быть обязательно указан, чтобы подчеркнуть 
векторный характер этой величины: v0 : = 0.1. На левой границе интер-
вала нам известно значение искомой функции (0) 1 =y и задано 
начальное приближение для ее производной 0,1.′ =y  Это значение 
записано в v0. Неизвестное начальное условие, которое будем искать 
через функцию sbval(), задаем вектор-функцией load(). Ее нулевой 
элемент – начальное значение для y0, первый элемент – для y1:  

min
0

1
( , ) .

 
=  
 

load x v
v

 

Разницу между вычисленными и заданными значениями искомой 
функции и ее производными задаем функцией score(): 

 

mах 0( , ) 0.= −score x y y  
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Поиск недостающего начального условия осуществляем с помо-
щью функции sbval():  

min mах( , , , , , ) 12,511.=S := sbval v x x D load score  

После того, как нам стало известно недостающее начальное усло-
вие в задаче Коши, для ее решения можно воспользоваться, например, 
функцией rkfixed(). Реализация поставленной задачи в MathCAD пока-
зана на рис. 6.24. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
  

Рис. 6.24 
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