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Настоящая книга, как по своему содержанию, так и по 
методу изложения, является прямым продолжением первой 
части моего руководства того же наименования, напечатан­
ного впервые в 1927 г. и переизданного с добавлениями 
в 1929г.*) Такая преемственность материала делает необхо­
димым предварительное ознакомление читателя с содержа­
нием предыдущей части, без чего данное руководство может 
оказаться все же не вполне для него понятным. При, этом 
имеется в виду главным образом читатель не математик, 
для которого исключительно и предназначены обе книги.

Далее считаю своим долгом отметить, что книга эта 
совершенно не расчитана на использование ее в области 
социально-экономических дисциплин, в условиях статисти­
ческой разработки которых содержатся некоторые специфи­
ческие особенности, вовсе не предусмотренные и не затро­
нутые в содержании данного руководства. Круг читателей 
этой книги определяется, таким образом, лишь категориями, 
перечисленными в подзаголовке, а также работниками 
в смежных с ними областях знания по преимуществу био­
логического характера.

Вторая часть настоящего руководства состоит из Трех 
отделов.

В первом из них (до XI гл. включ.) излагаются вопросы, свя­
занные с характеристикой распределения отдельных вариант 
по классам их числовых значений и, в. частности, дается поня­
тие о так называемом „нормальном распределении" и различ­
ных от него уклонениях (ассиметрия и эксцесс). Понятие о 
распределении вариант позволило использовать здесь нагляд-

*) В настоящее время печатается 3-е издание этой кпиги.
1 *
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ную графическую иллюстрацию вариационных рядов в виде 
соответствующих им гистограмм и полигонов, а также ука­
зать ряд дополнительных констант, характеризующих дан­
ное распределение в целом (мода, медиана, квартиль). Па­
раллельно с описанием обычного способа моментов, при 
помощи которого чаще всего вычисляются показатели асси- 
метрии и эксцесса, в этом отделе указан также и упро­
щенный (но вполне точный) метод определения этих пока­
зателей с помощью особой таблицы поправок.

Второй отдел (от XII до XXIV гл. включ.) заключает в себе 
описание существующих способов оценки индивидуальных 
вариант с помощью стандартов, выведенных на массовом 
материале. Сюда относится установление границ оценочных 
зон, приемы децисигмальной оценки и перцентиляжа, соста­
вление оценочных таблиц, графиков и трафаретов для вычер­
чивания индивидуального профиля (антропометрического, 
психометрического и проч.). Все эти вопросы и приемы имеют 
в настоящее время широкое применение и вполне актуаль­



I. Графическое изображение вариационных рядов.

В результате разбивки варьирующего признака V  на те 
или иные классы мы получаем ряд частот р , показывающих, 
как распределились отдельные значения этого признака 
внутри установленных нами классовых границ *). Обычно 
в крайние классы при такой разбивке попадает сравнительно 
небольшое число вариант, а в средних они накапливаются 
в значительно большем количестве. В связи с этим ряд 
частот р в большинстве случаев начинается с малых чисел, 
которые постепенно нарастают по мере приближения к сред­
ним классам, после чего опять заметно начинают убывать. 
Чтобы составить наглядное представление о характере рас­
пределения вариант по отдельным классам, во многих слу­
чаях полезно-бывает изобразить это нарастание и убывание 
частот/) в форме „графика распределения". Наиболее распро­
страненные способы такого графического изображения 
вариационных рядов мы разберем здесь на следующем 
числовом примере.

Пусть имеем вариационный ряд, разбитый на 11 классов 
с классовым^ промежутком k —  2-.

В границах от 25 Д О 23 заключается 1 варианта
я я и 23 и 21 я 2 я

„ в п 21 п 19 п 3 ff

п я я 19 п 17 п 5 я

я Я я 17 п 15 » 10 я

W п Г) 15 я 13 я 14 п

я п п 13 i f 11 я 21 »
я я я 1 1 я 9 я 21 я

*9 я Т) 9 я 7 я 15 я

я п п 7 „ 5 я 6 я

я „ я 5 я 3 я 2 я

*} См, гл. XI первой части моего руководства.
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Здесь разбивка на классы произведена так, что нижняя 
граница высшего класса (напр. 23) в то же время является 
и верхней границей следующего низшего к тасса (от 23 до 21). 
Сделано это в расчете на полную непрерывность варьирую­
щего признака V, могущего принимать любые промежуточ­
ные значения, как угодно близко подходящие к отдельным 
классовым границам (раньше мы фиксировали эти границы 
например так: от 25 до 23,5 или от 25 до 23,1 в зависи­
мости от точности самих измерений, которые, таким образом,

предполагались из- 
: меняющимися скач-

ками, а не непре-

13-J

ю —

5 -

I I I Г  | ■ I I— Г Т " |— Г I I ' 1 [ I < I I | '  ч

5 1о is W - П
15

рывно).
Общее число из­

мерений (сумма всех 
частот р )  в нашем 
примере == 100.

Итак:

п  =  100.

Черт. 1.
При изображении 

заданного ряда в
• форме графика усло­

вимся числовые значения самого варьирующего признака V  
отмечать по горизонтальному направлению, а соответствую­
щие этим значениям частоты р  — по перпендикулярному 
к нему вертикальному направлению.

Начертив на листе бумаги две взаимно перпендикуляр­
ные прямые (так называемые „оси координат"), пометим на 
них деления какого-либо произвольного масштаба, как это 
показано на черт. 1, и в соответствующих точках деления 
проставим пояснительные цифры.

Эти цифры поставлены здесь не у всех масштабных де­
лений, а лишь у каждой пятой черточки. Отсчет ведется по 
горизонтальному направлению (по „оси абсцисс") слева-на­
право, а по вертикальному (по „оси ордина:") — снизу вверх 
в обоих случаях от „начала ко рдинат" т. е. от точки пе­
ресечения этих осей, прин; маемой на 0 (нуль). Масштабные 
деления по каждой оси сделаны равномерными (черточки 
находятся на одинаковом расстоянии друг от друга), но вер-
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тикальный и горизонтальный масштабы не совпадают: пер­
вый из них сделан здесь несколько мельче второго.

Один из способов построения „графика распределения* * 
заключается в изображении отдельных частот р  в виде ряда 
стотбиков. Ширина этих столбиков делается чаще всего 
одинаковой, в точности равной классовому промежутку k.  
В нашем примере, следовательно, все столби, и должны 
быть шириною в 2 деления горизонтального масштаба 
(так как k  —  2). Размещение этих столбиков по горизон­
тальной оси делается с тем расчетом, чтобы каждый стол­
бик пришелся внутри границ (в интервале) соответствующих 
классов. У нас, слева-направо, первый столбик нужно поме­
стить в промежутке 
между 3 и 5 деле­
ниями горизонталь- — 
ной оси, следующий 
между 5 и 7 деле- 13-

НИЯМИ И Т. Д. ВК :Ю-
чительно до послед­
него 11-го столбика, 
который окажется 
в промежутке между 
23 и 25 делением 
этого масшаба.

По своей высоте

10 -•

S1 U

13

-П-

I1)

10

15 л
Черт. 2.

все эти столбики должны быть пропорциональны тем 
частотам р ,  которые они изображают. Так, крайний 
слева столбик, соответствующий «частоте р  —  2 (для 
класса от 3 до 5), мы сделали высотой в 2 деления 
вертикального масштаба; следующий смежный с ним (справа) 
столбик, соответствующий частоте /7  =  6 (для класса от 5 
до 7) — высотою в 6 таких делений и т. д. (см. черт. 2). 
Для ясности сверху над всеми 11-тью столбиками проста­
влены цифры: 2, 6, 15, 21 и т. д., указывающие частоты р  
соответствующих классов.

Вариационный ряд, графически изображенный в форме 
таких смежных друг с другом столбиков, носит на ванке 
„гистограммы" распределения (или просто „гистшраммы"). 
Здесь площадь каждого столбика изображает частоту р  
соответствующего класса, т. е. то количество вариант, ко-
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торое при разбивке оказалось внутри границ данного класса.
Площадь же всей гистограммы (т. е. всех столбиков вместе 
взятых) представляет собой, очевидно, общую сумму всех 
частот р  (ЗД т. е. число измерений п. Следовательно там, 
например, где заданный ряд будет иметь вдвое большее 
число измерений /г, там и полная площадь соответствующей 
гистограммы распределения будет в;,вое больше.

Другой способ построения „графика распределения“ за­
ключается в изображении отдельных частот р  уже не в виде 
широких полос (столбиков), а с помощью тонких верти­
кальных прямых (ординат), проведенных через точки, соот­
ветствующие с е р е д и н а м  отдельных классов.

В н а ш е м  
примере классы 
разбиты слева- 
н а п р а в о  так:
3 — 5, 5 - 7 ,
7 — 9 и т. д. 
Следовательно 
середины этих 
классов прихо­
дятся в точках: 
4, 6, 8 и <г. Д. 
Так вот, из этих 
средних точек 
мы и должны

теперь восставить перпендикуляры соответствующей высоты 
(в зависимости от величины самих частот р) .  Вершины всех 
этих перпендикуляров принято, для ясности, соединять отрез 
ками прямых линий, а по краям графика опускать эту ломаную 
линию на горизонтальную ось, как показано на черт. 3. тот 
прием опускания ломаной линии на горизонтальную ось осно­
ван на том, что по краям чертежа могли бы быть отмечены 
еще по два так называемых „пустых" класса, в которые 
при разбивке не попало ни одной варианты (для этих клас­
сов р  =  0). Середины границ таких крайних классов (1 — 3 
и 25 — 27) приходятся здесь, очевидно, в точках 2 и 26. 
Высота соответствующих перпендикуляров в этих точках 
должна =  0 (так как р  =  0), т. е. вершины таких перпенди­
куляров вовсе не поднимутся над осью абсцисс. Поэтому
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наша ломаная линия и должна быть сведена по краям гра­
фика к этим двум точкам, лежащим на горизонтальной оси.

Вариационный ряд, графически изображенный описан­
ным выше способом, носит название „полигона распреде- 
ления“ (или просто „полигона").

Заметим, что полигон распределения, как это видно из 
чертежа 4, легко может быть получен из соответствующей 
гистограммы. Для этого стоит лишь соединить друг с дру­
гом все средние точки верхних площадок ступенчатой фи­
гуры этой гистограммы и свести полученную ломаную 
линию на ее краях к оси абсцисс. Имея, наоборот, поли.
гон распределения, мы всегда можем построить соответ 
ствующую ему 
гисгограм  му, 
расположив от­
дельные стол­
бики так, как 
это показано на 
черт. 4. Из того 
же чертежа вид­
но, что полная 
площадь гисто­
граммы в точ­
ности р а в н а  
п о л н о й  пло­
щади соответствующего полигона. В самом деле, если 
У изображенной на черт. 4 ступенчатой фигуры ’ выре­
зать все выходящие за пределы полигона отдельные тре­
угольники, то каждый из них может быть вставлен 
в соответствующую выемку, заполнив ее без всякого 
просвета, в результате чего мы и получим контур полигона, 
как бы сделанного из того же самого материала.

Переход от полигона к гистограмме и обратно имеет, 
очевидно, и логические основания. Непрерывному изменению 
варьирующего признака V, могущего принимать внутри ка­
ждого класса любые промежуточные значения, соответствует 
форма гистограммы. Если же принять, что все эти значения 
V  в каждом классе сосредоточены в его середине (что прак­
тически и делается при вычислениях), то этому предположе­
нию будет уже отвечать форма полигона, ординаты кото-
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ПОГО как раз и  приурочены к центральным точкам отдель 
ных классовых интервалов. В случае пре, ывного из енения 
варьирующего признака, могущего принимать только целые 
значения (например если I/ изображает число лепестков 
цветка или число правильно решенных задач), распределе­
ние таких вариант V  вообще говоря должно быть предста­
влено в форме полигона. Однако и здесь мы можем принять 
эти целые значения 1/ за середины отдельных классов, 
условно предполагая, что изменение их внутри таких клас­
сов происх дит непрерывно. Этому же предположению судет 
отвечать уже форма гистограммы. Итак, каждый вариацион­
ный ряд мы вправе изображать любым типом графика рас­

пределения, произ­
вольно переходя от 

• г Ъ гисто раммы к поли-
1 гону и обратно в за-

-1 висимости от удоб-
1  ства построения, тре-

бований наглядности 
и желательной ин­
терпретации.

Полигон и гисто­
грамма пр детавляют 
собой приближенные

-rfdt. ItHtCte.,
Черт. 5.

графические характеристики распределения отдельных ва­
риант по классам, выявляя лишь < бщую картину грубого 
подсчета частот в сравнительно крупных интервалах. При 
достаточно большом числе измерений ц  мы всегда имеем 
возможность уменьшить классовый промежуток k  и увели­
чить тем общее количество классов, в результате чего ха­
рактеристика распределения вариант получит большую пол­
ноту и точность. На гистограмме эти изменения скажутся 
очевидно в уменьшении ширины отдельных столбиков и в 
увеличении общего их количества при неизменном сохране­
нии, однако, той же самой общей площади всей фигуры 
в целом. Если представить себе, что при чрезвычайно 
большом числе измерений п  мы сделаем отдельные стол 
би и гистограммы во мною раз уже прежних и во столько 
же раз, очевидно, увеличим общее их количество, то грубая 
ступенчатая форма первоначального контура нашей гисто
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граммы обратйтся в мелко-ступенчатую, почти плавную кри­
вую, как это схематически и показано на черт. 5.

В пределе, когда ширина отдельных столбиков сде­
лается =  0, а общее их количество достигнет бесконечности 
сгладятся и последние зигзаги этой мелко-волнистой линии' 
которая обратится уже в совершенно плавную кривую на­
зываемую „кривой распределения”.

На черт. 6 эта кривая распределения изображена для 
ясности в сопоставлении с соответствующей ступенчатой 
гистограммой.

Кривая распределения, в отличие от гистограммы и по­
лигона. дает представление об идеальной форме рас реде- 
ления данной сово­
купности заданных 
вариант по величине 
тех или иных их чи­
словых значений. В 
то время как форма 
ф актического рас­
пределения этих ва­
риант зависит от 
произвольно устано­
вленного классового 
промежутка k  и про­
извольно же выбран­
ных границ разбивки, плавная теоретическая „кривая 
распределения” выр жает общий закон этого распределения 
независимо от тех или иных технических условий его 
выявления (или во всяком случае в минимальной от них 
зави -имости).

Всякому эмпирически установленному распределению 
вариант по классам отвечает характерная для него 
теоретическая „кривая распределения”. В настоящее время 
Пирсоном установлено 8 основных типов таких кривых 
и указаны способы их построения в соответствии с формой 
эмпрического полигона или гистограммы. Однако изложе­
ние теории и техники всех этих операций не входит в задачи 
настоящего элементарного руководства. Чита-ель, заинт. ре- 
созавшийся кривыми Пирсона, найдет все относящиеся сюда 
указания у Л. К. Лахтина („Кривые распределения числен

Черт. 6.
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ностей и построение для них интерполяционных формул по 
способам Пирсона и Брунса". М. 1922), у Е. Е. Слуцкого 
(„Теория корреляции и элементы учения о кривых распре­
деления". Киев, 1912) и у В. П. Эльдертона („Кривые рас­
пределения численностей и корреляции". М. 1924).

Для наших целей достаточно будет рассмотреть здесь 
лишь один частный, но чрезвычайно важный тип распреде­
ления, известный под именем „нормального", описанию ко­
торого и будут посвящены следующие главы.

II. Понятие о нормальном распределении.

Кривая нормального распределения имеет вид, предста­
вленный на черт. 7, из которого видно, что основной осо­
бенностью этой кривой является ее симметричность.

Наибольшую высоту 
кривая нормального 
распределения имеет в 
точке Н,  находящейся 
как раз над точкой М , 
соответствующей по го- 
ризонтальному^масшта- 
бу среднему арифме­
тическому данного ва­
риационного ряда. Так 
как ординаты этой кри­

вой пропорциональны частотам р ,  то при нормальном 
распределении наибольшую частоту будет иметь следо­
вательно тот класс, в центре которого находится среднее 
арифметическое М .  Вправо и влево от М  ординаты кривой 
(а ст^ло быть и частоты р )  постепенно и симметрично умень­
шаются, сперва медленно, затем быстрее, а по краям кри­
вой это ее снижение опять замедляется. Ужена небольшом 
сравнительно расстоянии от М  обе ветви нормальной кри­
вой довольно близко подходят к оси абсцисс, но ни здесь, 
ни дальше нигде с ней не совпадают вполне. Про эту кри­
вую говорят, что она „асимптотически" приближается к оси 
абсцисс, нигде с ней не сливаясь. Это значит, что теорети­
чески мы можем ожидать встретить любые отклонения от
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среднего арифметического М ,  но что слишком большие 
отклонения все же будут в действительности попадаться 
чрезвычайно редко (так как их теоретические частоты при­
ближаются к нулю).

Этими главными особенностями и характеризуете* в общих 
чертах так называемое „нормальное" распределение вариант, 

‘графически представленное на черт. 7 в виде „кривой нор­
мального распределения".

Полезно запомнить, что площадь нормальной кривой, 
также как и площадь всякого графика распределения, про­
порциональна общему числу измерений п. Чем гольше п, 
тем больше и площадь, ограниченная данной кривой.

При сохранении общей своей формы, соответствующей 
нормальному распределению, эта кривая в зависимости от

Черт. 8.

величины варьирования может иметь различную степень 
пологости и крутизны. На черт. 8 представлены две нор­
мальные кривые одинаковой площади, но различного рас­
сеяния. Сжатая по бокам высокая кривая соответствует слу­
чаю малого варьирования (т. е. малому среднему квадрати­
ческому отклонению о), а пологая кривая — случаю большого 
варьирования (большой а).

Большее или меньшее приближение к нормальному 
распределению можно подметить в любой области варьиро­
вания количественных признаков. Всем, например, прекрасно 
известно, что большинство людей обладает некоторым 
„средним" ростом, а „высокие" и „низкие" люди встречаются 
сравнительно редко, при чем „карлики" и „гиганты" попа­
даются лишь в виде ничтожных исключений. Такое же 
распределение людей, надо думать, наблюдается и в отно-
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шении их интеллектуального развития. Подавляющее боль­
шинство здесь также составляют несомненно люди „сред­
него" умственного уровня, „талантливые" и „отсталые" 
в интеллектуальном отношении составляют меньшинство, 
а „гении" и „идиоты" представляют собой редкое исклю­
чение.

Этот иззестный в сущности каждому закон распределе­
ния числовых значений всякого варьирующего признака 
(роста, интеллектуального развития и проч.) нам остается 
лишь постараться объяснить здесь теоретически и придать
ему по возможности более точную количественную формули­
ровку.

При уяснении особенностей явления варьирования коли­
чественных признаков прежде всего возникает вопрос о его 
механизме. Под влиянием каких воздействий данный признак 
в отдельных своих проявлениях не остается постоянным 
и у каждого индивидуума получает свою собственную, 
отличную от других индивидуумов величи у? Почему, нап|ри- 
мер, вес тела или его длина (рост), имея заметное тяготе­
ние к некоторой средней величине, свойственной нормаль­
ному взрослому человеку, тем не менее у разных людей не 
совпадает с этой средней величиной, варьируя около нее 
в тех или иных пределах?

Причина этого явления заключается, очевидно, в неодно­
родности тех условий (внешних и внутренних), под влиянием 
которых данный количественный признак (например рост 
или вес) у отдельных индивидуумов достигает той или иной 
определенной величины. Так, рост человека зависит ог 
целого ряда наследственных, социальных и прочих факторов, 
различным образом влияющих на величину роста у каждого 
данного индивидуума. Некоторые из этих факторов, взятые 
и з о л и р о в а н н о  от остальных, содействуют увеличению 
роста, другие, наоборот, его уменьшают, причем влияние этих 
факторов может иметь различную, неодинаковую силу (одни
из них влияют на интенсивность роста сильнее, другие_
слабее).

Таким образом величина роста каждого отдельного инди­
видуума обусловл на разнообразным, часто противополож­
ным влиянием множества таких в большинстве независимых 
друг от друга воздействующих факторов, в каждом отдель-
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ном случае образующих в своей совокупности некоторое 
определенное, случайное сочетание.

Если эта комбинация факторов окажется благоприятной 
для увеличения данного признака — эффект получится поло­
жительный, и данный индивидуум окажется высокого роста. 
В обратном случае он будет низкорослым. Если же в дан­
ной случайной комбинации причинных воздействий их про­
тивоположные влияния взаимно уравновесятся — индивидуум 

. получит некоторую среднюю величину этого признака 
(роста).

Такую же или подобную схематическую картину мы по­
лучим и при выяснении причин варьирования веса, окруж­
ности груди, интеллектуального развития или какого-либо 
иного количественного признака, определяемого в каждом 
своем индивидуальном проявлении влиянием совокупности
многих причинных факторов.

Чем же, спрашивается, можно объяснить неодинаковое 
количество’ „средних" и „крайних" результатов этих слу­
чайных воздействий? Почему уравновешивание противопо­
ложных влияний на деле встречается чаще, а превалирова­
ние одного какого-либо отклоняющего воздействия пред 
ставляет собой явление более редкое?

Причина этого заключается в неодинакой в е р о я т н о ­
сти таких сочетаний. При случайном подборе независимых 
друг от друга причинных факторов взаимная компенсация 
противоположных влияний теоретически всегда будет иметь 
за себя больше шансов, в то время как ожидать подбора 
преимущественно однородных по своему эффекту причин 
представляется менее вероятным.

Поясним эту мысль таким схематическим примером 
Пусть 4 раза подряд бросается монета и отмечается число 
случаев, при которых за эти 4 бросания монета ляжет 
кверху гербом. Эют опыт можно повторять неограниченное 
число раз, причем после каждых 4-х бросаний мы будем 
записывать цифрами: 0, 1, 2, 3 или 4 общее количество 
выпадов г е р б а , сбечитанное в данной серии 4-х подбрасы­
ваний этой монеты.

Очевидно, что при 4-х таких подбрасываниях монеты 
очень мало шансов получить гербы во всех четырех слу­
чаях подряд и мало же шансов не обнаружить вовсе ни

_ — ... 2Вариационная статистика.
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одного герба. Простой опыт с полной убедительностью 
покажет, что наиболее вероятной (т. е. чаще всего в дей­
ствительности имеющей место) будет такая комбинация 
результатов, при которой число выходов герба будет равно 
числу выходов решетки (т. е. 2 герба и 2 решетки), менее 
вероятной (реже встречающимся) окажется случай выхода 
3-х гербов и 1 решетки или же 1-го герба и 3 решеток, и, 
наконец, очень редко выпадет комбинация только 4-х гер­
бов или только 4-х решеток.

Малая вероятность преимущественного скопления каких- 
либо однородных фактов (в нашем примере только гербов 
или только решеток) с еще большей наглядностью обнару­
жится при увеличении числа бросаний в каждой серии 
с 4-х до 10, до 50-ти или до 100. В самом деле, насколько 
мало, например, шансов при 100 подбрасываниях монеты 
все 100 раз подряд получить сверху только герб или только 
решетку! Такой крайний случай практически может и вовсе 
не встретиться на деле даже при нескольких миллионах 
таких стократных испытаний, в то время как приблизи­
тельное равенство числа гербов и решеток будет и в дан­
ном случае встречаться сравнительно часто.

Этот схематический пример наглядно объясняет причины 
указанного выше „нормального" распределения вариант по 
классам. Взаимно погашающие друг друга противоположные 
влияния причинных факторов, приводящие в результате 
к „средней" величине варьирующего признака, встречаются 
чаще всего, и потому количество индивидуумов, обладающих 
средней величиной роста или веса, будет наибольшим. 
Малая же или, наоборот, слишком большая величина такого 
признака, вызываемая подбором однородных по своему 
влиянию отклоняющих факторов, встречается редко, так 
как самая комбинация таких факторов представляется мало 
вероятной.

Наглядная иллюстрация схемы и действия внутреннего 
механизма нормального распределения может быть дана 
с помощью остроумного приспособления, известного под 
именем „прибора Гальтона". Прибор этот состоит из 

_  наклонно поставленной плоской доски, на которую сверху 
через особую воронку постепенно высыпается мелкая дробь 
По пути движения потока этих дробинок в доску вколочено
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множество мелких препятствий (хотя бы в виде отдельных 
колышков или гвоздиков), а нижняя часть доски разгорожена 
несколькими парал­
лельными друг дру­
гу переборками, в 
промежутках между 
которыми может 
скапливаться скаты­
вающаяся по доске 
дробь (см. черт. 9).

Представим себе 
временно,что на пу­
ти падения дроби­
нок нет никаких пре­
пятствий (гвозди­
ков). Тогда вся струя 
дроби, скатываясь черт. 9.
по кратчайшему пря­
мому направлению к середине нижней части доски, ско­
пится только в одной или, самое большее, в нескольких цент­
ральных перегородках, вовсе не заполнив собою крайних 
отделений справа и слева (см. черт. 10).

Если же на пути ее движения будут расставлены пре-

Черт. 10. черт. 11.

пятствия, струя дроби станет рассеиваться ими в разные 
стороны и, скатываясь вниз все более и более расширяю-

2 *
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щимся потоком, заполнит отчасти также и крайние заго­
родки. При этом скопившаяся в нижней части прибора 
дробь примет характерную форму „кривой нормального 
распределения*, как это и представлено на черт. 11.

Прибор Гальтона воспроизводит схематически тот меха­
низм комбинированного действия многих независимых друг 
от друга случайных отклоняющих факторов, о котором 
было сказано выше. В самом деле, характер движения 
каждой отдельной дробинки обусловлен лишь случай­
ностью. Все зависит от того, в какую сторону и сколько 
раз подряд эта дробинка отскочит от встречающихся на ее 
пути гвоздиков. Если количество таких отскоков в п р а в о  
будет приблизительно одинаково с количеством противо­
положных отскоков в л е в о  —дробинка покатится по зигза­
гообразной траэктории в некотором среднем направлении 
и в результате попадет в центральную загородку. Если же 
большинство встречных препятствий отклонит эту дробинку 
в какую-либо одну сторону — она в конечном итоге упадет 
далеко от среднего отделения и притом тем дальше от 
него, чем большее количество раз пришлось ей отскочить 
от отдельных гвоздиков в соответствующую (одну и ту же) 
сторону.

Прибор Гальтона представляет собой упрощенную модель 
того сложного механизма случайных воздействий, влиянием 
которых определяется величина варьирующего признака 
у каждого отдельного индивидуума. Здесь отдельные дро­
бинки символизируют этих индивидуумов, колышки или 
гвоздики — различные отклоняющее факторы, а конечное 
попадание дробинки в ту или иную загородку — величину 
варьирующего признака, свойственную данному индиви­
дууму. Определенный вес или рост человека в каждом 
отдельном случае обусловлен совокупностью воздействий 
со стороны многих факторов, точно также как попадание 
дробинки в определенное отделение (загородку) зависит 
от случайной совокупности отклонений этой дробинки 
в результате столкновения ее со множеством расставленных 
по доске препятствий (гвоздиков).

Размещение по загородкам отдельных дробинок, точно 
также как и распределение по классам роста или веса 
отдельных индивидуумов, представляет собою явление чисто
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случайного порядка, предугадать которое мы не в состоянии, 
так как не в силах учесть всю сложную картину взаимо­
действия определяющих это явление причинных факторов. 
Но предсказать суммарно общий конечный результат рас­
пределения всех дробинок по отдельным загородкам (что 
символически и схематически соответствует распределению 
отдельных вариант по классам) мы можем уже довольно 
точно на основании учета неодинаковой вероятности раз­
личных ожидаемых комбинаций в сочетаниях этих откло­
няющих факторов.

Прибор Гальтона с особой наглядностью подтверждает 
высказанное ранее теоретическое положение о большей 
вероятности „средних" значений и меньшей вероятности 
„отклонений“. В результате рассеивания струи дробинок 
при столкновении их с гвоздиками отдельные дробинки 
скопляются главным образом в средних загородках, в со­
седние с ними ближайшие отделения попадает уже значи­
тельно меньше отдельных дробинок, а в самые крайние'— 
ничтожное их количество, что и дает характерную картину 
„нормального* распределения, представленного на черте­
жах 7, 8 и 11.

Само собою понятно, что строго „нормальное* распре­
деление дробинок по загородкам и вариант по классам 
может иметь место лишь при достаточно большом коли­
честве распределяемых индивидуумов (дробинок, вариант), 
а также при соблюдении указанных выше условий (множе­
ственность и независимость друг от друга всех причинных 
факторов, определяющих величину данного признака).

III. Построение кривой нормального распределения.

Математический анализ кривой нормального распре­
деления, основанный на положениях теории вероятностей, 
дает в конечном итоге ряд практических приемов и формул, 
позволяющих выполнить построение этой кривой (см. черт. 12) 
для любой совокупности эмпирических частот.

Так как кривая нормального распределения имеет наи­
большую ординату ((высоту) в точке М , соответствующей 
по горизонтальному масштабу среднему арифметическому
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заданного эмпирического ряда, то положение этой кривой 
на чертеже определяется положением самой точки М .  Эта 
наибольшая высота ( И )  нормальной кривой может быть 
вычислена по формуле:

Я _ 0 , 4 £ я *)

н

Вправо и влево от точки М  ординаты нормальной кривой 
будут постепенно и с и м м е т р и ч н о  уменьшаться, причем 
на расстоянии одной о в обе стороны от М  эти ординаты 
составят приблизительно 0,61 полной высоты Н,  на расстоя­
нии двух а от М  они уменьшатся до 0,14 высоты Н ,  а на 
расстоянии трех а сделаются равными всего только 0,01 
этой максимальной высоты Н  (см. черт. 12).

Обозначив эти чи­
словые коэффициенты 
(0,61, 0,14 и 0,01) бук­
вою Л, мы можем на­
писать следующ ую 
общую формулу для 
вычисления ординат (у ) 
кривой нормальног о  
распределения:

у =  Л. /У

где наибольшая высота Н  является для данного ряда вели­
чиной п о с т о я н н о й ,  а коэффициенты Л меняются в зави­
симости от расстояния искомой ординаты у  до центральной 
точки М  (по мере увеличения этого расстояния коэффициенты 
А наоборот уменьшаются).

Выше мы дали только три значения А для расстояний 
ординат от точки М  на одну, на две и на три о. При жела­
нии можно раз навсегда вычислить и любые промежуточные 
значения этих коэффициентов. Так, например, для ординат 
V, отстоящих в обе стороны от М  на 1/., о, коэффициент 
А =  0,88, для расстояния в 1\/.2а Л =  0,33, а для 21/.2с 
Л =  0,04.

*) Точнее, это выражение следовало бы умножить в числителе на коэф­
фициент 0,39894, приближенно принимаемый здесь за 0,4.
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Облекая эти и промежуточные данные в форму таблицы, 
мы можем придать ей следующий вид:

k а *
d h

0,1 0,995 1.1 0.546 2,1 0,110

0,2 0 ,80 1,2 0,487 2,2 0,089

0,3 0,956 1,3 О,-130 2,3 0,071

0,4 0,923 1,4 0,375 2,4 0,056

0,5 0,883 1,5 0,325 2,5 0,044

0,6 0,835 1.6 0,278 2,6 0,031

0,7 0,783 1,7 0,233 2,7 0,026

0,8 0,726 1,8 0,198 2.8 0,0 :о

0,9 0,667 1,9 0,164 2,9 0,015

1,0 0,607 2,0 0,135 3,0 0,011

Здесь в столбцах, озаглавленных буквою d, указано 
отклонение (расстояние) ординат у  от среднего арифмети­
ческого М ,  выраженное в долях среднего квадратического 
отклонения о, а рядом, в столбцах А, даны соответствующие 
этим расстояниям числовые значения искомых коэффициентов 
А, на которые для вычисления у  следует умножать макси­
мальную высоту Н.  Эту таблицу, следовательно, надо пони­
мать так: для ординаты у ,  отстоящей от М  на расстояние 
d  —  0,1 сигмы (1-ая строчка), коэффициент А =-0,995; для 
расстояния d  —  0,2 сигмы (2-ая строчка) А =  0,980 и т. д. 
В этой таблице расстояния d  взяты через одну десятую долю 
сигмы, а коэффициент А вычислен с тремя знаками после 
запятой.

Воспользуемся данными этой таблицы для построения 
кривой нормального распределения в применении к разо­
бранному уже выше примеру вариационного ряда, гисто­
грамма которого повторена здесь на чертеже 13 (см. выше, 
чертеж 2).

В этом распределении несколько нарушена симметрия, 
и весь ряд слегка скошен в левую сторону. Посмотрим, как 
расположится на том же самом чертеже кривая нормаль­
ного распределения, соответствующая данной гистограмме-
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Эту нормальную кривую мы должны вычертить так, 
чтобы соответствующее ей среднее арифметическое в точ­
ности совпало со средним арифметическим М  заданного 
вариационного ряда, чтобы у обеих кривых оказались оди­
наковые средние квадратические отклонения о и одинаковая 
площадь (соответствующая числу измерений п). Все эти 
условия и будут автоматически выполнены при использова­
нии указанной выше формулы для вычисления наибольшей 
высоты Н  кривой нормального распределения и приведен­
ной здесь таблицы значений коэффициентов h.

Итак прежде все­
го определим число­
вые значения п, М  и 
а для заданного ва­
риационного ряда. 
Выписав в клетках 
столбца р  частоты 
этого ряда, соответ- 
ствующиеуказанным 
слева классовым гра­
ницам и приняв за 
начало отсчетов (С) 
середину классаот 15 
до 13, т. е. положив:

С =  14,

выполним внутри расчетной решетки все обычные проме­
жуточные вычисления по способу сумм *).

В результате получим следующие четыре итога (см. ре­
шетку на стр 25):

а г —  42 а 2 =  36
Ьх ■= 142 Ь2 —  122

Откуда определим и обе вспомогательные суммы:

S1 =  a1 — b1 =  — 100 
S 2 =  и х -)- b x -)- 2 -|- 2Ь2 =  500

*) См. подробное списание этого способа в I части моего руководства.

Среднее арифметическое М  найдется по обычной фор­
муле (при k  =  2)

Л4 =  С +  - ^ - =  12

Сумма квадратов централь­
ных отклонений

Ех2 =  5., -  5,2 =  400~ п

Для вычисления среднего 
квадратического отклонения(а) 
мы здесь и в дальнейшем бу­
дем пользоваться формулой, 
соответствующей большому 
числу измерений п (т. е. деля 
под корнем Ех2 не на п — 1, 
а на п ):

* =  ± k ) / ~  - ? £ - = *  + 4 .

Итак, для заданного эмпи­
рического ряда, изображенного 
в форме гистограммы на чертеже 13,

п =  100 М  =— 12 о =  +  4

По этим данным мы и можем теперь вычислить макси­
мальную высоту ( И )  кривой нормального распределения, 
воспользовавшись формулой (см. стр. 22):

н  _  0,4*л _  0,4 • 2 • 100
9  4  ~

Итак, в точке М ,  соответствующей 12-му делению гори­
зонтального масштаба ( М — 12), наибольшая высота нор­
мальной кривой И  =  20 делениям взятого нами вертикаль­
ного масштаба.

Зададимся целью определить теперь высоты этой кривой 
(т. е. ее ординаты у )  для нескольких точек, отстоящих друг 
от друга, скажем, на расстояние в 72о. Так как в нашем 
примере М =  12, а о== +  4, то 1/2° =  +  2. Прибавляя и вы­
читая эту величину (л1г з  —  2 ) к среднему арифметическому
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Г раницы 
классов Р 42 36

25-23 1 1 1

23-21 2 3 4

21-19 3 6 10

19—17 5 11 21

17—15 10 21 —

15-13 14 — —

13-11 21 65 —

1 1 -9 21 44 77

9 - 7 15 23 33

7 - 5 6 8 10

5 3 2 2 2

100 142 122
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( М  =  12) несколько раз подряд, получим следующие значе­
ния варьирующего признака V , для которых далее следует 
вычислить ординаты у  кривой нормального распределения::

О, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24.
Так как два ближайшие к центру значения этого при­

знака 10 и 14 отстоят от М  (= 12 ) на Vs3» то ПРИ вычи­
слении ординат кривой нормального распределения (у) по 
формуле:

у  — h H

мы должны взять d  — 0,5, чему по приведенной выше та­
блице (см. стр. 23) соответствует значение h =  0,883. Итак, 
для точек 10 и 14 обе ординаты кривой.

у  =  h H  — 0,883 • 20 =  17,6 .
Для следующей пары точек: 8 и 16, удаленных от М  уже 

на целую a ( d  =  1), коэффициент h =  0,607, и, следовательно* 
ординаты кривой в этих точках

j, =  0,607-20 =12,14.
Применяя этот же прием вычисления и дальше, получим:.

для точек: 6 и 18 (при d  =  1,5) ординаты у = 6 ,5 0
„ „ 4 и 20 (при d  =  2) „ _у =  2,70
„ „ 2 и 22 (при d  =  2,5) „ у  —  0,88
, „ 0 и 24 (при d  =  3) „ у  — 0,22

Если эти числовые данные отложить по координатным
осям в принятом ра­
нее масштабе и по­
лученные точки со­
единить от руки ил» 
по лекалу плавной 
кривой, то мы и по­
лучим наглядную  
картину теоретиче­
ского „нормального" 
распределения, со­
ответствующего за­
данному эмпириче­
скому ряду при
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На чертеже 14 кривая нормального распределения вы 
черчена по точкам, сравнительно далеко отстоящим друг or 
друга. При желании, 
очевидно, можно бы­
ло бы определить 
для этой кривой и 
ряд промежуточных 
точек.

На чертеже 15 
кривая нормального 
распределения дана 
в сопоставлении с ги­
стограммой соответ­
ствующего эмпири­
ческого ряда, что 
собственно и является нашей конечной задачей. Из этого 
сопоставления графиков видно, что заданный ряд дей­
ствительно несколько не совпадает с нормальной "кри­
вой, обладая небольшой ассиметрией (сдвиг вершины 
влево). Ассиметрия заданного ряда выступает с еще боль^ 
шей наглядностью при сопоставлении кривой нормального- 
распределения не с гистограммой, а с полигоном, как это 
показано на черт. 16.

Заметим, между прочим, что кривую нормального рас­
пределения мож о было бы вычертить и не плавной линией

а просто соединив 
отдельны е по­
строенные для нее 
точки отрезками 
прямых (по ли­
нейке).

При построе­
нии нормальных 
кривых для боль­
шого количества 
эмпирических ря­
дов полезно бы­
вает сократить ра­

боту по вычислению ординат у  и выполнить ьсе эти по­
строения исключительно графическим путем.

Черт. 15.



Для этого, прежде всего, необходимо раз навсегда заго­
товить два вспомогательные графика, образцы которых 
представлены на чертежах 17 и 18.

Первый из этих графиков (см. черт. 17) служит для де­
ления горизонтальной оси на нужное число р а в н ы х  друг 
другу интервалов (в нашем последнем примере на 6 таких 
интервалов, шириною в V2 0 каждый), а второй (см. черт. 18)— 
для определения искомых ординат (у )  кривой нормального 
распределения, откладываемых на чертеже по вертикаль­
ному направлению.

Решив разделить ось абсцисс, например, на б равных 
друг другу частей, мы должны заготовить первый из этих

Черт. 17.

у
4 *

1Д0 п
о,<И

• I  ,__ n s ___ г
►------- ^,___ ' X  ой*__ : W j

1 1 1
Черт. 18.

графиков в виде семи равноотстоящих друг от друга парал­
лельных прямых, как это показано на чертеже 17. Второй 
трафик чертится также в виде ряда параллельных прямых, 
но расстояния между ними здесь уже не равны друг другу 
(см. черт. 18). Эти расстояния, считая от нижнего края гра­
фика, должны быть пропорциональны соответствующим 
коэффициентам Л, взятым непосредственно из таблицы этих 
коэффициентов (в нашем примере построения отдельных 
точек нормальной кривой через интервалы в 1/ 2с эти рас­
стояния будут пропорциональны числам: 1, 0,88, 0,61, 0,33, 
•0,14, 0,04 и 0,01, что и указано на черт. 18 соответствую­
щими цифрами *) и стрелками). В зависимости от желаемого 
размера чертежа мы можем увеличить эти табличные числа h,
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умножив их напр. на 10 или на 100. Таким образом если 
полную высоту этого графика (от самой нижней до самой 
верхней ограничивающей его прямой) сделать, например? 
в 10 см , то расстояние от нижней линейки до второй сверху 
должно равняться 8,8 см\ от нижней линейки до следующей. 
(3-ей сверху) 6,1 см  и т. д. (Здесь соответствующие таблич­
ные числа увеличены в 10 раз).

Имея в своем распоряжении два таких вспомогательных 
графика, мы без труда сможем теперь строить с их по- 
мощыо неограниченное количество кривых нормального рас­
пределения для сопоставления их с заданными эмпириче­
скими рядами.

Пусть, например, в частности требуется построить нор­
мальную кривую поданным последнего примера (я =  100j 
k  —  2, М  — 12 и з =  + 4 ) . Желая выполнить это построение 
для 6 точек в обе сто­
роны от М  (на рас­
стоянии в 1/ г а между 
соседними точками), мы Черт. 19.

должны будем раз­
двинуть крайние из этих точек на расстояние в За от М  (6 интер­
валов в V2з составляют в общей сложности За). Так как 
о =  4, то З з  =  12. Следовательно обе ветви нашей кривой 
заполнят на чертеже участок в 12 делений горизонтального 
масштаба с каждой стороны от М  (от М  — 3а =  0 до vW-j- 
+  3а =  24).

Заготовим теперь масштабную линейку в виде полоски 
бумаги и двумя черточками А  и В  пометим на ней это 
расстояние в 12 делений горизонтального масштаба (в дан­
ном случае возьмем для ясности этот масштаб несколько 
крупнее, чем раньше). Итак, расстояние от А  до В  равно 
здесь 12 делениям принятого нами горизонтального мас­
штаба (см. черт. 19).

Чтобы разделить это расстояние на 6 равных частей, 
наложим нашу линейку на первый вспомогательный график 
так, чтобы черточки А  и В  точно совпали с верхним и ниж­
ним его краем, как это показано на черт. 20 (для этого 
линейку придется поставить наклонно). Если теперь у всех 
промежуточных точек (между А  и В ) ,  в которых край мас­
штабной линейки встречается с параллельными линиями
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графика, сделать на линейке пометки в виде черточек, то 
этими черточками расстояние от Л до В и разобьется на

6 равных частей.
Разделив расстояние А В  

с помощью первого графи­
ка на б равных частей, мы, 
далее, переносим эти деле­
ния на тот чертеж, на ко­
тором предполагаем по­
строить кривую нормаль­
ного распределения. Для 
этого наша линейка прикла­
дывается к точке М  краем 
А, как это показано на 
черт. 21, и все промежуточ­
ные черточки непосред­
ственно переносятся с ли­

нейки на горизонтальною ось чертежа. После этого ли­
нейка передвигается влево так, чтобы с точкой М  совпала 
правая черточка В,  и эти же деления переносятся с линейки 
на горизонтальную ось влево от М  (операция эта на черт. 21 
не указана).

Конечно, в данном числовом примере можно было бы 
и не прибегать к столь сложному способу разбивки отрезка 
•в 12 делений горизонтального масштаба на 6 равных частей, 
так как эту разбивку можно было бы выполнить просто 
путем деления 12 на 6. Но в общем случае, когда о пред­
ставляет собой дробное или многозначное число, примене­
ние указанного графического приема является вполне целе­
сообразным.

М
» 1 1 1 i__ А___ __ г___I___1___1... 1___1-----------.

/

1 1 I I i~̂
к в
Черт. 21.

Пометив на горизонтальной оси все точки, для которых 
далее, следует построить ординаты (у ) кривой нормального 
распределения, мы должны затем обычным путем вычислить
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н а и б о л ь ш у ю  высоту этой кривой Н  (в точке М )  п о  формуле:

/ /  _  ° ’4£”
С

В нашем примере Н —  20 делениям вертикального мас­
штаба (см. стр. 25). Пусть эти 20 делений соответствуют 
отрезку C D ,  отмеченному черточками С и О по краю 
бумажной масштабной линейки (см. черт. 22).

Эту линейку мы должны теперь наложить на второй 
вспомогательный график опять так, чтобы черточки С  и D  
точно совпали с верхним и нижним его краем, как это по­
казано на черт. 22. В точках пересечения- края линейки со 
всеми параллельными прямыми, проведенными на вспомога­
тельном графике, следует 
поставить черточки (на са­
мой л шейке). Этими чер­
точками отрезок C D  и раз­
делится на части, равные 
иск мым ординатам у  кри­
вой нормального распреде­
ления (считая от точки С).

Теперь эти ординаты 
следует перенести на окон­
чательный чертеж. Для это­
го край масштабной линей­
ки накладывается на чер­
теж по перпендикулярному 
к оси абсцисс направлению 
так, чтобы черточка С  на линейке пришлась точно на 
уровне этой горизонтальной оси в точке М  (см. черт. 23). 
Тогда верхняя черточка линейки D  и определит на чер­
теже положение наивысшей точки И  кривой нормального 
распределения. На чертеже 23 пунктиром изображена для 
ясности также и нормальная кривая в том виде, как она 
в дальнейшем получится при построении всех определяю­
щих ее точек.

Для построения следующей ординаты этой кривой в со­
седней с М  точке (справа от М  на расстоянии 1/г а) мас­
штабную линейку следует передвинуть вправо до ближай­
шего деления горизонтальной оси и отложить кверху соот-
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ветствующие расстояния (от С до точки № 1), как это по­
казано на черт. 24.

Черт. 23.

Передвигая последовательно эту линейку вправо на со­
ответствующие равные друг другу расстояния (в Уг з), за­
ранее отмеченные по горизонтальной оси, и отмеряя каждый 
раз кверху расстояния от С  до точки № 2, затем от С  до 
точки № 3 и т. д., мы и получим на чертеже ряд точек,

н -25
- № 1

/
/ k IVi».

/

/
-  N13 \

/
t У

у ч
' - N-V

М L _  Q ------------ ~ ~~~гд--—--- 1----------Г— —— Г— — Т--------- 1 1 ’ 1

Черт. 24.

определяющих; положение нормальной кривой. Затем эти же 
построения следует выполнить в левую сторону от точки М.
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Соединив далее все эти точки плавной линией (от руки или 
по лекалу) или, в крайнем случае, просто прямыми отрез­
ками, мы и получим искомую кривую нормального распре­
деления, соответствующую заданным величинам п, М  и а.

Полезно запомнить, что при изготовлении вспомогатель­
ных графиков необходимо высоту их делать несколько 
меньше (а не больше) того отрезка, который разделяется 
этим графиком на соответствующие части (см. черт. 20 и 22),

IV. Процентное распределение вариант.

Математический анализ кривой нормального распределе­
ния указывает также и способ вычисления площади отдель­
ных ее участков, что во многих случаях может пред­
ставить большой практический и теоретический интерес. 
Вспомним, что при 
вычерчивании гисто­
граммы эмпириче­
ского ряда мы строи­
ли ее столбики про­
порционально часто­
там р  соответствую­
щих классов, в ре­
зультате чего пло­
щадь каждого та­
кого столбика вели­
чиной своей точно Черт. 25.

определяла число ва­
риант, попавших при их разбивке в границы данного 
класса. Так, например, если в границах класса от 7 
до 9 оказалось 15 вариант (р =  15), то соответствую­
щий столбик (заштрихованный на чертеже 25 в клетку) 
должен заключать в себе ровно 15 принятых за единицу 
квадратных мер площади. Соседний справа столбик, соот­
ветствующий р  —  21 (для класса от 9 до 11)—21 таких еди­
ниц площади и т. д. Если теперь нам потребовалось бы 
определить общее количество вариант, попавших при раз­
бивке в несколько смежных друг с другом классов одно-

Вариационная статистика. 3
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временно (например в интервал от 7 до 15 включительно, 
заключающий в себе 4 таких класса), то соответствующий 
подсчет частот р  этих классов даст нам в сумме

15 +  214-21 +  14 =  71.

Итак, общее количество вариант, по величине своей 
больших 7, но меньших 15 (т. е. попавших в интервал от 
7 до 15), оказалось здесь =  71.

Это количество вариант (71) графически соответствует, 
очевидно, всем четырем столбикам, расположенным на гисто­
грамме в промежутке между точками 7 и 15 (по масштабу 
горизонтальной оси). Сумма площадей этих четырех стол­
биков, т. е. общая площадь всего заштрихованного участка 
гистограммы и будет определять это число вариант 71

(в этом участке гистограм­
мы будет заключаться 71 
единица площади).

Итак, количество ва­
риант, попавших при раз­
бивке на классы в ка­
кой-либо интервал, со­
стоящий из нескольких 
таких классов, на гисто- 

ЧеРт- 2б- грамме измеряется пло­
щадью того участка, ко. 

торый ограничен внешним контуром самой гистограммы, 
осью абсцисс и двумя вертикальными ординатами, прове­
денными из крайних точек этого интервала. Это же 
соображение относится, очевидно, и к полигону, поскольку 
его площадь всегда равновелика площади гистограммы.

Так как плавная кривая распределения представляет со. 
бой предельную форму соответствующей гистограммы или 
полигона (при бесконечном увеличении общего количества 
классов и бесконечном уменьшении классового промежутка k),  
то этот же принцип графического определения числа ва­
риант, попавших в данный интервал, может быть применим 
и ко всякой кривой распределения и, в частности, к нор­
мальной кривой.

Пусть, например, требуется определить число вариант, 
попавших при разбивке в интервал от V t до V 2 при строго
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нормальном их распределении по классам (см. черт. 26). 
Проведя из точек V, и V2 ординаты Vx Нх и V., Н2 до пе­
ресечения с кривой 
нормального распреде­
ления в точках Нх и 
Н 2, мы выделим за­
штрихованный на чер­
теже 26 участок V \H X 
Но V2, площадь кото­
рого и даст предста­
вление об искомой чи­
сленности вариант, по­
павших в границы за­
данного интервала(этих вариант окажется столько, сколько 
квадратных единиц площади заключается в данном выделен­
ном участке кривой нормального распределения).

Во многих случаях удобнее бывает выражать эту пло­
щадь не в абсолютных единицах (напр. в квадратных мил­
лиметрах или в квадратных сантиметрах), а в процентах от 
всей площади этой кривой.

Анализ геометрических свойств кривой нормального рас­
пределения дает возможность вычислять площадь любого 
участка этой кривой, если известны расстояние границ за­
данного интервала (V, и V2) до среднего арифметического 
М ,  и если эти расстояния выражены в долях среднего ква­
дратического отклонения о. В виду полной симметрии этой 
кривой подобные вычисления производятся обычно только

для одной какой-либо 
ее половины, так как 
справа и слева от цен­
тральной точки М  пло­
щади соответствующих 
одинаковых участков 
этой кривой всегда бу­
дут в точности равны 
друг другу.

Черт. 28. Соответствующие
вычисления (метод и 

технику которых мы однако здесь приводить не будем) 
дают в конечном итоге следующие главные результаты:

з*

Черт. 27.



Черт. 29

1) Площадь участка нормальной кривой от М  до границы 
интервала V,  отстоящей от М  на расстоянии одной о, соста­

вляет приблизительно 
34,13% полной площа­
ди всей кривой нор­
мального распределе­
ния (см. черт. 27).

2) Площадь участ­
ка от М  до границы 
V, отстоящей на рас­
стоянии 2 о от М ,  со­
ставляет 47,73% пол­
ной площади всей нор­

мальной кривой (см. черт. 28).
3) Площадь участка от М  до 3 а составляет 49,87% всей 

площади кривой (см. черт. 29).
Если расстояние от среднего арифметического М  до этой 

передвижной границы V  оцениваемого интервала обозначить 
буквой d  и помнить, что расстояние d  выражается всегда 
в долях среднего квадратического отклонения а, то указан­
ные выше результаты геометрического анализа нормальной 
кривой можно изобразить в форме приведенной здесьтаблички. 
Эта табличка состоит из двух вертикаль­
ных столбцов d  и q. В столбце d  указана 
величина интервала от М до V (в сигмах), 
а в соседнем справа столбце q  дан % ва­
риант, заключающихся в этом интервале 
при нормальном распределении.

По этому же принципу можно составить и более п> 
дробную таблицу, в которой, например, 
ширин?, интервалов d  будет выписана , че­
рез каждые 1/% 3- Смысл этой таблицы и 
способ пользования ею остается прежним. 
Так, например, в первой строчке сверху 
для d  =  0,5 процент q  =  19,15. Это значит, 
что при нормальном распределении в ка­
кую-либо одну сторону от среднего ариф­
метического М  на расстоянии от этого М 

' на 0,5 сигмы будет заключаться 19,15% 
общего числа всех вариант (всех измерений п).

d q°i о

1 34,13

2 47,73

3 49,87

d q %>
0,5 19,15

1 34,13

1,5 43,32
2 47,73

2,5 49,38

3 49,87
3,5 49,98
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Ниже приведена таблица процентного распределения 
вариант для интервалов, увеличивающихся по ширине че­
рез каждую десятую долю сигмы (т. е. для последова­
т ел ь н ы х  значений d :  0,1, 0,2, 0,3 и т. д. до 4,0 включи­
т е л ь н о ). Соответствующие же этим значениям проценты 
q даны в ней с тремя знаками после запятой.

d q°!o d q°lo d
i

q°'o d
1 ____ i

q°: о

0 1 3,983 U 36,433 2,1 48,214 3,1 49,903

0,2 7,926 1.2 3<,493 2,2 48,610 3,2 49.931

0,3 11,791 1,3 40,3 0 2,3 48,928 3,3 49,952

15,542 1,4 41,924 2,4 49,180 3,4 49,966

0,5 19,146 1,5 43,319 2,5 49,3/9 3,5 49,977

0,6 22,575 1,6 44,520 2,6 49,534 3,6 49,984

0,7 25,804 1,7 45,543 2,7 49.653 3,7 49,989

0,8 28,814 1,8 46,407 2,8 49,744 3,8 49,993

0,9 31,594 1,9 47,128 2,9 49,813 3,9 49,915

1,0 34.134 2,0 47,725 3,0 49,865 4,0 49,997

Покажем, как следует пользоваться этой таблицей для 
решения некоторых практических задач. Пусть, например, 
требуется определить количество вариант, которое заключа­
лось бы в интер­
вале от Fj — 7 до 
% =  15 при нор­
мальном распре­
делении заданно­
го ряда (см. чер- 
т е ж  30).

Фактически в 
этот интервал по­
пало при разбив­
ке на классы 
столько вариант, 
сколько квадрат­
ных единиц (соответствующих одной варианте) заключается 
в участке площади гистограммы, обведенном на черт. 30 жирной

Черт. 30.
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линией (ранее мы высчитали уже, что площадь эта=71 квадрат­
ной единице, и следовательно в указанном интервале заклю­
чается 71 варианта из 100, т. е. 71% общего их количества л). 
Если бы этот ряд имел нормальное распределение, то 
в том же участке (от V x =  7 до V 2 =  15) оказалось бы, оче­
видно, иное количество вариант, именно столько, сколько 
единиц площади будет иметь заштрихованный на черт. 30 
участок нормальной кривой, ограниченный с краев двумя 
ординатами (в точках V 1 uV«).  Наша задача и заключается 
теперь в определении площади этого участка, выраженной 
в процентах от всей площади кривой нормального распре­
деления в целом.

Вспомним, что для данного ряда 4 4 =  12, а о = 4 . Следо­
вательно, в точке 12 
наша норм альная 
кривая имеет наи­
большую ординату, 
относительно кото­
рой она и распола­
гается симметрично.

Таблица процент­
ного распределения 
вариант позволяет 
вычислять площади 

Черт. 31. только таких участ­
ков кривой,которые 

лежат по одну какую-либо сторону от средней ординаты, 
непосредственно к ней примыкая. Поэтому нам придется 
разбить весь интересующий нас участок этой кривой (от У х 
до V 2) на две неравные части: от V x до М  (I часть) и от 
М  до V 2 (11 часть), определив площадь каждого из двух 
таких участков порознь по таблице (см. черт. 31).

Чтобы вычислить площадь 1-го (левого) участка, необхо­
димо прежде всего определить расстояние его левой гра­
ницы V x от среднего арифметического М ,  выразив это рас­
стояние в долях среднего квадратического отклонения о. 
Так как граница Vx по условию совпадает с 7 делением 
горизонтального масштаба, то в данном случае
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Отклонение (расстояние) этой границы до 7 4 = 1 2  выра­
зится очевидно разностью

Vj — М  —  7 — 12 =  — 5.
Итак, граница % отстоит от точки М  влево (знак—) на 

расстояние == 5 делениям горизонтального масштаба. Чтобы 
выразить это расстояние в долях среднего квадратического 
отклонения, следует, очевидно, разделить его на о (у нас 
0 =  4)

^- =  1,25 или приблизительно =  1,3.
(Знак — здесь всюду отброшен).
Эта величина (1,3) и даст нам искомое значение d,  для 

которого можно определить по таблице соответствующий 
процент q. Итак для I части заштрихованного участка

rf=  1,3.
Значению d —  1,3 по таблице процентного распределения 

вариант (см. стран. 37) соответствует q  — 40,3 (прибли­
зительно). Следовательно слева от М  в I участке заштрихо­
ванной площади при нормальном распределении должно 
заключаться 40,3% общего количества всех вариант.

Для И-го участка крайняя его граница V 2 ( =  15) отстоит 
от М  (==12) на расстояние

V 2 —  M =  15 — 12 =  3,
т. е. на 3 деления горизонтального масштаба. Разделив это 
расстояние (3) на <з =  4, получим:

— = 0 ,75  или приблизительно =  0,8.

Значение й? =  0,8 по таблице соответствует q  —  28,8. Сле­
довательно вправо от М  должно заключаться при нормаль­
ном распределении 28,8°/о общего количества всех вариант.

Итак, влево от М  в заштрихованный участок нормальной 
кривой попадет 40,3%, а справа от М  окажется 28,8%. 
Поэтому всего в границах от V x до V 2 будет заключаться 
при нормальном распределении:

40,3 f  28,8 =  69,1% *),
т. е. на 1,9°/о меньше, чем оказалось там фактически (71%).

*) При точном подсчете этого °/о с помощью таблицы, приложенной 
в конце книги, получим 66,77п,о.
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Итак, при вычислении площади участка кривой нормаль­
ного распределения в том случае, когда среднее арифмети­
ческое М  расположено внутри его границ (т. е.' между V, 
и V̂ ), следует разбить весь заданный интервал на две не­
равные части, расположенные слева и справа от М .  Для 
каждого из двух полученных этим путем участков нормаль­
ной кривой следует, далее, вычислить отклонение его край­
ней границы V  от среднего арифметического М ,  выразив 
это расстояние в долях среднего квадратического отклоне­
ния з, т. е. по формуле:

Отыскав по таблице проценты q, соответствующие полу­
ченным значениям <а?, мы 
и определим площади 
каждой из двух частей 
интересующего нас уча­
стка. Для вычисления 
же площади всего этого 
участка в целом придется 
оба эти числа (q) сложить.

Рассмотрим теперь 
второй случай вычисле­
ния площади участка нор­

мальной кривой, расположенного по одну какую либо 
сторону от М  (см. черт. 32). Здесь искомая (заштри­
хованная) площадь представляет собой р а з н о с т ь  между 
площадью участка от М  до % и площадью участка от 
М  до V 2.

Пусть в числах: % —  5, V 2 =  9 при тех же значениях 
М  — 12 и з =  4.

Для участка, крайняя граница которого % удалена о т М  
на более далекое расстояние, величина

Черт. 32.

или приблизительно d l —  1,8 (без знака—).

*) Для вычисления по таблице значение d  всегда берется со знаком +
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Для участка, крайняя граница которого V 2 расположена 
ближе к М:

V, —  M  9 - 1 2  --3
<4 =  ,

0,75

или приблизительно % =  0,8 (без знака—).

Значению d x —  1,8 соответствует процент q x
„ d 2 === 0,8 „ » q%

: 46,4 *) 
28,8 *)

разность этих процентов q  =  q x —  ?2= 17 ,6  **).
Следовательно в заданных границах (от 5 до 9) при нор­

мальном распределении должно заключаться 17,6°/0 общего 
количества всех вариант п (фактически их оказалось там 
21%, что легко определить непосредственно по гистограмме 
путем подсчета частот р  в соответствующих классах: 
6 + 1 5  =  21).

Итак, при вычислении площади участка нормальной 
кривой в том случае, когда обе его границы (%  и VV) рас­
полагаются по о д н у  сторону от среднего арифметического 
М ,  следует определить по таблице площадь участков кри­
вой от М  до наиболее удаленной границы (напр. %), затем, 
независимо от этого, площадь участка от М  до ближайшей 
границы (V 2) и вычесть из первой (большей) площади вто­
рую (меньшую).

С помощью указанных приемов можно вычислить и пло­
щади отдельных полосок нормальной кривой, совпядающих 
по своей ширине и расположению со столбиками гистограммы 
эмпирического ряда. Этим путем мы получим так называе­
мые „теоретические частоты” (/?„), показывающие, сколько 
вариант из общего их числа п  попало бы при разбивке 
в каждый отдельный класс, если бы данный ряд имел 
строго нормальное распределение. Вычислив эти теорети­
ческие частоты р 0, мы получаем, далее, возможность срав­
нить их с эмпирическими частотами />, найденными путем 
непосредственного подсчета вариант, заключающихся в гра­
ницах каждого отдельного класса. На основании такого 
сопоставления этих частот (р 0 и р )  можно судить о степени

*) Приблизительно.
**) Точнее 18,65, если вычисления вести по таблице, приложенной 

в конце книги.
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соответствия или, наоборот, несоответствия заданного эмпи­
рического ряда теоретическому „нормальному" ряду. При 
такого рода вычислениях крайними границами (% и К2) 
измеряемых участков нормальной кривой будут очевидно 
служить границы соответствующих классов.

Так как в конечном итоге этих вычислений мы получаем 
проценты # (от общего числа измерений и), а теоретиче­
ские частоты р 0 желательно иметь в виде абсолютных (а не 
процентных) чисел, то для окончательного определения 
каждой теоретической частоты р 0 следует пользоваться 
формулой:

_
Р о  ~  100 '

Так, например, если из общего числа 200 вариант 6% 
попадает при нормальном распределении в границы какого- 
либо класса (п  =  200, q  —  6), то теоретическая частота этого 
класса

Ро
пд
юо

200 • 6
юо 12.

Очевидно, теоретические частоты р 0 могут получиться и 
в виде дробных чисел, в то время как эмпирические частоты 
р  являются всегда числами целыми.

Вычисление теоретических частот р 0 удобнее производить 
с помощью более подробной таблицы процентного распре­
деления вариант, приложенной в конце книги (см. стр. 421). 
В этой таблице значения d  выписаны через каждую сотую 
долю сигмы, а соответствующие им проценты q  даны с че­
тырьмя знаками после запятой.

Таблицы подобного типа и предназначения в руковод­
ствах по статистике обычно называются „таблицами значе­
ний нормального интеграла вероятностей*, что объясняется 
способом их составления, основанным на положениях теории 
вероятностей и правилах интегрального исчисления.

Воспользуемся этой таблицей для определения площади 
некоторых участков нормальной кривой, для которых гра­
ницы V l и Vo отстоят от М  на о д и н а к о в о е  расстояние- 
Пусть, например (черт. 33) эти границы раздвинуты равно 
на одну о от Ж. В этом случае для обеих границ d =  1 и, 
стало быть, #=34.1345. Полная же площадь обеих половин
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э т о г о  уч астк а  б у д е т  в д в о е  б о л ь ш е #, т. е. ок аж ется  равной  
68 ,2 6 9 0 %  всей  п лощ ади  н ор м ал ьной  кривой в ц елом .

Если же эти грани­
цы (.% и V 2) раздви­
нуть на расстояние 
вдвое большее, т. е. на 
2а от М  (см. черт. 34), 
то для каждой полови­
ны этой площади d  =  2 
и #==47,7250, а вся 
площадь участка со­
ставит 95,4500%.

Д л я  случая: d —  3, п р ед ст а в л ен н о го  на ч ер т еж е  35, п р о ­
цент #  =  4 9 ,8650 , а о б е  половины  эт о г о  уч астк а , в м есте

в з я т ы е ,  с о с т а в я т  

9 9 ,7300% .
Э т о т  п р о ц е н т  

(99 ,73% ) является уж е  
н астол ьк о бли зк им  к 
100, что сущ еств ую щ ей  
м е ж д у  ними разн и ц ей  
в 0 ,2 7 %  практически  
м о ж н о  с о в е р ш е н н о  

Черт. 34. п р ен еб р еч ь  и считать,
что вн утри  границ, 

удал ен ны х от  М  на За, заклю чаю тся в с е  варианты  д а н ­
н ого  р яда. Н а этом  осн ован и и  отк л он ен и е о тдел ь н ы х ва­
риант о т  М  на тр и  о 
м о ж ет  считаться м ак си ­
мальны м. П о о т н о ш е ­
нию  к в а р и а н т а м ,о т к л о ­
няю щ им ся о т  М  на 
бол ьш ую  величину, м о ­
ж ет  д а ж е  возни к ать  
в о п р о с  о п р и н а д л еж ­
ности  их к каком у- 
л и б о  и ном у р яду , так  
как такие отк л он ени я не являю тся у ж е  типичны м и.

Т аблица п р оц ен т н ого  р асп р едел ен и я  вариант составл ен а  
в прим енении только к норм альной  кривой, В т ех  ж е  слу-

Черт. 35.

М V,

Черт. 33.
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чаях, когда изучаемый ряд значительно отличается от нор­
мального, приведенные в этой таблице проценты q  уже не 
могут служить для вычисления площади тех или иных 
участков кривой фактического распределения.

Однако, теоретический анализ вариационных рядов по­
зволяет установить некоторое неравенство, определяющее 
минимальный процент* вариант, попадающих в заданный 
интервал при л ю б о м  их распределении, если известно, что 
границы этого интервала (Кх и V 2) отстоят от среднего 
арифметического М  на о д и н а к о в о е  расстояние d  (выра­
женное, как всегда, в долях а).

Обозначив процентное количество вариант, попадающих 
в обе симметрично расположенные части такого интервала 
(от V x до М  и от М  до V 2) через q t и qg, мы можем запи­
сать это неравенство в следующем виде:

, .  100 ( е Р - 1 )
?i +  ? 2 > ---- ----------

В частности, например, при d  =  2 (т. е. в случае, когда, 
обе границы исследуемого интервала расположены справа 
и слева от М  на расстоянии =  2а) внутри этого интервала 
всегда окажется не меньше, чем

100(сР — 1) _  1 0 0 (4 -1 ) _ 7К0,----- _ ----- _  4.... -  -  /Ь /о

общего количества всех вариант п.
Итак, в интервале от М  — 2а до М  -{- 2а, в границы ко­

торого при нормальном распределении попадает приблизи­
тельно 95,65% всех вариант, в действительности может ока­
заться и меньшее их количество, однако все же больше, 
чем 75%. '  #

При d  =  3 в границах соответствующего интервала (от 
М —з3 до М - \ -  За) при нормальном распределении заклю­
чается приблизительно 99,73% всех вариант и во всяком 
случае не меньше 88,89%, так как

100(< /»-!) _  100(9-1) =  88 gg

• и следовательно
Я\ % Чг % 88,89%.
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Этим же способом можно вычислить наименьший процент 
вариант и для каких угодно промежуточных (дробных) зна­
чений d.

Полезно запомнить, что при d  =  1
1 0 0 ( г Р - 1 ) _  100(1 — 1) _  п 

—  1 ~ и

и следовательно для интервала от М  — о до М -f о
^ 1  +  ^ 2  > 0 .

Это значит, что по отношению к интервалу УИ +  а мы 
можем ручаться лишь за то, что какое-либо количество 
вариант в него непременно попадет {q1~\~q2 не =  0, а 
больше 0), но и только.

Для интервалов же, границы которых раздвинуты от М  
на расстояние, меньшее а, например при d —  0,9

100 («Р -  1) __ 100(0,81 -  1) 00 с
d - j  ~ о,81 “

и следовательно
Ч\ ~Ь Ял^> 23,5.

Стало быть в этом случае мы не можем уже ручаться 
даже за попада­
ние в этот ин ер- 
вал хотя бы и 
одной варианты, 
т. к. в таких су­
женных границах, 
при некоторых 
особенно неблаго­
приятных усло­
виях распределе­
ния может вовсе 
не оказаться ни 
одной варианты 
(например при 
провале кривой распределения в ее средней части).

Выше приведена сравнительная таблица процентного 
распределения вариант при нормальном и при каком угодно 
их распределении для некоторых интервалов.

d

Границы интер­
валов

от ! до

Ф!'0
вариант 

при норм, 
распре­

делении

Мини­
мальны
% ва- 

риант при 
любом 
распре­
делении

1 М  5 Л/+о 68,3 0

1,5 м -  IV* м + \ v,« 86,6 55,5
. 2 М -  2ч М +  2а 95,5 75,0

2,5 М - 2 Ч гя м + 21/2а 98,8 84,0
3 М -  За М -\-  За 99,7 88,9
3,5 M - Z  VsO Д4+3V,cs 99,9 91,8
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V. Показатель ассиметрии (А) и показатель 
эксцесса (Е ).

Графическое сопоставление гистограммы или полигона с 
кривой нормального распределения, так же как и сравнение 
эмпирических частот с теоретическими, дает возможность 
судить о соответствии данного фактического распределения 
вариант с тем образцовым их распределением, которое носит 
название „нормального”. Однако полного совпадения эмпи­
рического (полученного из опыта) ряда с рядом, имеющим 
строго нормальное распределение, в действительности не 
наблюдается никогда. Пусть, например, в каком-либо классе 
теоретически должно заключаться, скажем, 3,2 варианты, а 
фактически там оказалось только 3 варианты (р 0 —  3,2, а 
/7 =  3). Спрашивается, является ли эта разница в 0,2 ва­
рианты показателем существенного расхождения сравнивае­
мых распределений, или такое малое различие, да к тому 
же еще и дробное, объясняется здесь простой случайностью 
или тем обстоятельством, что эмпирическая частота /7 =  3 
в качестве целого числа и не может совпадать с дробным 
значением теоретической частоты /70 =  3,2? Такие же во­
просы возникают и по отношению ко всем остальным парам 
сопоставляемых друг с другом частот р 0 и р  или, вернее, 
по отношению ко всей их совокупности в целом.

Если бы даже нам и удалось установить такой объек­
тивный критерий оценки для каждой отдельной пары срав­
ниваемых частот р 0 и / 7 , то все они, вместе взятые, все же 
продолжали бы в некоторых случаях возбуждать наши со­
мнения. В самом деле, пусть, например, в главной своей 
части данный ряд на основании такого критерия вполне 
слился с нормальной кривой, но кое-где все же отошел от 
нее на заметную величину. Как в этом случае мы будем 
квалифицировать заданное распределение? Посчитаем ли этот 
ряд все же нормальным или признаем его уклоняющимся от 
нормального и в какой степени?

Эти соображения вынуждают нас установить такие общие 
числовые характеристики совпадения заданного ряда с кри­
вой нормального распределения, которые своей величиной 
и знаком (-(- или —) точно определяли бы принадлежность 
эмпирического распределения вариант к типу „нормального"
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или в случае несоответствия, указывали бы на его степень, 
характер и форму.

Для уяснения принципа составления таких числовых по­
к а за т е л е й  рассмотрим следующий схематический пример:

Пусть имеем два ряда, каждый из которых состоит для 
простоты всего лишь из 10 вариант: *

I ряд: 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4 и 5
II ряд: 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4 и 4.

Вычислим прежде всего для каждого из этих рядов 
среднее арифметическое М  и среднее квадратическое откло­
нение О.

Сумма всех вариант I ряда:
Е И =30.

Так как общее число этих вариант п ~  10, то среднее 
арифметическое для I ряда

Вычислив отклонения х  отдельных вариант V  этого ряда 
от найденного значения М х —  3 (по формуле х  —  V — М х), 
получим:

— 1, — 1,  — 1,  — 1,  0, 0, 0, —{— 1,  -f- 1,  —}- 2.
Возвысив все эти отклонения в квадрат, будем иметь (х 2):

1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 4.

Сумма квадратов всех отклонений
Ел:2 = 1 0 .

Следовательно, среднее квадратическое отклонение для 
I ряда

« .=±/^=±i/IS-±vr-± i .
Итак для I ряда М х =  3, а ах —. +  1.
Проделав эти вычисления и для II ряда, получим совер­

шенно те же числовые значения Ж и о (в чем нетрудно 
убедиться, выполнив соответствующие вычисления в действи­
тельности). Итак

М 2 =  3 И 02 =  4 ;1 .
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Чем же, спрашивается, отличаются заданные ряды друг 
от друга?

Для ответа на этот вопрос выясним повторяемость
в этих рядах отдель­
ных числовых значе­
ний вариант V  (т. е. 
подсчитаем для них 
частоты р ).

В I ряду самая 
малая варианта V — 2 
повторяется 4 раза 
(р  —  4), следующая 
варианта V  =  3 по­
вторяется 3 раза 
(р  =  3), варианта 

V  —  4 повторяется 2 раза ( р  —  2), а самая большая варианта 
V — Ь всего только 1 раз ( р  — 1).

Вычертив этот ряд в форме полигона, получим график 
распределения, представленный на чертеже 36. Выполнив 
аналогичный подсчет частот р  и соответствующее построение 
полигона для II ряда, получим график распределения, пред­
ставленный на чертеже 37.

Сравнивая эти полигоны друг с другом и с нормальной 
кривой, мы видим, что I ряд имеет ясно выраженную асси- 
метрию со сдвигом вершины полигона влево (левосторонняя 
ассиметрия), а II ряд является ассиметричным в противо­
положном направлении (правосторонняя ассиметрия).

Эти заметные на 
графике нарушения 
симметрии в нашем 
примере вовсе не 
отразились на вели­
чине средних ариф­
метических М  и сред­
них квадратических 
отклонений о (ока­
завшихся в обоих 
случаях совершенно
одинаковыми), и стало быть помимо этих основных число­
вых характеристик мы должны сконструировать какой-fq

н ов ы й  показатель, который улавливал бы наличие и степень 
э -ой ассиметрии.

Подобно тому, как о вычисляется из квадратов централь­
ных отклонений (л;2), такой показатель ассиметрии ( А)  удобно 
с о с т а в и т ь  с помощью их третьих стечений (кубов,) сумма 
к о т о р ы х  (Д х 3) и явится, как увидим дальше, существенной 
ч а с т ь ю  этого показателя.

Выпишем в строчку найденные уже ранее отклонения 
(д:) всех 10-ти вариант I ряда, под ними во вторую строчку 
запишем их квадраты (х2), а ниже поместим кубы этих от­
клонений (%3):

х =  _  1 — 1 - 1  — 1 0 0 0 0 + ' 1 + 1  + 2
Х2 =  1 1 1 1 0 0 0 0  1 1 4
д.8^  _ 1  _  1 — 1 - 1  0 0 0 0 + 1  . +  1 + 8

Сумма чисел первой строчки (Ех), в качестве суммы цен­
тральных отклонений, здесь, как и всегда, равна 0; сумма 
квадратов этих отклонений Ех2 — 10, а сумма кубов 
Ид:3 =  +  6.

Проделав аналогичные вычисления для II ряда, будем 
иметь:
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X = — 2 _ 1  _ -1 0 0 0 + 1 +  1 +  1 +  1
-х2 = 4 1 1 0 0 0 1 1 1 1
Xя = — 8 — 1 - - 1 0 0 0 + 1 - и +  г +  1

Суммы чисел в этих строчках соответственно равны: 0, 
10 и — 6.

Сравним теперь эти результаты по рядам:

Д л я  I р я д а : Д л я  II р -да
Ех  = 0 Ех  = 0

= 10 Ях* = 10

>Ъ;3 = +  6 Ехя = -  6

Из этого сопоставления видно, что различие в ассимет­
рии заданных рядов отразилось здесь лишь на сумме 
третьих степеней центральных отклонений, причем для слу­
чая левосторонней ассиметрии (I ряд) эта ibc3 оказалась 
величиной положительной (—(— 6), а для правосторонней 
(II ряд)—  отрицательной (— 6).

Вариационная статистика. 4
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Это и понятно При левосторонней, например, ассимет- 
рии вершина кривой, а стало быть и среднее арифмети­
ческое М  отодвигается влево, а расположенные справа от 
М  отдельные варианты V  получают, вследствие этого, 
большие по своей абсолютной величине отклонения. Так 
как они имеют знак -f-, то при возвышении в 3-тью сте­
пень эти большие положительные отклонения возрастут 
особенно сильно и при суммировании дадут заметный пе­
ревес над кубами сравнительно малых отрицательных от­
клонений. Поэтому сумма Ех3 и оказывается здесь величи­
ной положительной.

В случае правосторонней ассиметрии картина получается 
обратная, и в сумме Ех3 начинают уже превалировать от­
рицательные слагаемые.

Таким образом знак суммы Ех3 (-)- или —) прямо ука­
зывает на характер имеющейся ассиметрии, а значение 
суммы Ел3 — 0, как это нетрудно догадаться — на отсут­
ствие ассиметрии, т. е. на строго симметричный характер 
заданного ряда. В самом деле, при симметричном распреде­
лении вариант относительно среднего арифметического М  
каждое положительное отклонение (-j-x) в правой части 
ряда имеет равное себе по абсолютной величине отрица­
тельное отклонение (— х) в левой части данного ряда. 
Третьи степени этих отклонений ( + х 3 и — я 3) также, оче­
видно, сохраняют это равенство, в силу чего они и пога­
шают друг друга при подсчете общей суммы.

Но этого мало. Величина суммы Еде3 дает представление 
не только о характере, но также и о величине ассиметрии. 
При сравнительно небольшом сдвиге вершины кривой опи­
санное выше превалирование положительных или отрица­
тельных отклонений будет, очевидно, также незначительным 
в то время как при сильных степенях ассиметрии этот пе­
ревес отклонений одного знака над отклонениями противо­
положного знака будет также усилен. Стало быть величина 
суммы Ех3 определяет собой не только характер, но и сте­
пень ассиметрии заданного ряда.

Однако непосредственное использование с)ммы Ех3 в ка­
честве показателя ассиметрии все же представляет некото­
рое неудобство. В нашем числовом примере для I ряда 
Ех3 =  +  6, а для II ряда Ех3 — — 6. Нетрудно убедиться
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в том, что суммы Ех3 в обоих случаях зависят не только от 
характера и степени ассиметрии, но также и от общего 
ч и с л а  вариант я. В  этом примере п — 1 0 . Если бы при 
совершенно такой же ассиметрии число вариант я было бы 
вдвое большим (например каждая варианта встречалась бы 
дважды), то и сумма Ех3 увеличилась бы, очевидно, также 
в 2 раза (так как каждый куб отклонения в этом случае 
повторялся бы дважды).

Чтобы избавиться от этой нежелательной зависимости 
суммы Ех3 от числа измерений я, можно сконструировать 
показатель ассиметрии в виде отношения суммы Ех3 к числу 
измерений я (т. е. разделить Ех3 на я). Тогда увеличение 
или уменьшение числителя этой дроби (т. е. суммы Ех3), 
зависящее от числа измерений я, будет автоматически ком­
пенсировано точно таким же увеличением или уменьшением 
знаменателя (я), и значение всей дроби в целом останется 
неизменным (т. е. не будет уже зависеть от числа изме­
рений я).

Но и этого мало. В нашем примере как для I, так и для 
II ряда среднее квадратическое отклонение о— +  1. Не­
трудно догадаться, что при неодинаковом варьировании 
этих рядов (т. е. при различных значениях о) обе суммы 
Ех3 оказались бы также несравнимыми друг с другом. Там, 
где ряд более разбросан относительно М  (т. е. где о больше), 
там и все отклонения х окажутся большими, и притом во 
столько же раз. Кубы же этих отклонений, а стало быть 
и вся сумма Ех3 возрастет, очевидно, пропорционально 
третьей степени,, соответствующей о (т. е. пропорцио­
нально о3). Чтобы уравнять эти результаты и в данном от­
ношении, следует разделить сумму Ех3 не только на я, но и 
на о3. Тогда полученный этим путем показатель ассиметрии 
окажется независимым также и от величины рассеяния за­
данного ряда (т. е. от а) и будет определять только харак­
тер и степень ассиметрии заданного ряда.

Итак, для вычисления показателя ассиметрии (обозначим 
его буквой А )  может служить следующая окончательная 
формула:

*) Здесь и берется всегда со знаком -(-•
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В нашем примере (при // = 1 0  и о =  +  1) для I ряда:

А г —  =  -f- 0,6
а для II ряда:

Понятие об ассиметрии не охватывает, однако, всех ти­
повых случаев нарушения нормального распределения. 
Пусть, например, имеем следующие два ряда (III и IV), как 
и ранее состоящие для простоты всего лишь из 10 вариант:

3 3 3 3 4 и 5
2 4 4 4 4 и 4

Для этих рядов по 
прежнему: М  =  3 и 
0 =  4-1- Соответствую­
щие полигоны в сопо­
ставлении с нормаль­
ной кривой приведены 
на черт. 38 и 39.

Здесь в III ряду вер­
шина полигона заметно 
выступает за пределы 
нормальной кривой 

Черт. 38. (вытянута вверх), а в
IV ряду наблюдается, 

наоборот, провал середины полигона. Иначе говоря, в пер­
вом случае подавляющее большинство вариант (6 из 10) 
сосредоточилось главным образом в центре ряда, но зато 
отдельные варианты 
оказались отброшен- 5' 
ными в обе стороны ч_ 
от М  на сравнитель­
но большое расстоя- 3“ 
ние, а во втором 
большинство ва­
риант, наоборот, рав- 1_ 
нсмерно распредели- 
лось по обе стороны 0 
от М  (сравнительно

III ряд: 1 2 3 3
IV ряд: 2 2 2 2

6

Черт. 39-

ПОКАЗАТЕЛЬ АССИМЕТРИИ ( а) И ПОКАЗАТЕЛЬ ЭКСЦЕССА (Е> 5 3

н е д а л е к о  от него) засчет ущерба в центральной части ряда. 
Такое нарушение нормального распределения ряда при сохра­
нении полной его симметрии носит название „эксцесса". 
Эксцесс, выражающийся высоковершинностью полигона, мы 
будем в ’ дальнейшем называть прямым, а в случае низковер- 
шинности, плосковершинности или провала ряда в середине— 
г о в о р и т ь  об эксцессе обратном.

Каким же показателем можно охарактеризовать напра­
вление и величину эк.цесса? В целях решения этого вопроса 
выпишем для каждого из двух заданных выше рядов пер­
вые 4 степени их центральных отклонений.

Для III ряда:

х  =  -  2 -- 1  0 0 0 0 0 0 +  1 4 - 2

V II 4* 1 0 0 0 0 0 0 1 4

о7001II9*: 
* 0 0 0 0 0 4 - 1 4~ 8

х 4 =  16 1 0 0 0 0 0 0 1 16

Для IV ряда:

х- =  —  i --  1 — 1 -  1 - - 1  4 - 1 + 1 4 - 1 4 - 1 + 1

X2 — 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

х 8 =  — 1 -- 1  - 1 — 1 -- 1  + 1 + 1 4 - 1 +  1 Т 1

X4 =  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Подсчитав для каждого из этих рядов суммы первых, 
вторых, третьих и четвертых степеней всех отклонений л, 
получим:

Для III ряда: Для IV ряда:
Ех =  0 Ех =  О
Ех2 =  10 
Ех3 =  О
Ех4 > :34

1Д2 =  10 
Ех3 =  О 
Ех4 =  10

Отсюда видно, что разница в характере распределения 
этих рядов сказалась лишь на величине суммы 4-х степеней 
центральных отклонений (Ел;4), которая для случая прямого 
эксцесса (III ряд) получилась значительно больше, чем для 
случая обратного эксцесса (IV ряд).

Однако непосредственное использование этой суммы 
(Ех4) в качестве показателя эксцесса (Д) представляется не-



удобным, поскольку эта сумма, I* 4, подобно сумме Ех8 
зависит кроме того ст чис’ла измерений л и от среднего 
квадратического отклонения а (вернее от его 4-й степени: о4). 
Чтобы избавиться от этих привходящих влияний, следует, 
как и раньше, разделить сумму Их4 на л и на о4.

В результате получим выражение вида:

2х< 
т *

по величине которого и можно судить о характере и сте­
пени эксцесса.

В нашем гримере (при л =  10 и 0 =  4 - 1 ) для III ряда

^ ________ ___ ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКА

выражение
2х< 34

10-1
и для IV ряда:

10
т* 10 • 1

Эти числовые характеристики эксцесса (3,4 и 1) инте 
ресно, далее, сравнить с тем значением выражения

s * *  

т4

которое соответствует случаю ciporo нормального распре­
деления (т. е. отсутствию какого бы то ни было эксцесса).

Математический анализ кривой нормального распределе­
ния показывает, что для этой кривой предельная величина 
выражения

Сравнивая наши данные (3,4 и 1) с этим постоянным 
числом 3, мы замечаем, что числовая характеристика пря­
мого эксцесса (3,4) в нашем примере (III ряд) превышает 
число 3 на величину =  0,4, а в примере обратного эксцесса 
(для IV ряда) оказывается меньше 3 на величину =  2. Эти 
окончательные результаты сопоставления числовых зна­
чений выражения
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постоянным значением этого же выражения для случая 
нормального распределения (т. е. числом 3) и принимаются 
обычно за показатель эксцесса Е.

Таким образом показатель эксцесса Е  вычисляется по
формуле'-

В наших примерах при п =  10 и о =  4 ;1  для случая 
п р я м о г о  эксцесса (III ряд)

£ 8 =  +  0,4
Ч

а для обратного эксцесса (IV ряд)
Д 4 =  — 2.

Прямой эксцесс, дающий всегда показатель Е  со зна- 
ком + ,  называется вследствие этого положительным, а об­
ратный (дающий у Е  знак — ) отрицательным.

Само собой разумеется, что наши числовые примеры ас­
симетрии и эксцесса, искусственно составленные всего лишь 
из 10 вариант различного распределения, ни в коем случае 
не могут считаться достаточными в количественном отно. 
шении. Мы взяли их здесь в это м виде исключительно 
лишь с целью большей наглядности описания метода вычи­
сления показателей А  и Е , дабы иметь возможность одно­
временно обозревать всю совокупность этих вариант в целом.

Вычислив показатели А  и Е  по формулам:

необходимо определить также и их средние ошибки т А 

т Е, пользуясь формулами: *

и т Е - ± 2

и

Из этих формул видно, что ошибки т А и т Е не зави­
сят от величины самих показателей А  и Е  и определяются 
только числом измерений п. Для вычисления же ошибки 
т Е можно взамен определения ее по вышеуказанной фор­
муле просто умножить ошибку т А на 2

т Е =  2 т А .
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В нашем примере при п =  10

тл =  ±  У гб =  ±  К  0,60 =  н= 077 
=  2т  4 =  -J- 1,54.

1 аким образом для наших числовых примеров мы имеем 
здесь следующие окончательные результаты:

для

п
И

I ряда
II „
Ш ,
IV „

Л, =  +  0,60 +  0,77 
А ,  =  — 0,60 +  0,77 
Е л =  +  0,40 ±  1,54 
£ 4 =  — 2 +1,54

Здесь второе число, соединенное с первым двойным зна­
ком ( +  и —) и представляет собой егр среднюю ошибку 
(■т л или ,пе) % Эти ошибли, как всегда, определяют сред­
ние пределы ожидаемых колебаний соответствующих пока­
зателей А  и £  при повторных их вычислениях уже на дру­
гом, но аналогичном материале.

Наличность ассиметрии или эксцесса можно считать дока­
занной только лишь в том случае, если абсолютная величина 
соответствующего показателя А  или £  превышает абсолют­
ную величину своей средней ошибки по крайней мере 
в 3 раза. Таким образом условием достоверности показа­
телей А  и Е  могут служить следующие неравенства:

где числа А , Е , тА и т Е берутся со знаком 
В наших примерах:

Для 1-го ряда: А
тА

0,60
— 0,77 ~ 0,78

я И-го я
А
т А

0,60
~  0,77 ~ 078

» Ш-го я
Е

т Е
0,40
1,54 0,26

я IV-ro
т Е

2
1,54“ 1,30.

Так как во всех четырех случаях мы получили это отно­
шение не достигающим 3, то отличие заданных распреде­
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лений от нормального здесь не может еще считаться дока­
занным. Это и понятно, если принять во внимание, что 
показатели Л и £  были вычислены при чрезвычайно малом 
числе измерений п  (что и повлекло за собою увеличение сред­
них ошибок).

Во многих случаях представляется интересным опреде­
лить также и то минимальное количество измерений (min л), 
при наличии- которого данные показатели А  и Е  оказа­
лись бы достоверными на основании указанного выше кри­
терия.

Эти вычисления можно выполнить по формулам:

для показателя А  . .

Е  . •

min п —

min п —

54
Аа
216
Е1

В наших примерах для Л, =  -}-.0,6 и А 3 =  — 0,6.
. 54 _ 54 * г

Следовательно, эти показатели ассиметрии А  могли бы 
считаться достоверными только лишь при вычислении их 
не менее, чем из 150 измерений.

Для показателя эксцесса £ =  — 0,4

216 216_ |
т1пп= ( 0 А ? = т  1350

что указывает на необходимость иметь п =  1350.
Для показателя Е  =  — 2 будем иметь

216 216 г ,mm п =  щ  =  -j- =  Ь4

т. е. в этом случае достаточно было бы иметь сравнительно 
небольшое число измерений.

Полезно запомнить, что показатели Л и £  представляют 
собой отвлеченные числа, независящие от выбора единиц 
измерения соответствующих признаков (вспомним, что 
среднее арифметическое М  и среднее квадратическое откло­
нение а являются числами именованными, выраженными 
в тех же единицах, в которых измеряется и данный варьи­
рующий признак). Кроме того необходимо знать, что зна-
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чения показателя А  и положительные значения Е  не огра­
ничены никакими теоретическими пределами (т. е. могут 
при некоторых условиях достигать любой абсолютной вели­
чины), в то время как отрицательные значения показателя Е  
колеблются лишь в пределах от 0 до—2. Значение Е —  — 2 
является уже предельным, соответствующим наибольшей 
низковершинности ряда, выражающейся провалом его по 
середине, доходящим до самой оси абсцисс. В этом случае, 
как видно из черт. 39, данный ряд распадается на 2 отдель­
ные части, являющиеся как бы двумя самостоятельными 
рядами.

VI. Вычисление показателей А и Е  при большом 
числе измерений п.

На приведенных в прошлой главе упрощенных примерах 
мы разобрали общий способ определения показателей А  и 
Е , сводящийся в главной своей части к вычислению суммы 
третьих и четвертых степеней центральных отклонений (Ех3 
и Ел4). При наличии в заданных рядах всего лишь по 10 от­
дельных вариант в каждом, эти вычисления можно было 
выполнить там непосредственно для каждого центрального 
отклонения (х) отдельно. Однако при большем числе этих 
вариант (а стало быть и отклонений) такой способ вычи­
слений является чрезвычайно обременительным. Выход из 
создавшегося здесь затруднения может быть найден в исполь­
зовании следующего приема.

Пусть имеем по прежнему 10 центральных отклонений 
(.х ), полученных ранее для 1-го из четырех разобранных 
рядов: *

—  1 —  1 —  1 —  1 0 0 0 + 1  + 1  + 2

Третьи степени (кубы) этих отклонений будут равны:

—  1 —  1 —  1 —  1 0 0 0 + 1  + 1  + 8.

Взамен непосредственного подсчета всех этих чисел, мы 
имеем возможность сгруппировать их предварительно по 
классам и, перемножив отдельные повторяющиеся значения х8 
на число их повторений р,  сложить все полученные этим
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путем произведения вида дх8, в результате чего и долучим 
очевидно то же самое значение искомой суммы Ех ). Эта 
группировка дает следующие результаты:

г _ 1 _ 1 — 1 о о о + i  + 1  + М
“  3 раза 2 раза 1 раз

р  =  А Р  =  3 Р  =  2 Р = 1

Для подсчета общей суммы Ех8 этим способом следует 
аияирние х3 =  + 8 помножить на его повторяемость (частоту) 
р  =  1 значение х3 =  +  1 помножить на р  =  2, Xs — 0  на 
р  =  3  а х3 =  — 1 — на Р =  4 (идя в направлении справа на-

лев0) (4- 8) • 1 =  +  8
( +  1) *2 =  +  2 
( 0)-3 =  О
(— 1) • 4 =  — 4

Сумма этих произведений, как и следовало ожидать 
(см стр. 49), по прежнему

Точно также можно поступить и при подсчете суммы 
четвертых степеней этих отклонений. Для Ш-го ряда мы 
имеем, например следующие значения х:

__2 — 1 0 0 0 0 0 0 + 1  + 2

и, стало быть, следующий ряд их четвертых степеней (х4): 

16 1 0 0 0 0 0 0 1 16 

Перемножив все эти значения х4 на соответствующие им 
частоты р , получим:

16-1 =  1 о 
1 - 1 =  1 

I 0 - 6 =  о
1-1 =  1 

16-1 =  16

сумма Ех4 =  34

») Эту сумму правильнее было бы в данном случае обозначить через 
£дх3, чего однако мы делать здесь не будем, чтобы не вводить лишних 
символов.
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что мы имели и раньше, непосредственно складывая отдель­
ные значения х4 (см. стр. 53).

Воспользуемся теперь этим приемом при вычислении 
показателей А  и Е  для ряда, состоящего из сравнительно

большого числа 
вариант. Пусть 
имеем например 
ряд,уже разобран­
ный нами раньше 
(см. его полигон, 
представленный 
здесь на чер. 40).

Вспомним, что 
в этом ряду число 
измерений я=100, 
среднее арифме­
тическое М ~  12, 

а среднее квадратическое отклонение а =  +  4 (см. стр. 25).
Для производства предстоящих нам вычислений загото­

вим расчетную решетку из 9 вертикальных столбцов и 
такого количества горизонтальных строчек, которое соответ­
ствует количеству имеющихся классов (в данном случае сле­
довательно из 11 строчек). Кроме того сверху и снизу 
добавим еще по одной строчке для заголовков и для итогов.

го-

i0 -

Черт. 40.
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в крайний слева столбец, озаглавленный буквою V,  мы 
занесем все 11 числовых значений наших вариант (большие 
наверху, малые внизу), а рядом в столбце р  запишем соот­
ветствующие частоты. Сумму этих частот (и =  100) пометим
снизу. , .  ,

Вычитая из каждого значения V  общее для всего ряда
среднее арифметическое М  = 1 2 , получим отклонения х. 
Эти отклонения, далее, нужно последовательно возвысить 
во 2-ю, в 3-тью и в 4-ю степень.

После записи этих результатов в соответствующие 
столбцы х, х2, х3 и х4 наша расчетная решетка примет 
следующий вид:

V р ! X X3 X3 X4 рх2- рх3 рх4

24 1 +  12 144 +  1728 20736

22 2 +  10 100 +  1000 1С000

~  20 3 +■  8 64 +  512 4096

18 5 +  6 36 +  216 1296 !

Гб 10 +  4 16 +  64 256

14 14 +  2 4 +  8 16

12 21 0 0 0 0

10 21 — 2 4 -  8 16

8 15̂ -  4 16 — 64 256

6 6 — 6 36 — 216 1296 Г
4 2 — 8 64 — 512 4096 L

— 100 — — — — 1
После этого все х2, х3 и х4 следует помножить на соот­

ветствующие частоты р,  полученные произведения записать 
в решетку и сложить по столбцам (см. таблицу ниже).

Сложив числа последних трех столбцов (рх2, рх3 и рх4), 
получим в суммах: 1600, —j— 3648 и 82432. Эти суммы мы 
запишем под соответствующими столбцами расчетной ре­
щетки в самой нижней ее строчке, заготовленной для 
итогов.

Итак, в результате этих вычислений мы получим:

£х2 =  1600 Ех8 =  3648 Ех4 =  82432,
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V Р 1 *
X3 X3 х 4 р х 3 Р Х 3 р х 4

24 1 +  12 144 +  1728 20736 144 +  1728 20736
22 2 +  ю 100 I 1С00 10000 200 +  2000 20000
20 3 + 8 64 + 512 4096 192 +  1536 12288
18 5 + 6 36 + 216 1296 180 +  1080 6480
16 10 + 4 16 + 64 256 160 +  640 2560
14 14 + 2 4 + 8 16 56 +  112 224
12 21 0 0 0 0 0 0 " o’

10 21 — 2 4 — 8 16 84 168 336
8 15 - 4 16 — 64 256 240 -  960 3840
6 6 — 6 36 — 216 1296 216 -  1296 7776
4 2 - 8 64 — 512 4096 128 -  1024 8192

— 100 — - — — 1600 +  3648 82432

С помощью этих сумм представляется теперь возможным 
вычислить а, А  и £  по формулам:

В нашем случае для п  —  100

V16 =  +  4

что мы имели уже и раньше (см. стран. 25).

А  =  ± J6 4 4  +  3648 _  , п ,  _
10 1.43 «400

Е--= 82432
100-4' — 3

10J-43 
82432
25600

6400 

- 3  = :3,22 — 3 =  +  0,22

Итак, в заданном ряду мы имеем некоторую левосто­
роннюю ассиметрию (Л =  +  0,57) и слабый прямой эксцесс 
(£■ =  +  0,22) .

В разобранном выше примере классовый промежуток 
k  —  2. Мы можем значительно упростить все наши вычи­
сления, производимые в клетках расчетной решетки, если 
условно примем k — \ .  Это допущение, как увидим дальше, 
совершенно не отразится на величине показателей А  и Е,  
если только с соответствующим изменением будет вычислено 
и среднее квадратическое отклонение з.

Выше при k  — 2,  смежные значения центральных откло- 
еаий (■*) отличались друг от друга на величину эгого k  

/ е  на 2 единицы). При k = \  абсолютные значения х-ов 
в в е р х  и вниз от 0 будут, очевидно, возрастать с каждой 
к четкой ровно на единицу, т. е. в данном случае окажутся 
вдвое меньше прежних. Соответственно изменятся и высшие 
степени центральных отклонений (х2, х3 и х4), уменьшившись 
в число раз, пропорциональное тем же степеням k  (т. е. в 4, 
в 8  и в 16 раз). Вследствие этого все числа, записанные 
в клетках расчетной решетки, а стало быть и суммы их 
Ех2 £х3 и £х4 окажутся уменьшенными по сравнению 
с ранее полученными их значениями, что и явится моментом, 
упрощающим технику вычисления.

При этом способе вычисления расчетная решетка будет 
иметь следующий в и д : ____________ ________________
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Р \ X Д'3 | 1 р х 3 р х ъ р х 4

1 +  6 36- +  216 1296 36 4 - 216 1296

2 Т  5 25 +  125 625 50 +  250 1250

~  3 +  4 16 +  64 256 | 48 +  192 768

5 +  3 9 +  27 81 I 45 +  135 405

10 4 - 2 4 +  8 16 ] 40 4 -  80 160

14 + 1 1 +  1 1 14 +  14 14

21 0 0 0 0 0 0 0

~  21 г 1 -  1 1 21 —  21 21

15 ~  2 4 —  8 16 60 -  120 240

6 * -  3 9 | _  27 81 54 —  162 486

2 -  4 16 | -  64 256 32 -  128 512

100 — — — — 400 4 - 456 : 5152

Итак (при £ = 1 )  £х2 =  400, £х3 =  +  456 и Их4 =  5152 ") 
Приняв эти заведомо ошибочные значения полученных 

сумм за истинные, подставим их в обычные формулы для 
вычисления о, А  и Е.

» - ± + ? = ± /1=±̂ -±3
(ранее при k —  2 мы имели а =  +  4).

+  Здесь обозначения 2х3, 2х3 и 2х< оставлены лишь условно, чтобы 
не вводить новых символов.
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2х3

Sx4
т*

5152
й  “  100 ■ 2 4

+  456 __+  456 __ , n Ei7
100-23“  800 “  I u>0/

о 5152
1600 3,22 0,22

Итак показатель Л =  -{-0,57, а показатель £■ =  -{-0,22, 
что мы имели и раньше при k  =  2 и о =  +  4.

Заметим, кстати, что показатель Е  можно было бы вычи­
слить и по другой формуле, в которую вовсе не входит о:

Е
п2х*

(2х2)2

В нашем последнем примере я — 100, Ix 2 =  400, а Ех4 =  
=  5152. Следовательно

100-5152 
(400,2 ■ 3 =  -f- 0,22

Пользоваться этой формулой удобно в тех случаях, 
когда вычисляется только один показатель Е , а надобности 
в Л и а нет.

Чтобы не смешивать о, вы­
численную с учетом данного зна­
чения классового промежутка к 
(у нас k  =  2), с тем вспомога­
тельным значением о, которое 
получается в условном предпо­
ложении k — \ ,  обозначим эту 
вспомогательную а букв ю ; 
(сигма концевая). Итак, у нас 
о =  4, а с =  2, Вполне понятно, 
что о =  к;  и обратно

а
? =  Т

Рассмотренный выше прием 
вычисления сумм Их3, Их3 и Их4 
может быть назван „способом 
произведений “. Покажем теперь, 

п t,i £2 как выполняются эти вычисления
по „способу сумм*.

Составив расчетную решетку обычного типа, но с ббль- 
шим числом вертикальных столбцов, запишем в нее все 
наши частоты р .  - - - ' г"
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Далее, против частоты /7 =  21, соответствующей началу 
отсчетов С = 1 2 ,  проведем четыре черточки и выполним все 
обычные суммирования чисел в клетках второго и третьего 
с т о л б ц а . Подсчитав затем верхние и нижние итоги,- получим: 

а ,  =  77 а 2 =  78
Ьх =  77 Ьо =  45

Откуда суммы вспомогательных отклонений:
— ^  =  77 — 77 =  0

S„ =  -f- bi -j- 2а  , -j- 2b2 =  77 —(— 77 — 2 * 78 —(— 2 • 45 =  400 
В нашем примере начало отсчетов С = 1 2  точно совпало 

со средним арифметическим УИ=12. Поэтому обе суммы 
5  = 0  и 53 =  400 в то же самое время являются здесь 
и суммами центральных отклонений и их квадратов (Их и 
£х2). Итак, в данном случае а. ая

5, =  Их =  0
400So =  Их2 ■

что мы имели уже и раньше.
Продолжим теперь эти вычи­

сления, выполнив их и для по- 
следних двух столбцов расчет­
ной решетки.

Проставив черточки, как это 
показано на приведенной здесь 
решетке, и заполнив все клетки 
последних двух столбцов обыч­
ным способом, подсчитаем сум­
мы чисел в этих столбцах квер­
ху и книзу отдельно. В резуль­
тате такого подсчета получим 
итоги: а й, а4, ЬА »и bit которые 
и запишем сверху и снизу рядом с найденными 
гами a v  а 2, Ь1 и Ь2 *)- В нашем примере

V Р 77 78 57 28

24 1 1 1 1 1

22 2 3 4 5 6

20 3 6 10 15 21 -

18 5 11 21 36 —

16 10 21 42 — —

14 14 35 — — —

12 21 — — — —

10 21 44 — — —

8 15 23 33 — —

6 6 8 10 12 —

2 2 2 2 2 2

100 77 45 14 2

п Ьг ь 2 Ьъ ь .4

ранее ито-

а „ =  57 
—  14 Ь 4 =

28
2

*) Заметим, кстати, что взамен действительного сложения всех чисел 
какого либо столбца, для получения этих итогов можно складывать лишь 
два нижних числа, непосредственно примыкающих к черточкам в данном и 
в соседнем справа столбце. Наир. с3 =  36-{-21 = 5 7  или Ь3 =  33 +  12 =  45.

Вариационная сташстика. ^
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Теперь нам предстоить вычислить с помощью этих ито­
гов сумму третьих степеней вспомогательных отклонений 
5 3 и сумму четвертых их степеней S 4 (в данном частном 
случае при С =  М  эти суммы S2 и +. очевидно точно сов­
падут с суммами соответствующих степеней центральных 
отклонений Е*3 и Ех4).

Для вычисления вспомогательных сумм Д3 и S4 служат 
следующие общие формулы:

S3 — (ал — bx) +  6 (а2 — b2) +  6 (ай Ьл)
S4 =  («1 +  bL) -f-14 (а2 +  bо) +  36 (л* +  h )  -f- 24 (а4 +  £4)

Подставляя в эти формулы полученные из решетки зна­
чения итогов:

ах — 77 а 2 =  78 а3 =  57 а4 =  28
ft, =  77 63 =  45 £3 =  14 &4 =  2

будем иметь:

53 =  (77 — 77) +  6 (78 — 45) +  6 (57 — 14) =  +  456 
5 4 =  (77 +  77)4- 14 (78 +  45) +  36 (57 +  14) +

+  24 (28 +  2) =  5152,

Итак, в данном случае:

53 =  Елг =  +  456
54 — Ел4 =  5152

что мы имели и раньше, выполняя вычисления по способу 
произведений.

Из рассмотрения формул для вычисления вспомогатель­
ных сумм S lt S 2, S A и S 4 видно, что суммы нечетных степеней 
(5, и 53) получаются из р а з н о с т е й  соответствующих ито­
гов (а  — Ь), а. в формулы для вычисления сумм четных сте­
пеней (S 2 и S 4) входят с у м м ы  этих же итогов ( а - \ - Ь ) .

Эти суммы или разности должны быть умножены, далее 
на постоянные числовые коэффициенты, помещенные в со­
ответствующих местах указанных выше формул перед скоб­
ками. Чтобы облегчить запоминание этих формул и вхо­
дящих в их состав коэффициентов, полезно иметь перед 
собой изображенную здесь ориентировочную табличку. 
Слева на ее полях выписаны обозначения сумм: S v  S 2, S3 
и S4, а справа против соответствующих строчек указан спо­
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соб их вычисления: либо из разностей (—), либо из сумм (+ ) 
соответствующих итогов а  и Ь. Вертикальные столбцы таб­
лички соответствуют отдель­
ным парам этих итогов: край­
ний слева столбец (1) — итогам 
ал и Ьх следующий (2) — итогам 
а 0 и Ь.2 и т. д. В отдельных 
клетках внутри самой таблички 
записаны те числовые коэффи­

(1) (2) (3) (4)

5 , 1

S2 1 2

1 6 6

S 4 1 14 36 24

циенты, на которые при вы­
числении сумм S  следует умножать отдельные разности 
(а  — b) или суммы (а  +  b ) соответствующих итогов.

Пользование этой табличкой крайне просто. Пусть, на­
пример, требуется вычислить сумму S v  Буква S) записана 
против первой строки, на уровне которой справа стоит 
знак —. Следовательно сумма Sj вычисляется из разностей 
итогов ах — bv  Просматривая цифры в клетках этой строки, 
мы находим там лишь 1, записанную в крайнем слева столб­
це. Т. к. этот столбец относится к первой паре итогов (а х 
и Ьх), то сумма Sj будет состоять из одной (1) разности 
первых итогов ах и Ьх т. е.

Sx —at — bx
Для вычисления S 2 мы -должны оперировать уже с сум­

мами этих итогев (справа у второй строчки стоит знак +  ). 
Так как в первом столбце стоит 1, а во втором 2, то к од­
ной (1) сумме первых итогов (а1 +  й1) следует прибавить 
удвоенную (2) сумму вторых итогов (а2 +  63). Итак

+  =  ( +  +  ^ i )  +  2 (а2 +  Ь2).

Из той же таблички видно, что при вычислении 53 сле­
дует первую разность (яг — Ьх) сложить с умноженной на 6 
второй разностью (а 2 — Ь2) и с умноженной на 6 же третьей 
разностью (ая —  Ья).

+  =  (ai —  ^ i )  +  6  (а2 —  Ь2) +  6 (ая —  Ьй)

Наконец, при вычислении S 4 первая сумма (ах +  Ьх) ум­
ножается на 1 (т. е. остается без изменения), вторая сумма 
(а2 +  ^.) — на 14, третья (аа +  (?3) — на 36, а четвертая

5*



р 77 78 57 28

1

2 %

5 —

10 —

14 — — —

21 — -- — —

21 — — —

15 — —

6 —

2

100 77 45 - 14 2

а — & 0 + 8 +  43 +  26
а +  Ь 154 123 71 30

При пользовании вместо 
формул этой табличкой коэф- 
фицентов удобно внизу самой 
расчетной решетки выписать 
под соответствующими стол­
биками значения всех разно­
стей и сумм итогов а  и Ь, взя­
тых попарно. Слева приведен 
образец расчетной решетки с 
такими дополнительными за­
писями. Для ясности средние 
клетки этой решетки оставле­
ны незаполненными. Умножая 
эти разности или суммы итогов 
на определенные числа, взятые 
из ориентировочной таблички, 
и складывая эти произведения 
(с учетом знаков), мы и по­
лучаем искомые суммы: S„ S.,, 
So и S,:

Si
S.? =  154

=  0 
2.123 400

S3 =  0 +  6 (+ 33) + 6  (+ 4 3 ) =  456 
54=  154+  14.123 +  36.71 +  24.30 =  5152

VII. Вычисление показателей А и E по способу
моментов.

В разобранном выше, примере вычисления показателей А  
и Е  начало отсчетов С  точно совпадало со средним ариф­
метическим М , вследствие чего суммы различных степеней 
вспомогательных отклонений S^ S.2, S3 и 5 , в то же самое 
время являлись и суммами соответствующих степеней цен­
тральных отклонений Ex, Sx2, £х3 и Sx4.
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Покажем, как следует поступать в том общем случае, 
когда начало отсчетов С  не совпадает со средним арифме­
тическим УИ.

Пусть в том же самом числовом примере за начало от 
счетов С  принято значение варианты V  = 1 4 , частота кото­
рой уР =  14. В этом случае, следовательно, начало отсчетов

С =  14

в то время как среднее арифметическое /И = 1 2 .
Приняв условно k  =  1 и выполнив обычные промежуточ­

ные вычисления по способу сумм, получим следующие итоги:

aj =  42 а., =  36
а я =  21 о, =  7
Ь, =  142 ^  =122
Ьй =  59 bi — 16

Разности и суммы этих 
итогов записаны здесь вни­
зу расчетной решетки. Поль­
зуясь ориентировочной таб­
личкой, описанной в прош­
лой главе (см. стр. 67), най­
дем значения tcex вспомо­
гательных сумм:

Sj =  —  100
So =  184+ 2. 158 =  500 

S3 =  — 100 +  6 (— 86) +  
+  6 ( - 3 8 )  =  — 844 

S4 =  184+14. 158+36. 80 +  
+  24. 23 =  5828

V Р 42 36 21 7

24 1 1 1 1 1
22 2 3 4 5 6
20 3 6 10 15 —
18 5 11 21 — —
16 10 21 — — —
14 14 — — — —
12 21 65 — — —
10 21 44 77 - —
8 15 23 33 45 -

6 6 8 10 12 14
4 2 2 2 2 2

ОО

142 122 59 16

а — Ъ — 100 — 86 - 3 8 - 9
а +  b 184 158 80 23

Чтобы от этих вспомогательных сумм перейти к суммам 
2-х, 3-х и 4-х степеней центральных отклонений (т. е. от­
клонений, отсчитанных от точного значения среднего ариф­

метического УИ=12, а не ст произвольного начала отсче­
тов С = 14), можно было бы воспользоваться формулами, 
аналогичными знакомой уже нам формуле для вычисления 
Их2 с помощью сумм St и S2:

П
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Эти формулы для Ел;3 и Ех4 будут иметь следующий вид:

E* 3 =  S:1 3S,Ss , 2 S,3 
п ‘ «3

V. -Л  - 4 5, S3 , 6S,aS2 3S,<
n 2 n 3

Подставляя сюда найденные выше значения сумм S lt S2, S3 
и S4, получим:

____  844 -  3 ( - ]00) - 500 4- 2.1 ^ Л ° И  =  +  456~  юо 1002
4 (— 100) . ( -  844) , 6 ( — 100) 2 . 500 3 (-100) * _Ех4 = 5828- 100 1002 ЮО3

=  5152

Итак, Ел;3 =  - f  456' а Ел:4 =  5152, что мы имели и раньше 
при совпадении начала отсчетов С  со средним арифмети­
ческим М  =  12 (см. стр. 66).

В приведенные выше формулы для вычисления Ел;8 и Ех4 
входят высшие степени числа измерений я (я2 и и3). В дан­
ном примере при я =  100 это возвышение 100 в квадрат 
и в куб не представляло особых затруднений, но в об­
щем случае, когда я является числом неокругленным, эти 
действия с ним и последующее деление числителей на такие 
многозначные знаменатели представляют уже большое техни­
ческое осложнение.

В целях упрощения этих формул введем некоторые до­
полнительные обозначения.

Разделив все четыре суммы Sl5 S2, S3 и S4 на число изме­
рений п, будем иметь следующие четыре отношения (дроби):

S, So So s.

называемые вспомогательными „моментами распределения" 
(или просто „моментами") и обозначаемые обычно грече­
ской буквой v (ню).

Итак, вспомогательный момент I-й степени (или просто 
первый вспомогательный момент):
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в т о р о й  вспомогательный момент:

v2= ^2 П
И т .  д.

В нашем примере при я =100, 
5 з =  — 844 и S4 =  5828 будем иметь:

S, -  100
I 1 ~~ п ~~ 100 —

So 500
v2

S l =  — 100, S, =  500,

1

п 100 
. ^  _  —  844 

п
= S*.

п

100 
5828 
100 :

=  5 

— 8,44 

58,28

Аналогично вспомогательным моментам vи И V.

вычисляются и моменты центральные, получаемые посред­
ством деления сумм Ел:, Ех2, Ел:3 и Ел;4 на число измерений я. 
Эти центральные моменты обозначаются обычно греческой
буКВОЙ [А (мю).

400, Ел;3 =  -{-456В нашем примере при - х  — 0, Ех2
Ел;4 =  5152 получим:

2х 0 0!*i п 100 “
2x2 400

В-2 п 100 4

U+ =  -2х3 _ +  4 5 6 _
п 100 ' *
ЗА4
П

5152
100 =  51,52

Заметим, кстати, что первый центральный момент и, 
всегда =  0, так как и Ел; =  0.

Итак в нашем примере:

Vj =  — 1 v2 == 5 v3 =  — 8,44 v4 =  58,28
!*t =  0 !а2 =  4 i*a = +  4,56 [*4 =  51,52

Центральные моменты ^ находятся в определенной зави­
симости от вспомогательных моментов v, причем зависи­
мость эта определяется следующими формулами:

В-2 =  --- Vl 2

В-3 =  v3 — 3 v 2 +  2vi:i
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Подставив в эти формулы числовые данные нашего при­
мера, получим:

jjl2 =  5 — (— I)2 — 5 — 1 —4 
^  =  _ 8,44- 3 ( - 1)-5 +  2 ( - I)3 = + 4,56 

и4 =  58,28 _  4 ( - 1) • ( -  8,44) -+ 6 (— 1 )3 - 5 — 3 (— 1)* =  51,52

Итак, указанные формулы приводят нас к совершенно 
тем же числовым результатам, которые мы имели и раньше.

Определив этим путем центральные моменты р3 и р-4, 
можно вычислить с их помощью и оба показателя А  и Е  
по формулам:

где через <; обозначено значение а, вычисленное в условном 
предположении, что классовый промежуток k  —  \ .

В данном случае при у3 =  +  4,56 р.4 =  51,52 и с =  2 бу­
дем иметь:

+  4,56

Е  =

+  0,57

3 =  3,22 — 3 =  +  0,22

т. е. те же самые результаты, которые мы получили и раньше.
С помощью моментов представляется возможным вычи­

слять также среднее арифметическое М  и среднее квадра­
тическое отклонение а или ? по формулам:

М  =  С  +  k't J О =  +  & ф +2 4 — ~4~ T/Vs

В нашем примере С =  14, й =  2, v, =  — 1, а =  4. Под­
ставляя эти данные в указанные выше формулы, получим:

М =  14 +  2 (— 1) =  14 — 2 =  12. 
о = + 2 ) / Т =  +  2-2 =  +  4 ; =  +  ) / Т =  +  2

что мы имели и раньше.
Чтобы иллюстрировать процесс вычисления М ,  о, А  и Е  

по способу моментов, рассмотрим еще следующий числовой 
пример. Пусть имеем вариационный ряд, в котором
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в границах от
я - я »

я я я

» я я

я я м

я г я

л я W

W я я

” я я

я Я Я

я я п

« я я

я я я

я п я

9 до 8,5 заключаетсяI 3 варианты
8,5 я 8 я 9 »
8 я 7,5 » 16 я

7,5 п 7 Я 28 я

7 » 6,5 я 35 я

6,5 я 6 я 38 я

6 п 5,5 я 36 п

5,5 я 5 я 31 я

5 я 4,5 я 25 я

4,5 я 4 я 14 я

4 я 3,5 я 8 г
3,5 я 3 я 4 я

3 я 2,5 я 2 я

2,5 я 2 я 1 я

Этот ряд следовательно состоит из п —  250 вариант, раз­
битых на 14 классов с классовым промежутком k  =  0,5. Его 
гистограмма представлена на чертеже 41. Частоты р  ука­
заны цифрами у вер­
шин соответствующих 
столбиков (см. стр.74).

Запишем эти часто­
ты в расчетную решет­
ку против границ со­
ответствующих клас­
сов (проставленных на 
полях) и возьмем за 
начало отсчетов С  се­
редину границ класса 
от 6 до 5,5, т. е. при­
мем:

С = 6 +  5,5

=  ^  =  5,75

Далее проведем чер­
точки, как показано 
на расчетной решетке, 
и выполним все про­
межуточные вычисле-

Границы
классов Р 319 350 242 106

9-8 ,5 3 3 3 3 3

8 ,5 -8 9 12 15 18 21

8 -7 ,5 16 28 43 61 82
7 ,5 -7 28 56 99 160 —

7 -6 ,5 35 91 190 — —-
6,5 -6 38 129 — — —

6—5,5 36 — — — —
5 ,5 -5 31 85 — — —

5 -4 ,5 25 54 109 - —

4 ,5 -4 14 29 55 97 —
4-3 ,5 8 15 26 42 64

3 ,5 -3 4 7 11 16 22

3 -2 ,5 2 3 4 5 6

2 ,5 -2 , 1 1 1 1 1

250 194 206 161 93

а  —  Ь 125 144 81 13
а -\-Ь 513 556 403 199
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ния внутри клеток этой решетки. В результате получим сле­
дующие значения итогов а  и Ь.

a4 =  319 а2 =  350 я3 =  242 а4= 106
bx — 194 Ь.2 =  206 fc3 =  161 64 =  93

Черт. 41.

Разности и суммы этих итогов записаны внизу решетки 
в две строчки рядом с соответствующими заголовками: 
а  — b и a  +  b. Отсюда:

+  =  +  125
+ ,=  513 +  2.556= 1625 

S3 =  +  125+  6 (+ 1 4 4 )+ 6  (+ 8 1 ) =  +  1475
24-199 =  27581S 4 =  5 1 3 +  14-556 +  36-403 -

Разделив эти суммы на п  =  250,
гательных момента v l t  v2, v3. и v4

5 , +  125
1 п 250 —

V 5 -
1625

2 п " 250
5 3 +  1475

3 п  = 250 "
27581

V —  — — —
4 п 250

6,50

110,32

Подставляя эти значения вспомогательных моментов 
в формулы для вычисления центральных моментов и-2, р3 и 
будем иметь:

Р-2 =  v2 — vt2 =  6,5 — ( +  0,5)2 =  6,25 
ft, =  v3- 3 v tv2 +  2vx3 =  5 ,9 - 3  ( +  0,5) -6,5 +  2 ( +  0,5)3 =  -  3,6 
a4 =  v4 -  4vjV3 +  6vj2v2 -  3v44 =  110,32 -  4 ( +  0,5) (+  5,9) +  

+  6 (+  0,5)2- 6,5 — 3(4- 0,5)4 =  108.08.
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Итак в нашем числовом примере 
vx =  +  0 ,5 0

v2 =  6 ,5 0  р.2 =  6 ,2 5

v3 =  +  5 ,9 0  [х3 =  —  3 ,6 0

v4 =  1 1 0 ,3 2  [i4 =  1 0 8 ,0 8

По этим данным можно определить М ,  а, А  и Е  

М  =  С  +  Ь х =  5 ,7 5  +  0 ,5  ( +  0 ,5 )  =  6  

o  =  +  k  ] / +  =  +  0 ,5  ] / б + >  =  + 1 , 2 5

Нужное для вычисления показателей А  и £  вспомога­
тельное значение ; найдем по формуле:

-  —  —  —  ±  1’ ^ -------- 1-2 5
’ k  0,5

Подставляя это значение ; в формулы для вычисления 
А  и £, получим:

, __ р-з __— 3 ,6 0 ___—  3,60 _ 0,23

£  = -4

о _  108,08 о  _  108,08 „  0  7 7  „ _
д  ( 2, 5)4 °  яа пк  ̂—  z >' '  d —  '

■0,23
(2,5)з 15,63

]
39,06

Итак в нашем примере
М  =  6 А  —  —  0,23

о =  +  1,25 £ =  — 0,23
Чтобы судить о надежности этих данных, необходимо 

вычислить их средние ошибки по формулам:
+  з _  +  1,25

VT
т

V  250
: 0,08

т 7 =  ;-+= =  i - 1’25 =  +  0,06
3 V  2 п  1 /5 0 0

т , - * * iF t - * * V \

15

256 :
: 0,31

Учитывая эту среднюю величину возможного варьирова­
ния всех числовых характеристик заданного ряда, мы можем 
теперь записать их в такой символической форме:

М  =  6 +  0,08 А  =  -0 ,2 3  +  0,15
о =  1,25 +  0.06 £• =  — 0,23 +  0,31



Следовательно наличие в заданном ряду ассиметрии 
и эксцесса является не доказанным, и при данных условиях 
мы можем считать это распределение отличающимся от 
нормального лишь в пределах случайных ошибок.

К этому же выводу можно притти и другим путем, вы­
числив наименьшее число измерений я, при котором данные 
показатели А  и Е  могли бы считаться достоверными.

Для показателя ассиметрии
5454

П11П Я —  —  (_ 0>23;а 1021

Для показателя эксцесса

min я 216 216 =  4083
£ з ~  ( - 0 , 2 3 ) 3

Так как в действительности мы имели значительно мень­
шее. количество измерений (у нас я =  250), то оба эти пока­
зателя следует признать недостоверными.

При сравнении друг с другом двух одноименных показа­
телей А  или Е  применяется обычный критерий оценки:

3 и —= = - -
у /7?!3+  т./ Vтх* +  яг з̂ > 3

где через т х и т.2 обозначены средние ошибки соответствую­
щих показателей А х и А 2 или Е х и Е г

Для облегчения вычислительной техники можно пользо­
ваться также следующими рабочими формулами:

( Аг - А.2У
+  от2з>  9 ( А  ~  Е , У

от, з +  от23>  9.
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Пусть, например, в одном случае показатель эксцесса
=  +  0.89, а в другом Е 2 =  -f- 0,73, причем средние ошибки 

их соответственно равны /я, =  +0,03 и яг2 =  +  0,04. Под­
ставляя эти данные в последнюю формулу, получим:

(0,89 -  0,73)3 _  (0,16 2 0,0256
(0,03)з +  (0,04)3 о,0009 +  0,0016 — 0,0025 — U’24 ‘

Так как это отношение получилось больше 9, то разница 
между заданными показателями эксцесса Е х и Е.г может счи­
таться доказанной. Это значит, что 1-ый ряд, для которого 
Е х—  +  0,89, действительно (а не случайно) является более вы- 
соковершинным, нежели Н-й ряд, для которого £'2 =  +0,73. 
В данном случае, следовательно, больший эксцесс 1-го ряда 
свойственен ему по природе самого материала.

Если средние ошибки т А и т Е показателей А  и Е  вычи­
слены не были, оценку достоверности различий между А х 
и Л2 или Е х и Е 2 можно выполнить по следующему кри­
терию:

4 2)" гг,Яд. q (£, £*з)з я,я2 < q
6 (я, +  я2) ^  24 (я, +  я„)

где через я, и я2 обозначено число измерений, из которых 
эти показатели были вычислены.

П усть, наприм ер, для 1-го ряда:

А х =  - 0 ,3  Е х =  +  \ ,2  п[ —  200

а для П-го ряда:

Л2 =  -{- 0,4 Б., =  +  0,4 я., =  300

Вычислим два выражения:

<А, — Л ,у я ,я 2 (— 0,3 — 0,4)3-200-300 _  (-0 ,7)2  - 60J100 _ q 8  
6 (я, +  я 2) 6(200 +  300) ~  3.0Э0 ~  У’6 ’

(£ 1 — £з)3 П\П2  (+  1,2 — 0,4)2-200-300 _ (+0,8)3-60.000 о а
24 (я , +  л2) 24 (200 +  300) ~  12.000 ~ о , 2 .

Следовательно различие между показателями А х и Л2 
можно считать бесспорным, в то время как различие между 
Ех и Е 2 не является еще доказанным. ,
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VIII. Упрощенный способ вычисления пойазателей
~А и Е.

При определении показателей А  и Я по способу моментов 
некоторое техническое затруднение представляет процесс 
вычисления центральных моментов <д3 и ji4 по формулам:

f t j  =  V3 3 V jV 2 —(— 2 v j 8 

н  =  v4 —  4'^Vj, 4 -  6 vx2v2 —  3 \ * .

Это затруднение можно устранить путем применения осо­
бого приема, заключающегося в вычислении сперва заведомо 
неправильных значений показателей ассиметрии и эксцесса 
непосредственно из сумм 5„ S.2, S.A и S 4 с последующим 
исправлением этих результатов по специальной таблице. 
Вспомним, что показатели А  и Я при помощи сумм высших 
степеней центральных отклонений Их3 и Zx* мы определяли 
по формулам:

А  =  —
ГК3

F  _  _  з
Ь -  гк* 6 -

В тех случаях, когда среднее арифметическое М  точно 
совпадает с принятым началом отсчетов С, обе суммы выс­
ших степеней вспомогательных отклонений S s и S 4 будут 
в свою очередь совершенно точно совпадать с суммами 
соответствующих степеней центральных отклонений Ех3 и Ел4, 
вследствие чего при М  =  С  показатели Л и Я могут быть 
вычислены по формулам:

л  ~  л;3

Е = = ^ ~ 3-
Но это только в том частном случае, когда /И =  С. По 

мере увеличения разницы между средним арифметическим 
М  и началом отсчетов С эти последние формулы будут да­
вать все большую и большую неточность, находящуюся 
в определенной зависимости от разности М  —  С.

Обозначим такие заведомо ошибочные значения показа­
телей Л и Я через А0 и Я0 и будем помнить, что

р  _ S4
ГК3 0 ГК;*

УПР0ЩЕННЫЙ_СП0С0Б ВЫЧИСЛЕНИЯ ПОКАЗАТЕЛЕЙ Л  и  Я  7 9

в то время, как ранее мы имели:

Л = ГК3

'Величина неточности этих ошибочных показателей Л0иЯ0 
зависит, как было уже сказано выше, от разности М  —  С. 
Чем больше абсолютная величина этой разности, тем силь­
нее отличается А 0 от Л и Я0 от Я. В частности при М — С = 0  
(т. е. при М  =  С) эти вспомогательные и истинные значения 
обоих показателей совершенно точно совпадают друг с дру­
гом (т. е. А 0 =  А  и Я0 =  Я).

Выразим величину разности между М  и С  в долях сред­
него квадратического отклонения о. Обозначив результат 
этого вычисления через d, будем иметь следующую 
формулу:

Величина d  определяет, следовательно, то количество 
средних квадратических отклонений з (или ту долю а), на 
которую отстоит (отклоняется) точное значение среднего 
арифметического М  от произвольно выбранного начала 
отсчетов С.

В зависимости от разности d  можно определить по осо­
бой таблице две „поправки": а  и е, с помощью которых 
представляется возможным вычислить истинные значения 
показателей Л и Я по величине вспомогательных (непра­
вильных) их значений Л0 и Я0.

Для этого служат следующие формулы:

А  =  Л 0 —f- и 
Е  — Е — М А 0 - \ - е .

Покажем применение этого способа на разобранном 
в конце предыдущей главы числовом примере. Там за на­
чало отсчетов было принято значение С =  5,75, в то время, 
как истинная величина среднего арифметического Ж =  6. 
Следовательно разность Ж — С  —  0,25. Эта разность выра­
жена здесь в обычных единицах измерения данного варьи­
рующего признака. Чтобы отклонение Ж от С  выразить 
в долях самой з, следует разделить. эту разность М  — С  =
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=  0,25 на среднее квадратическое отклонение а, 
примере а =  +  1,25. Следовательно

М - С  + 0,25  
— 1,25

В нашем

d  = ■■ -j- 0,2.

Итак, среднее арифметическое М  в нашем примере 
отклоняется от начала отсчетов С  н а+  0,2 сигмы (больше 
С  на 2/10 о). Эта величина

d  =  +  0,2

и определяет степень той неточности, которую мы можем 
получить в наших вычислениях, принимая за Zxs и Z x4

вспомогательные суммы S8 и S4.
Заметим, что величину d  можно было бы определить и не 

вычисляя предварительно точного значения М . Для этого 
служит следующая формула, которую в дальнейшем мы 
и будем всегда применять:

Так как в данном случае (см. стр. 74 и 75) +  —+125»
п

Т а +  е

од 0,301 0,0603

0,2 0,608 , 0,2448

0,3 0,927 0,5643

0,4 1,264 1,0368

0,5 1,625 1,6875

0,6 2,016 2,5488

0,7 2,443 3,6603

0,8 2,912 5,0688

0,9 3,429 6,8283

1,0 4 000 9,0000

1Д 4,631 11,6523

1,2 5,328 14,8608

■ 250, а с =  2,5 то 

d
+ 1 2 5 __ ,Q л

250-2,5

ставлены два знака +  и 
зывается, что 
следует брать

что мы и получили выше при 
пользовании другой формулой.

Вычислив d , определим две 
поправки а  и « по специальной 
таблице, приложенной в конце 
этой книги (см. стран. 424). 
Здесь приведена эта таблица 
лишь в кратком виде. В ней зна­
чения d  выписаны через 1 деся­
тую долю сигмы, а поправки а  
и « даны с точностью до 3-го и 
4-го знака после запятой. В за­
головках этой таблицы у d  по- 

, ау  а  наоборот — и-(-. Этим ука- 
для положительных значений d  поправку а  
со знаком—, а для отрицательных d  —  со зна-

УПРОЩЕННЫЙ СПОСОБ ВЫЧИСЛЕНИЯ ПОКАЗАТЕЛЕЙ Л  И £  8 1

K0M_j_. Поправка « берется всегда со знаком+ ,  что и ука­
зано в соответствующем заголовке третьего столбца (+ е).

Во второй строчке сверху этой таблицы для d  =  0,2 на­
ходим: « =  0,608 и « =  0,2448. Так как в нашем примере d  
имеет знак-)-, то поправку а  следует взять с минусом. 
Итак:

а  =  —- 0,608 
« =  +  0,2448.

Это и есть те поправки, с помощью которых мы можем 
получить истинные значения Л и £  по величине вспомога­
тельных (заведомо неправильных) показателей А 0 и Е 0. Под­
ставляя в формулы для вычисления этих вспомогательных 
показателей числовые данные нашего примера, получим:

При помощи этих ошибочных показателей А 0 =  +  0,378 
и Е 0 = — 0,1757 находим истинные их значения Л и £  по 
формулам

А =  Aq —j— «
Е  =  Е 0 — 4 d  А0 +  «

где rf =  +  0,2, а =  — 0,608 и « =  +  0,2448.
Вычисления дают здесь следующие результаты:

А  =  +  0,378 — 0,608 =  — 0,23 
Е  —  — 0,1757— 4 (+  0,2)(+ 0,378) +  0,2448 =  — 0,23.

Итак, в данном случае, так же как и раньше, показатель 
ассиметрии

А  — — 0,23,
и показатель эксцесса

Е  —  — 0,23.

Приложенная в конце книги полная таблица поправок а  
и « составлена лишь до значения d  =  2. Если при каких, 
либо вычислениях понадобилось бы продолжить эту таблицу 
для значений d , превышающих 2, или вычислить поправки 
а  и « для более мелких долей d  (например с точностью до

Вариациоивая статистика, б



0,001 разности d) ,  можно воспользоваться следующими фор­
мулами зависимости поправок а  и е от величины d :

а  =  — d (d2 -j- 3) 
e  =  Z d * ( d > - \ - 2 ) .

Приведем еще один числовой пример определения пока­
зателей Л и £  по этому упрощенному способу, указав по­
путно также и приемы проверки всех промежуточных вы­
числений внутри расчетной решетки при заполнении ее 
клеток по способу сумм.

Пусть имеем два следующие вариационные ряда:

8 2  ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКА _ ___________

I ряд:
в границах от 33 до 50 заключается 1 варианта
и » » 30 „ 27 • 2„ 27 „  24 „ 3 Я

* •  » 24 .  21 „ 6 я

» 21 »  18 „ 14 ш

*> я 18 .  15 29 Н

» » 15 „  12 „ 12 я

Я " п 12 , ,  9 У! 4 *»

»  ** V 9 „ 6 * 1 п

11 ряд:

в границах ОТ 55 до 50 заключается 6 вариант
»  » *» 50 „  45 п 10 п

и  ” 45 „  40 12 „

» п 40 .  35 „ 11 и

** я н 35 я 30 п 10 п

V  п V 30 „  25 я 12 и

я *» 25 „  20 я И И

я  » щ 20 „ 15 , 9 Я

» »'• » 15 „  ю п 4 п

Здесь в первом ряду классовый промежуток k =  3, а во 
втором /е =  5.

Занесем все эти данные в расчетную решетку, состоящую 
из 3-х частей (для двух заданных рядов и для их контроль­
ной сводки), причем черточки в этих частях проставим 
всюду на одном и том же уровне, хотя бы например на 
уровне 5-той строчки сверху (против частот 14 и 10).

УПРОЩЕННЫЙ СПОСОБ ВЫЧИСЛЕНИЯ ПОКАЗАТЕЛЕЙ А  и  Е  8 3

Таким образом начало отсчетов в первом ряду:

^ __21 + 1 8
С 2

а во втором ряду:
__35 30

С — 2

Просуммировав частоты обоих заданных рядов по гори­
зонтальным строчкам, получим частоты сводки. Здесь сере­
дина черточек пришлась на уровне частоты р  =  24.

В данном случае такая сводка частот составлена лишь 
для контроля вычислений и не имеет, очевидно, никакого 
реального смысла.

Выполнив во всех 3-х частях расчетной решетки обыч­
ные промежуточные операции, получим следующие итоги 
а  и b (см. таблицу ниже).

Эти итоги следует теперь проверить. Для этого одно­
именные итоги во всех частях решетки складываются, и 
сумма их сравнивается с соответствующим итогом кон­
трольной сводки. Если эта сумма оказывается в точности 
равной данному итогу сводки, вычисления могут быть при­
знаны правильными, в противном случае следует искать 
ошибку где либо в промежуточных операциях.

е*
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I р я д : II р я д : С в о д к а :

Р  \ 221
15 6 1 Р 89 78 ! 341

6 Р 111 93 40 ! 7

1 1 1 1 1 6 6 6 6 6 7 7 7 7 7

2 3 4 5 — 10 16 22 28 — 12 19 26 33 —

3 6 1о~ — 12 28 50 — — 15 34 60 — —

6 12 — — — И 39 — — 17 51 — — —

14 — — — — 10 — - — - 24 — — — —

"й Г 46 — — — 12 36 — — — 41 82 — — —

12 17 23 — — 11 24 41 — — 23 41 64 — —

4 5 ! 6 7 — 9 13 17 21 — 13 18 23 28 _
.

1 1 | 1 | 1 1 4 4 4 4 4 5 5 5 5 5

72 69 30 8 1 j 85 '77 62 25 4 157 146 92 33 5

В нашем примере для I ряда итог а г — 22, а для 
II ряда а 1 —  89. Сумма этих итогов 22 - f  89 =111 точно 
совпала с итогом а, в контрольной сводке (там я1 =  111).

Для итогов а 2 имеем следующие результаты их проверки:

в I ряду а 2 = 1 5  В контрольной сводке
во II „ «2 = 78 а, =  93

сумма их =  93

Проверяя этим же способом итоги а й, получим:

6 +  34 =  40.

Для итогов а4 будем иметь:

1 +  6 =  7.

Аналогично проверяются и все нижние итоги b v  b 2, Ьй и £4,

69 +  77 =  146 
30 4-62 =  92 
8 +  2 5 =  33 
1 +  4 =  5.

Вычислив и проверив все 8 итогов, определим для 
каждого из двух заданных рядов и для их контрольной 
сводки отдельные пары разностей и сумм этих итогов: а — b

и а +  b. Записав эти разности и суммы в соответствующие 
части расчетной решетки, получим внизу этой решетки сле­
дующие две дополнительные строчки *):

УПРОЩЁННЫЙ СПОСОБ ВЫЧИСЛЕНИЯ ПОКАЗАТЕЛЕЙ A  W. Е  8 5

Для I ряда: Для 11 ряда: Для сводки:

-47 -1 5 | - 2 0 4-12 +16 +  9 +  2 -  35 +  1 +  7 +  2

91 45 j 14 2 166 140 59 ю] 257| 185 73 12

Все эти суммы и разности итогов следует проверить 
указанным выше способом. Так, например, в частности:

в I ряду разность ах — Ь1 — — 47
во II „ „ а х— =  +  12

сумма этих чисел =  — 35

что мы имеем и в сводке, для которой также

cl j — — 35.

Аналогично проверяются и все остальные разности 
этих итогов:

— 1 5 +  16 =  +  1
— 2 +  9 =  +  7

0+  2 =  +  2.
Проверка сумм (а +  6) дает здесь следующие результаты:

91 +  166 =  257 
4 5 +  140=  185 
1 4 +  5 9 =  73 
2 +  10=  12.

Проверив эти вычисления, следует помножить отдель­
ные разности или суммы итогов на определенные числовые 
коэффициенты, указанные в ориентировочной таблице (см. 
стран. 67). После сложения таких произведений получим 
для каждого ряда и для сводки все 4 вспомогательные 
суммы S v  S 2, S3 и S4.

*) В целях экономии места здесь воспроизведена лишь нижняя часть 
расчетной решетки. Верхняя же остается без изменения.
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Для I ряда: Для II ряда: Для сводки:
— 47 £ х= +  12 5 Х = -  35

s 2 = 181 S2 =  446 So  = 627
-  149 S3 =  +  162 S o  — +  13

54 = 1273 % S4 =  4490 s 4 = 5763.

Эти суммы необходимо также проверить, складывая их 
в отдельных рядах и сличая результаты со сводкой:

Для Sj получим — 47 +  12 =  — 35
» + r> 181+  446 = 627
V S , n 149+  162 =  + 13
n S t n 1273 +  4490 = 5763

На этом проверка кончается, и в дальнейшем контроль­
ная сводка уже не принимается во внимание.

Определяя для обоих заданных рядов AI, Ел:2, о и вспо­
могательное значение сигмы ;, получим:

Для I ряда (при п =  72, С —  19,5 и k  —  'д)

М =  17,54 
Ех2 =  150,32

а =  +  4,33 
с =  +  1,44.

Для II ряда (при я =  85, С =  32,5 и k  =  5)

М =  33,21 
Ел:2 =  444,31

о =  ±  11,43 
; =  +  2,29.

Для вычисления показателей ассиметрии и эксцесса опре­
делим оба значения d  по формуле:

d = т

Для I ряда будем иметь: 

d
S , _  — 47 
т  ~  72 -1,44 : 0,45.

Для II ряда получим: 

d 5,. +12
гк  85 • 2,29 : +  0,06.

Так как первое из этих значений d  отрицательное, то 
соответствующую ему поправку а  следует брать со знаком

УПРОЩЕННЫЙ СПОСОБ ВЫЧИСЛЕНИЯ ПОКАЗАТЕЛЕЙ Л и £  87

плюс. Для второго d  (положительного) поправку а  следует 
в зя т ь  со знаком минус. По таблице, приложенной в конце 
книги (см. стран. 424), находим:

для d  =  — 0,45 а =  4-1,4411 е =  1,338019
„ ^ =  +  0,06 а  =  — 0,1802 е  —  0,021639.

Теперь вычислим вспомогательные (ошибочные) значения 
показателей А 0 и £ 0 по формулам:

3̂
п

£ 0 =  —  3 .0 т*

В данном случае, для I ряда:

л ___ 149 _____л
0 ~  72 • (Т,44)3 ~

£п = 1273
0 72 - (1,44)4

а для II ряда:

+  =
+  162 

85 • (2 ,2 9 )з: 

р  _  4490
~~ 85 • (2,29)4

з =  -н 1,06,

+  0,16 

3 =  — 1,07.

Имея в своем распоряжении все числовые значения А 0> 
£0, d , а  и е, мы можем определить и точные значения по­
казателей Л и £  по формулам:

Л =  A q —f- и
£  =  £g --  4й?Лд -j— &•

В нашем примере для I ряда: *)
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Записав эти данные в расчетную решетку, получим:

I р я д II р я д С в о д к а

р 22 15 6 1 р  89 78 34 6 р  111 93 40 7

1 1 1 1 1 6 6 6 6 6 7 ?! 7| 7 7

2 3 4 5 — 10 16 22 28 — 12 19 26 33 —

3 6 10 - — 28 50 — — 15 34 60 — —

6 12 — — - И 39 — — — 17 51 — — —

14 — — — — 10 — — — — 24 — — — —

29 46 — — — 12 36 — — — 41 82j — — —

12 17 23 — — 11 24 41 — — 23 4l| 64 — —

4 5 6 7 — 9 13 17 21 — 13 18 23 28 —

1 1 1 1 1 4 4 4 4 4 5 5 5 5 5

72 69 30 8 1 85 77 62 25 4 157 146 92 33 5

а —Ъ —47 -1 5 — 2 0 а - Ъ+12 + 1 6 ,+  9 4- 2 а — Ъ -3 5 +  1 +  7 
73

+  2

а-\-Ь 91 45 14 2 а-\-Ъ 166 140j 59 10 а + Ъ 257 185 12

5, =  — 47 £ 3=  — 149 
S2=  181 S 4 =  1273

S1 =  +  1 2 S 3=  +  162 
S3=  446 S t  =  4490

S t =  -  35 S 3 =  +  13 
S 2 =  627 S4 =  5763

С = 19 ,5  £ =  3 С =  32,5 * =  5 — —

М = 17,54 А 0— — 0,69 
з= +  4,33 £ о=+1,06 
{=±1,44 d = - 0,45 

lg s =  0,15984 
а = + 1 ,4 4  е — 1,34

М - 33,21 + = + 1 ,1 6  
о = + 11,43 £ = -1 ,0 7  
{==2,29 d ~  + 0,06 

lg { =  0,35913 
я = —0,18 е  =  0,02xА  =  +  0,75 £ = + 1 ,1 6 А  =  —  0,02 £ = - 1 ,0 9

Здесь выписаны также и логарифмы вспомогательнь 
сигм (lg ;), так как вычисление показателей Л0 и Е 0 удобш 
производить с помощью логарифмических таблиц.
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IX. Некоторые соображения по поводу образова­
ния ассиметрии и эксцесса.

Явления ассиметрии и эксцесса графически выражаются 
в тех или иных перемещениях вершины соответствующей 
кривой распределения либо в горизонтальном направлении 
при ассиметрии, либо по вертикали для случаев эксцесса. 
Однако, то или иное положение вершины этой кривой само 
по себе далеко еще не исчерпывает всех характерных осо­
бенностей ассиметричного и эксцессивного распределения 
и не может поэтому рассматриваться в качестве единствен­
ного и основного признака данных явлений. Дело в том, 
что положение вершины кривой распределения тесно свя­
зано также и с величиной крайних отклонений, в чем соб­
ственно говоря и заключается ключ к интерпретации инте­
ресующих нас случаев распределения.

Анализ этих случаев показывает, что при положительной 
ассиметрии (Л > 0 ), графически выражающейся сдвигом 
вершины кривой влево, некоторое сравнительно небольшое 
число положительных отклонений помечаемых на оси
абсцисс справа от М ,  достигают очень большой величины, 
в то время как слева от М  значительное количество отри­
цательных отклонений (— х)  имеют лишь сравнительно ма­
лую абсолютную величину.

При отрицательной ассиметрии (А < 0 ), т. е. при сдвиге 
вершины кривой вправо, наблюдается обратное соотноше­
ние: малое количество больших отрицательных отклонений 
(—л:) в левой части кривой уравновешивается множеством 
мелких положительных отклонений (-}- jc) справа от М .

При положительном эксцессе (Д >  0), когда кривая рас­
пределения имеет чрезмерно высокий подъем в середине 
ряда, большинство положительных и отрицательных от­
клонений оказываются по своей абсолютной величине сравни­
тельно небольшими, но зато отдельные отклонения дости­
гают чрезвычайно больших значений, увеличивая собой об­
щий размах колебаний варьирующего признака в обе сто­
роны от М  (например в пределах д о "+ 4  о от М ,  в то 
время как при нормальном распределении эти пределы 
ограничены приблизительно Зо).
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При отрицательном же эксцессе (£<^0), т. е. при низ- 
ковершинности, плосковершинностиили провале кривой рас­
пределения в ее середине вовсе не наблюдается особенно 
больших положительных и отрицательных отклонений, вся 
масса которых таким образом варьирует в сравнительно 
узких пределах (напр. в пределах всего лишь +  2 з от М) .

Присутствием малого количества этих больших по своей 
абсолютной величине отклонений и определяется характер 
распределения ряда. Если в общей их массе содержится 
несколько сравнительно очень больших положительных от­
клонений, ряд обнаружит положительную ассиметрию; при 
наличии в нем небольшого числа исключительно больших 
отрицательных отклонений ассиметрия окажется тоже отри­
цательной; присутствие в ряду и тех и других одновременно 
выльется в форму положительного эксцесса, а отсутствие 
больших отклонений того или иного знака создаст эксцесс 
отрицательный.

Указанные основные признаки ассиметрии и эксцесса во 
многих случаях позволяют разобраться в механизме образо­
вания этих явлений при их интерпретации.

Если варьирование некоторого признака имеет есте­
ственное ограничение с какой либо одной стороны от М  и 
притом сравнительно уже на небольшом от него расстоя­
нии, мы получаем (или вернее можем получить) ассимет- 
ричный ряд распределения этого признака, так как боль­
шие отклонения (-(- х  или — л:) будут получаться только 
в одном каком либо направлении. Примером этого случая 
может служить ограничение размаха варьирования какого 
либо количественного признака минимальным его пределом 
V  =  0. Каково бы ни было среднее арифметическое М ,  
отрицательные отклонения (— х ) не могут при этих усло­
виях оказаться по абсолютной величине меньше своего 
крайнего предела

V  —  M  =  0 — М  =  —  М,

в то время как отдельные положительные отклонения (-fх )  
сохраняют возможность увеличиваться безгранично, созда­
вая условия, благоприятные образованию положительной 
ассиметрии.
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П о д о б н ы е  случаи наблюдаются иногда в рядах распре­
д е л е н и я  линейных размеров тех или иных частей организма 
ж и в о т н ы х  и растений, естественно ограниченных минималь­
ны м своим пределом И =  0. Впрочем при сравнительно 
н е б о л ь ш о м  варьировании этих размеров такой минимальный 
их предел (0) чаще всего находится на относительно дале­
ком  от М  расстоянии, вследствие чего, как общее правило» 
у  большинства морфологических признаков (а в частности и 

у признаков антропометрических) явление ассиметрии наблю­
д а е т с я  редко, и если наблюдается, то в очень слабых степенях.

Двухстороннее ограничение ряда по тем же соображе- ' 
ниям может породить отрицательный эксцесс, так как при 
этих условиях как положительные, так и отрицательные 
отклонения в свою очередь окажутся ограниченными и не 
смогут достигнуть слишком большой абсолютной величины. 
Примером этого случая служит ряд варьирования резуль­
татов какого-либо психотехнического испытания при огра­
ниченном количестве заданий. Пусть, в частности, имелось 
всего лишь одно единственное задание, которое испытуемый 
мог или выполнить или не выполнить. В предположении 
приблизительно одинаковой вероятности этих результатов 
среднее число решений (М ) будет заключаться где либо 
между 0 и 1 примерно на одинаковом от этих крайних 
границ расстоянии. При данных условиях, как показывают 
вычисления, отдельные отклонения а: могут варьировать 
в обе стороны от М  приблизительно в пределах лишь 
одной о, что и создает отрицательный эксцесс всего распре­
деления в целом.

При более широком размахе ограниченного варьирова­
ния перемещение среднего арифметического М  к одному 
из крайних пределов ряда может сделать его ассиметрич- 
ным. В применении к последнему примеру при слишком 
трудном испытании, когда среднее число решений снизится, 
и М  передвинется влево, получим положительную ассиме­
трию, а при испытании легком для данного коллектива 
испытуемых ассиметрия окажется наоборот отрицательной. 
Такое же изменение среднего М ,  но при неограниченном 
варьировании ряда, вместо ассиметрии создает лишь пере­
мещение его в соответствующем направлении без изменения 
формы распределения.
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, Аналогичным ходом рассуждений представляется иногда 
возможным проанализировать и другие случаи проявления 
ассиметрии и эксцесса, для чего необходимо, очевидно, учесть 
все особенности данного явления. Чисто формальный анализ 
кривых распределения, основанный только на их внешнем 
виде и геометрических свойствах, сам по себе сможет дать 
очень немного, если у исследователя нет полной ориенти­
ровки в той области специальных знаний, к которой отно­
сятся анализируемые им факты.

В рамках элементарного и к тому же не специального 
руководства совершенно не представляется возможным 
сколько-нибудь подробно изложить причины образования 
ассиметрии и эксцесса в различных случаях, встречающихся 
на практике, тем более, что этот вопрос в настоящее время 
далеко еще не может считаться разрешенным с исчерпы­
вающей полнотой. Поэтому мы ограничимся здесь лишь 
приведенными выше общими соображениями о приемах 
интерпретации этих явлений, отослав читателей, интересую­
щихся детальным их анализом, к тем специальным сочине­
ниям, в которых излагается статистический метод в тех 
или иных конкретных его приложениях.

Для нас же представляют здесь особый интерес главным 
образом те случаи образования ассиметрии и эксцесса, при 
которых эти явления данному материалу вообще говоря 
несвойственны и обнаруживаются в нем лишь под влиянием 
привходящих второстепенных причин.

Одна из этих причин может заключаться в смешении 
неоднородного или недостаточно однородного материала.

Пусть, например, имеем два следующие ряда:

« I р я д: 11 р я д:

Варианта 8 встретилась . 1 раз. Варианта 10 встретилась . 2 раза.
. 7 9 . м 9 • 18 .
. 6 45 . я 8 . 90 .
. 5 70 . п 7 . 140 .

.  4 45 , я 6 • 90 „

. 3 9 . я 5 . 18 .
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Подвергнув эти данные обычной обработке, получим 
для I ряда: (п — 180):

М  — 5  А =  0
« =  ± 1  Е  =  0

а для II ряда (и =  360):

М = 7  А — 0
з =  +  1 Е  =  0

в чем нетрудно убедиться, в ы п о л р и в  соответствующие вы­
числения в действительности.

Отсюда видно, что при совершенно одинаковом варьи­
ровании заданных рядов (в обоих случаях о = 1 )  и при от­
сутствии в них как ассиметрии, так и эксцесса (А =  0 и 
Е  — 0) I ряд имеет лишь несколько меньшее среднее по 
сравнению со II рядом и заключает в себе вдвое меньшее 
количество вариант.

Полигоны этих рядов представлены на одном общем 
чертеже 42. Из этого чертежа видно, что полигоны здесь 
как бы заходят друг на друга, причем площадь полигона 
II ряда вдвое больше площади I полигона, расположенного 
слева.

Соединим теперь оба ря а в один, подсчитав для каж­
дого отдельного значения варианты V  ее повторяемость
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в обоих рядах. Так, например, варианта V —  4 в I ряду 
встречается 45 раз, а во II ряду то ько 2 раза. Следова­
тельно в смешанном ряду это значение варианты V  =  4 
будет встречаться уже 45 -f- 2 =  47 раз. Аналогично выясним 
и все остальные частоты р  этого смешанного ряда. В ре­
зультате получим новый ряд, полигон которого представлен 
на черт: 43 (частотами этого ряда служат следующие числа: 
1, 9, 47, 88, 135, 149, 91. 18 и 2).

Для этого ряда:

М =  6,33 А  == — 0,23
о =  + 1 ,37  £  =  — 0,33

в чем нетрудно убедиться, выполнив соответствующие вы­
числения в действительности.

Итак, ассиметрия и эксцесс в некоторых случаях могут 
появиться в результате смешения неоднородного материала, 
части которого, взятые изолированно, имеют строго нор­
мальное распредеаение.

Подобный случай может встретиться на практике при 
соединении, например, антропометрических, психометриче­
ских или иных данных, относящихся к детям различного 
возраста или пола. ^

Если соединяемые ряды имеют одинаковое число изме­
рений п и одинаков} ю о, но сильно различаются по вели­
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чине средних арифметических М,  такое их объединение 
м о ж е т  дать в смешанном ряду отрицательный эксцесс. На 
черт. 44 представлен пример подобного случая в форме 
соответствующих полигонов.

Здесь для смешанного ряда:

М  —  6,5 А — О
« =  ± 1 .8 0  Е  =  — 0,96 *)

в то время, как в каждом из двух заданных рядов мы 
имели бы:

/1 =  0 и В  =  0.

Итак, в данном случае, при объединении двух рядов, 
имеющих нормальное распределение, мы получили новый 
смешанный ряд, хотя и симметричный, но с заметным отри­
цательным эксцессом.

При подобной очень часто возможной неоднородности 
материала всегда представляется ценным своевременно ее 
обнаружить и устранить. В этих случаях наличие ассимет- 
рии и эксцесса в каком либо фактически полученном рас­
пределении может ж рассматриваться, как один из весьма 
показательных симптомов смешения двух или нескольких 
разнородных рядов, если для интерпретации этих явлений 
нет иных обоснованных предположений.

Образование ассиметрии и эксцесса в некоторых слу­
чаях может вызываться также и выбором тех единиц изме-

*) Показатель Е  здесь удобно вычислять по формуле (см. стр 64).

р  _ л2лг<
С  ~  (2 * 3 )3

■ к
3
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рения, в которых данный признак выражен количественно. 
Пусть, например, в результате испытания скорости какого 
либо процесса, слагающегося из однотипных операций, мы 
получим следующие данные:

1 человек в 10 минут ВЫПОЛНИЛ 6
2 я . ю  . я 5
6 я . ю  , я 4
2 » . ю  , я 3
1 я . 10 . о 2

операций

Здесь за единицу измерений проявленной скорости этого 
процесса принимается то количество операций, которое вы­
полняется испытуемым в течение 10 минут. Выразив этот 
ряд в графической форме, получим следующий полигон 
(см. черт. 45). (Частоты его: 1, 2, 6, 2, 1).

Для этого ряда:

М  =  А а =  —|— 1 Л ■= 0 Е  =■ 0.

Попробуем теперь изменить

нил 6 операций, на каждую из 
уже не 10 минут, а время, в 6 раз меньшее, т. е.

самый способ числового 
выражения скорости это­
го процесса, выразив ее 
например количеством 
времени (в минутах), по­
траченного испытуемым 
на выполнение одной опе­
рации.

Тот испытуемый, ко­
торый в 10 минут выпол- 
них потратил, очевидно,

■£ =  1,666 или приблиз. =  1,7 мин.

Выполнение 5 операций в тот же промежуток времени 
(10 минут) будет при этих условиях соответствовать вре­
мени в 5 раз меньшему, т. е.

ю „5— =  2 минуты.
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Выполнив это перечисление по отношению ко всем зна­
чениям скорости, встречающимся з заданном ряду, получим:

б операций в 10 минут соответствуют- g - =  1,7 мин. на 1 опер.

5 » . 10 .
10
5 =  2 . . 1 .

4 . 10 .
10
4 =  2,5 . . 1 .

3 ’ » . ю  .
10
3 =  3,3 . . 1 .

2 » . ю  .
10
2 — 5 . . 1 .

Так как мы изменили здесь лишь единицу измерения 
скорости, число же испытуемых, проявивших каждую дан­
ную скорость, осталось неизменным, то и частоты р  нашего 
ряда сохранят здесь свою первоначальную величину. Пе­
реписав новые значения этих вариант в обычном порядке 
(сверху большие, снизу малые), получим следующее их рас­
пределение:

Скорость в 5 мин. проявил 1 испытуемый
Q О  О

я я я я я

. . 2,5 . , 6

. . 2 „ „ 2

. . 1,7 . „ 1

Здесь с увеличением скорости числовые результаты ее 
измерения уменьшаются и наоборот, в то время как раньше 
наши варианты изменялись прямо пропорционально этим 
изменениям скорости.

Полигон этого видоизмененного ряда представлен на 
черт. 46, в котором обе крайние ветви ломаной линии опу­
щены на ось абсцисс в тех точках, которые в прежних 
единицах скорости соответствовали значению крайних 
вариант 1 и 7 (для которых частоты р  — 0).

Для новых единиц измерения скорости будем .иметь:

1 операция в 10 минут соответствует — - = 1 0  мин. на 1 опер.

7 . Ю . „ 1,4 „ . 1 .

Эти значения вариант: 1,4 и 10 и взяты на черт. 46 
за крайние границы полигона.

Вариационная статистика. 7
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Новый полигон обнаруживает явную ассиметрию, что 
легко объясняется сжатием его по абсциссе с левой сто­
роны.

Вычислим оба показателя А  и Е,  соответствующие этим 
данным. В виду неравномерности интервалов между отдель­
ными вариантами этого полигона обработку такого мате­
риала удобно выполнить по способу произведений (способ 
сумм применим лишь при разбивке ряда на равные друг 
другу классы).

Прежде всего вычислим среднее арифметическое М  этого 
ряда. Перемножив все новые значения наших вариант V  на 
их частоты р  и сложив все эти произведения, получим

сумму всех 12 ва­
риант (Е1/):

5 - 1 =  5 
3 ,3 -2 =  6,6 
2 ,5 -6=  15 

2 - 2 =  4 
1,7-1 — 1,7

Z V  =  32,3

Разделив эту сумму (32,3) на число измерений п (12) 
найдем среднее арифметическое

Ниже представлен весь х о д  дальнейших вычислений Ех-, 
)lxs и Ех4 в расчетной решетке по способу произведений 
(см. описание этого способа в начале главы VI).

V X х а Я3 X4 Р р х2 р х 3 р х4

5 +  £3 5,29 +  12,167 21,9841 1 5,29 +  12,167 27,9841

3,3 +  0,6 0,36 +  0,216 0,1296 2 0,72 +  0,432 0,2592
—

2,5 - 0 ,2 0,04 — 0,008 0,0016 ! 6 0,24
и------

— 0,048 0,0096

2 — 0,7 0,49 0,343 0,2401 2 0,98 -  0,686 0,4802

1,7 - 1 ,0 1,0 — 3,000 1,0000 | 1 1.00 — 1,000 1,0000

_ - — i 12 8,23 +  10,865 2957331
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Итак для нового ряда:

Ех2 =  8,23 Ех3 =  - f  10,865 и Ех4 =  29,7331.

Откуда среднее квадратическое отклонение:

—  ± / ¥  = ±(/^=±/079. 0,89.

Здесь о совпадает с с, так как никаких искусственных 
изменений вариант пропорционально k мы не производили. 
Все варианты и их отклонения сохранили при вычислениях 
свою первоначальную величину, что и соответствует случаю 
ft =  l, при котором а =  с.

Подставляя найденные значения всех сумм Е и с в фор­
мулы для А  и Е, получим:

Щс3
л;3

Ех4 
' пА

+  10,865 
12Ч0,8Э,3 

29,7331 
12-(0,89/

- f  1,29 

• 3 =  — 0,37.

Таким образом в результате изменения самого способа 
измерения скорости мы получили здесь заметную положи­
тельную ассиметрию ряда и некоторый его отрицательный 
эксцесс.

С подобными явлениями мы всегда можем встретиться 
при пользовании сложными единицами измерения, допу­
скающими различные способы их конструирования. Элемен­
тарные же единицы протяженности, площади, объема, веса, 
времени и т. д., как не допускающие произвола в их 
построении, будут давать, очевидно, всегда одну и ту же 
неизменную картину распределения с постоянной величиной 
показателей А  и Е  независимо от выбора единиц данной 
категории. Так, например, при переходе от изм рения роста 
в вершках к измерению того же р:ста в сантиметрах оба 
показателя 4  и £  сохранят сво‘ю первоначальную величину 
(изменится лишь М  и о).

Выше мы пользовались числовыми значениями А  и Е , 
как объективными показателями ассиметрии и эксцесса. 
Полезно запомнить, что равенство нулю показателя А  
является не только необходимым, но уже и достаточным 
условием строгой симметрии зада ного ряда, в то время 
как равенство нулю показателя Е, будучи также необходи-

7*
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мым условием принадлежности ряда к категории „нормаль­
ных", тем не менее в некоторых случаях может оказаться 
все же не вполне еще достаточным.

Пусть, например, имеем ряд, полигон которого в сопо­
ставлении с нормальной кривой представлен на черт. 47. 
(Частотами р  этого ряда служат числа: 1, 0, 27,16 27, 0, и 1) 

Несмотря на строгую симметричность этого ряда, при­
знать его „нормальным", очевидно, нельзя, так как здесь 
наблюдается во первых провал в середине полигона, а во^ 
вторых некоторое расхождение крайних его ветвей, осо­
бенно заметное по сравнению с центральной частью поли­

гона.

ное распределение этих 72 вариант по 7-ми классам их 
числовых значений.

Этот парадоксальный на первый взгляд вывод следует 
объяснить здесь взаимной компенсацией влияний со стороны 
двух противоположных особенностей заданного полигона. 
Провал его в середине, определяющий отрицательный 
эксцесс, в сочетании с большими отклонениями крайних 
вариант, характерными для положительного эксцесса, друг 
друга уравновесили и при вычислении показателя Е  обра­
тили его в 0.

Таким образом значение Е —  0, всегда и без исключения 
свойственное нормальному распределению, может быть 
в то же время констатировано иногда и в эксцессивных 
рядах. Поэтому, получив Е  =  0, мы не можем еще утвер­
ждать, что заданный ряд непременно является нормальным, 
но должны будем учесть также и геометрическую форму 
данного распределения. Только соединение этих двух симп­
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томов может дать достаточные основания для суждения 
о принадлежности фактически полученного распределения 
к категории нормальных, в то время как значение Л =  0 
прямо уже указывает на симметрию ряда б з необходи­
мости обращаться к рассмотрению соответствующего графика.

X. Медиана (Med) и мода (Мо).

В первой части этого руководства и во всех предше­
ствующих главах настоящ й (Н-й) его части излагались 
методы статистического анализа вариационных рядов, осно­
ванные на положениях так называемого способа „наимень­
ших квадратов". При этом способе обработки массовых 
материалов, приводящем в конечном итоге к определению 
для заданного ряда четырех основных его характеристик: М ,  
л, А  и Е,  мы оперировали исключительно с „центральными 
отклонениями" (х), сумма квадратов которых (1х-), как из­
вестно, является наименьшей по сравнению с суммами 
квадратов „вспомогательных отклонений", отсчитанных от 
произвольной величины С, не совпадающей со средним 
арифметическим М .  Это условие (предельной малости суммы 
Ex-) определяет здесь как самую величину М ,  от которой 
отсчитываются центральные отклонения, так и все осталь­
ные сводные характеристики ряда: о, Л и Е,  в формулы для 
ВВ!ЧИСления К0Т0РЫХ также входит эта минимальная сумма 
(^х') вместе с суммами высших степеней тех же самых „цен­
тральных" отклонений (Ех3 и Ех4).

Но на ряду с этой системой характеристики средней 
величины варьирующего признака ( М )  и средних пределов 
его колебаний (о) мыслимы также и другие способы коли­
чественной оценки различных свойств и особенностей задан­
ного вариационного ряда, в которых вместо М  и о приме­
няются аналогичные сводные характеристики распределе­
ния, но вычисляемые уже по совершенно иному принципу,

Рассмотрим, прежде всего, существующие способы такой 
замены по отношению к среднему арифметическому М.  
Как известно, при нормальном распределении ряда (см, 
черт. 48) его среднее арифметическое М  обладает следую­
щими двумя основными свойствами:
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1) В точке Ж кривая распределения имеет н а и б о л ь  
ш у ю высоту (ординату).

2) Эта наибольшая ордината делит всю площадь кривой
на две р а в н ы е  части

Вспомним, что вы­
сота кривой распреде­
ления указывает на 
частоту (повторяе­
мость) того или иного 
значения варьирующе­
го признака, а пло­
щадь отдельных уча­
стков этой кривой — 

ЧеРт- 48- на количество вариант,
заключенных в грани­

цах соответствующего интервала. Отсюда следует, что при 
строго нормальном распределении ряда среднее арифмети­
ческое Ж предста ляет собой в то же самое время и наибо­
лее часто встречающуюся (типичную) величину данного 
варьирующего признака, и что количество вариант мень­
ших Ж в точности равно количеству вариант больших Ж.

Но эти свойства присущи среднему арифметическому Ж 
только лишь при наличии нормального (или вообще симме­
тричного) распределения. При малейшей ассиметрии ряда 
наиболее часто встречающееся значение варьирующего при­
знака (так называемая „мода11) уже не совпадет с Ж, 
точно так же как и граница, разделяющая все варианты на 
части, разные друг другу по численности (так называемая 
„медиана11), окажется расположенной где-либо слева или 
справа от Ж.

На чертежах 49 и 50 представлены две ассиметричные 
кривые распределения с двумя ординатами в каждой. Одна 
из этих ординат (1) является здесь наибольшей (по высоте), 
а другая (2) делит площадь кривой на две равные части. 
У основания этих ординат на оси абсцисс проставлены сим­
волические обозначения: М о  (мода) у основания наибольшей 
ординаты и M e d  (медиана) у основания ординаты, разде­
ляющей площадь кривой пополам. Среднее арифметическое 
помечено на оси абсцисс черточкой с поставленной около 
нее буквой М .
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Из этих чертежей видно, что при положительной асси­
метрии (черт. 49) обе ординаты оказались сдвинутыми влево 
от Ж, а при отрицательной (черт. 50) — наоборот вправо, 
причем мода ( М о )  в обоих случаях отстоит от среднего 
арифметического ( М )  дальше, чем медиана ( M e d ) ,  и, стало

быть, медиана ( M e d )  заключается всегда в промежутке между 
модой (М о )  и средним арифметическим (Ж).

Математический анализ кривых распределения показы­
вает, что для случаев умеренной (не слишком сильной) 
ассиметрии расстояние между точками М о  и M e d  оказы­
вается приблизительно вдвое больше расстояния между 
точками M e d  и Ж, на основании чего между модой, медиа­
ной и средним арифме­
тическим можно устако- 
вить следующие прибли­
женные соотношения: *’*

1) М о  — 3 M e d  —  2 М

2) M e d  — М о \ ш  __
 ̂ <0

3 )  м  —  Ъ  М е а - М °  .
Черт. 51.

Для иллюстрации понятия о медиане рассмотрим сле­
дующий числовой пример. Пусть имеем вариационный ряд, 
гистограмма которого представлена на черт. 51. (Частотами 
его служат числа: 2, 4, 9, 15, 9, 6, 5, 4, 3, 2, 1). Чтобы опре­
делить для этого ряда медиану (M e d ) ,  найдем на оси абсцисс 
такую точку (отмеченную на чертеже крестиком), через 
которую проходит ордината, разделяющая всю площадь 
гистограммы на две равные части. В нашем примере эта
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точка, очевидно, придется на 35-ом делении горизонтального 
масштаба, так как с обеих сторон от этой границы распо­
ложено по одинаковому количеству вариант. В самом деле; 
слева от точки, помеченной крестиком, находятся 4 класса, 
общая сумма частот которых:

2-|-4-4-9 +  15 =  30

а справа — остальные 7 классов, частоты которых в сумме
дают:

9 +  6 +  5 +  4 +  3 +  2 +  1 = 3 0

Таким образом 35-ое деление 
горизонтального масштаба и раз­
деляет в нашем примере площадь 
всей гистограммы на две равные 
части (по 30 вариант с каждой сто­
роны от M e d  из общего их числа 
п  =  60).

В приведенном здесь примере 
медиана ( M e d )  пришлась как раз 
на границе между двумя классами, 
что в значительной степени облег­
чило нам подсчет частот р  для уча­
стков гистограммы, расположенных 
слева и справа от этой медианы. 

Укажем теперь общий прием решения этой задачи при по­
мощи графика „накопленных частот" или, как его часто 
называют, „интегральной кривой".

Способ построения этой кривой мы разъясним на при­
мере гистограммы уже разо ранного выше ряда (см. черт 
52). Поставим себе целью по отношению к каждой отдель­
ной границе между двумя соседними классами выяснить то 
количество вариант, которое лежит с л е в а  от этой границы 
(т. е. количество вариант, м е н ь ш и х  числового значения 
данной границы, так как по оси абсцисс слева отмечаются 
малые значения вариант, а справа — большие).

Наш ряд слева ограничен значением признака V =  15, 
и вариант меньших этой крайней границы очевидно здесь 
вовсе не встречается (количество их =  0).

15

1 0 5

Слева от следующей по порядку границы (20) распо­
ложен один класс (от 15 до 20), частота которого р  —  2. 
Следовательно слева от границы 20 расположены две вари­
анты. Эго количество вариант указано на черт. 52 соответ­
ствующей цифрой 2, поставленной внизу гистограммы (у 
стрелки).

Слева от границы 25 лежат уже два класса, частоты 
которых составляют в сумме

I' 2 +  4 = 6,

что и указано внизу гистограммы соответствующей цифрой.
Слева от границы 30 к 6 прежним вариантам присоеди­

няются еще 9 вариант следующего класса (частота которого 
р  =  9), что дает в сумме

6 +  9 =  15.

Для границы 35 будем иметь очевидно 

15 +  15 =  30 и т. д.

Результаты этих подсчетов записаны на чертеже 52 
соответствующими цифрами внизу гистограммы. Ясно, что 
эти „накопленные частоты'* получаются здесь посредством 
последовательного прибавления обычных классовых частот р  
к сумме этих же частот, вычисленных для ближайшей слева 
границы. В конечном результате получим следующий ряд 
накопленных частот для всех 12 границ наших 11-ти классов:

Границы классов: 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 
Накоплен, частоты: 0 2 6 15 30 39 45 50 54 57 59 60

Здесь, например, число 6 (третье слева во второй 
строчке), подписанное под числом 25 (в первой строчке), 
указывает на то, что слева от границы 25 в нашем ряду 
заключается 6 вариант; последнее же справа число 60, под­
писанное под числом 70, указывает на то, что слева от 
крайней границы 70 располагаются все 60 вариант, состав­
ляющих данный ряд.

Этот же ряд „накопленных частот" (обозначим их сим­
волом 1р )  мы могли бы получить и привычным для нас 
способом сумм в соответствующей расчетной решетке. Про­
изведя обычные суммирования частот р  в клетках столбца

____________МЕДИАНА ( M e d )  и  МОДА (М о )
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И/7 в направлении снизу вверх (указанном стрелкой), мы 
и получим, очевидно, те же самые накопленные частоты - р

Каждая из накопленных ча­
стот при этом способе вычисле­
ния будет относиться к верхней 
(большей) границе соответствую 
щего класса (выписанной в столб 
це V  слева). Так, например, нако 
пленная частота 57 (третья сверху 
в столбце Ер) относится к верх­
ней границе этого класса 60 (а не 
к нижней —55). Для нижней гра 
ницы самого малого класса (в на 

, шем примере для 15) накоплен 
JJпая частота очевидно всегда бу­

дет =  0 (в расчетной решетке она 
не помечена вовсе), а для верх­
ней границы самого большого 
класса (у нас для 70) она бу­

дет =  общему числу всех вариант п  (в нашем примере 60).
Вычислив эти накопленные частоты и приняв их за 

ординаты, мы можем гостроить особый „график накоплен 
ных частот" или „интегральную кривую" (см. черт. 53). 
Здесь вертикальный масштаб (для накопленных частот) взят 
нескоаько мельче прежнего 
масштаба обычных классо- 60
вых частот р ,  а горизон- *,
тальный масштаб (для клас­
совых границ) оставлен без 
изменений. У вершин всех 
ординат цифрами помечены 
вычисленные ранее накоп- *°
ленные частоты. В этом й
графике следовательно вы­
сота ординат определяет ко- 0
личество вариант, распо­
ложенных на гистограмме 
с л е в а  от каждой границы. Крайняя же справа наи­
большая накопленная частота 60 (у границы 70) равна по 
вертикальному масштабу общему числу всех измерений п.

59 to

Черт. 53.

V Р Ър

7 0 - 6 5 1 60

6 5 - 6 0 2 59

60 — 55 3 57

55 -  50 4 54

£0 45 5 50

45 — 40 6 45

40 — 35 9 30

35 30 15 30

30 -  25 9 25

2 5 - 2 0 4 6

20 -  15 2 2
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Интегральную кривую удобно вычерчивать на миллиметро­
вой бумаге.

Так как медиана {M e d )  
границу, слева и справа
от которой заключается 
ровно половина всех ва­
риант заданного ряда, то 
наша задача теперь сво­
дится к определению на 
оси абсцисс точки M e d  для 
которой ордината графи­
ка накопленных частот 
=  половине максималь­
ной его высоты 6Cf, т. е. 
= 3 0  делениям верти­
кального масштаба.

представляет собой такую

Я

Л
Черт. 54.

Разделив наибольшую ординату А В  пополам в точке 
С, мы и получим высоту ее половины А С  (см. черт. 54). 
Чтобы найти на оси абсцисс точку Е , для которой орди­
ната E D  также равнялась бы половине полной высоты А В

(т. е. =  А С ) , следует из точки С  
провести прямую, параллель­
ную оси абсцисс до пересе- 

. чения с интегральной кривой в 
точке D ,  а из этой точки пересе­
чения (D )  опустить перпендику­
ляр на ось абсцисс. Основание 
этого перпендикуляра Е  по мас­
штабу горизонтальной оси и опре­
делит значение медиан j  M e d ,  ко­
торая в данном случае, так же 
как и раньше, оказалась =  35 
(пришлась на 35-м делении гори­
зонтального масштаба).

Этот графический прием 
определения медианы особен­
но удобен в тех случаях, когда 

значение медианы не совпадает ни с одной из классовых гра­
ниц. Зададимся, например, целью вычислить медиану для не­
однократно уже приводимого ряда, состоящего из 100 ва-

V Р *Р  I
25 23 1 100

2 3 -2 1 2 | 99

21 -  19 3 97
19— 17 5 94
17 — 15 10 89
15 -  13 14 79
1 3 -1 1 21 65

1 1 - 9 21 44
9 -  7 15 23

- 7 - 5 6 8

5 -  3 2 2
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риант и разбитого ка 11 классов с классовым промежут­
ком k  =  2 (см. стр. 7).

Вычислим накопленные частоты (2») и построим по 
ним интегральную кривую, представленную на чертеже 55.

Разделив наиболь­
шую ординату 
(высоту) этой кри- 
е о й  А В  пополам 
в точке С, прове­
дем через С  гори­
зонтальную пря­
мую C D  (влево) 
и из точки D  ее 
пересечения с ин­
тегральной кри­

вой опустим перпендикуляр D E .  В данном случае осно­
вание этого перпендикуляра Е  пришлось между 11 и 12 
делением горизонтального масштаба, несколько ближе к де­
лению 12-му, приблизительно на расстоянии 0,6 от левой гра­
ницы 11. Следовательно для заданного ряда его медиана:

M e d  —  11,6 (приблизительно).

Точность опреде­
ления медианы гра­
фическим способом 
всецело зависит от 
тщательности по­
строения и от раз­
мера чертежа: чем 
крупнее масштаб, тем 
больше и точность.
Читателю рекомен­
дуется самому про­
делать эти (и все
последующие) построения на большом листе миллиметро­
вой бумаги.

Кроме указанного выше графического способа медиана 
может быть вычислена также и аналитическим путем (по 
формуле). Обозначим границы того класса, внутри которого 
оказалась при построении медиана [Лей, через V : (левая

1г=50

15 Я  13 я  9-0 S5

Черт. 56.

м е д и а н а  ( M e d )  и  м о д а  М о 1 0 9

граница) и V2 (правая граница), а накопленные частоты 
в этих границах — через h x (для Кх)'и  К  (для V 2).

В нашем примере искомая медиана попала в гра­
ницы класса от 11 до 13 (см. черт. 56). Следовательно у нас 
левая граница Vj =  11, а правая V 2 —  13. Накопленная частота 
(ордината) h l для границы V x в нашем примере =  44, а для гра­
ницы V 2 ее /г2 =  65. Кроме того, через h мы обозначим ту 
высоту (ординату), которая при построении отсекается от 
интегральной кривой (она равна половине ее максимальной 
высоты). В нашем примере при числе измерений п  — 100
отсекается высота h —  =  50. Вспомним, далее, что клас­
совый промежуток k  у нас =  2. Итак для заданного примера: 

Vi =  11 h x —  44 h =  50 
V2= 1 3  h2 =  65 k =  2

Окончательная формула для вычисления медианы (M e d )  
имеет следующий вид:

Л М = к 1 +  * ( | = А )
Подставляя сюда наши числовые данные, получим:

М е Ч - П + 2  ( § ^ ) =  11,57

Итак, медиана заданного ряда:
M e d  —  11,57.

Покажем теперь, как вычисляется мода (М о), т. е то 
значение варьирующего признака, которое в заданном ряду 
встречается чаще всего и для которого следовательно кри­
вая распределения имеет наибольшую высоту.

Самый грубый способ приближенного вычисления мо­
ды заключается в определении середины того интервала, 
внутри которого значения варьирующего признака встре­
чаются наиболее часто.

В нашем последнем примере (см. гистограмму на черт. 57) 
этому условию удовлетворяют два смежные класса: от 9 до 
11 и от 11 до 13, частоты которых (21 и 21) являются наи­
большими по сравнению со всеми остальными частотами 
этого ряда. Следовательно в данном случае границами 
интервала, заключающего в себе наиболее часто встречаю­
щиеся варианты, служат значения признака 9 и 13. Полу-
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сумма этих значений (середина интервала) и может быть 
принята здесь за моду. Итак

M o ­
ss +  13 _  22 

2 2
11.

Если бы у нас был всего один класс с наибольшей ча­
стотой р ,то за «оду [ М о )  следовало бы принять, очевидно, 
середину зтого единственного класса, вычисленную, как

^'второй 'несколько более точный, но все же еще прибли­
женный способ вычисления „ о д ы  заключается в применении 
формулы, указанной в начале этой главы (см. стран. ЮЗ).

М о  =  3 M e d — 2 М .

*1  S1

- Р

В нашем послед­
нем примере ме 
диана

M e d = *  11,57,

а среднее арифмети­
ческое

тПЬЦ
So 1\

М  —  12.

г}0 1 ' А ‘ ' I  ' ’ ' i\ Подставляя эти
Черт. 57. данные в формулу

для вычисления мо­
ды, получим:

М о  =  3-11,57 — 2-12=10,71.
" « „

Третий наиболее точный, но в то же время и самым 
сложный способ вычисления моды заключается в использо­
вании с этой целью показателей ассиметрии (Л) и эксцесса 
(Е), а также М  и о,' между которыми с одной стороны 
и точным значением моды с другой существует следующая 
зависимость:

М о  —  М
Лз (Е  -+• 6)

'2 (5 £  —бАа +  б). 

В нашем примере (см. стр. 62)

М  = 1 2 А  =  +  0,57
£  =  +  0,22.
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Подставляя эти данные в указанную выше формулу, по­
лучим:

М о  — 12_____0j7-4 (0,22 +_6)___ jq ^

При этом способе вычисления моды мы определяем то 
значение варьирую­
щего признака, для 
которого ордината 
кривой распределе­
ния имеет наиболь- ч- 
шую высоту (см. 
черт. 58).

Итак, применяя 
последовательно все 
три способа вычи­
сления моды (с воз­
растающей точно­
стью), мы получили:

Черт. 58.

1) М о  —  11
2) М о =  10,71
3) М о  =  10,62.

XI. Квартиль (Q).

В предыдущей главе мы познакомились с двумя видами 
сводных характеристик распределения: M e d  и М о , прини­
маемых иногда зт типичные значения варьирующего при­
знака. Эти два возможные способа общей числовой характе­
ристики вариационно о ряда могут в некоторых случаях за­
менять лишь его среднее арифметическое М ,  но совершенно 
не определяют еще средних размахов варьирования данного 
признака, как впрочем не отражает эгу сторону явления 
и само среднее арифметическое М .  Та или иная степень 
разбросанности (рассеяния) отдельных вариант должна иметь 
свою особую меру, независимую or медианы и моды, подебно 
тому, как характеризующее это рассеяние среднее квадрати­
ческое отклонение а являет.я независимым от среднего 
арифметического М .  Такой мерой рассеяния, аналогичной 
<3, но связанной уже не с /И, а с медианой M e d . служит так
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называемый „квартиль" Q. Принцип определения квартиля 
заключается в следующем.

Пусть имеем вариационный ряд, для которого в начале 
предыдущей главы (см. стр. 103) мы определили медиану 
M e d . Гистограмма этого ряда представлена здесь на черт. 59. 
На оси абсцисс этого чертежа крестиком помечено положе­
ние медианы, которая совпадает здесь с 35-м делением гори­
зонтального масштаба. Итак в данном случае:

M e d  =  35.

Зададимся теперь целью каждую из двух частей гисги 
граммы, расположенных слева и справа от медианы, в свою 
очередь разбить на 2 части по тому же самому принципу, 
по которому ранее .была разделена пополам вся площадь

гистограммы при опреде­
лении самой медианы. Для 
этого найдем такую гра­
ницу (+ (назовем ее 
„срединным значением"), 
по обе стороны от ко­
торой в левой части ги 
стограммы будет распо­
ложено одинаковое число
вариант.

Так как в левой части (также как и в правой) заклю­
чается по 30 вариант (из общего их числа 60), то в каждой 
из двух половин площади этой левой части нашей гишо 
граммы должно оказаться по 15 вариант. Этому условию, 
очевидно, удовлетворяет здесь граница <+, совпадающая 
с 30-м делением горизонтального масштаба (граница эта на 
черт. 59 помечена жирной точкой). В самом деле, слева от 
30-го деления расположены 3 класса, сумма частот которых

2 +  4 +  9 =  15,

а справа (до медианы) — только 1 класс, частота которой 
р  также =  15.

Аналогичным способом найдем и „срединное значение 
Q2 д л я  правой части гистограммы, совпадающее в нашем 
случае с 45 м делением горизонтального масштаба. Здесь
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два класса расположенные слева от границы Q2 (до ме­
дианы), дают сумму частот:

9 +  6 =  15

и справа от Q2 сумму частот 5-ти расположенных там классов: 

5 +  4 +  3 +  2 +  1 =  15.

Итак тремя точками: (+, M e d  и Qs мы разбили всю 
площадь гистограммы на 4 равные части, в каждую из ко­
торых вошло следовательно по 15 вариант из общего их 
числа п  =  60.

Расстояния от Qj до M e d  и от M e d  до Q., по величине 
своей могут служить мерой варьирования заданного ряда- 
В самом деле, при сильной разбросанности отдельных ва­
риант в обе стороны от медианы границы <+ и Q., в свою 
очередь далеко отойдут от средней точки M e d , п р и  малом 
же рассеянии ряда обе они также приблизятся друг к другу 
и. к медиане.

В нашем примере граница ( + = 3 0  удалена от M e d =  35 
на расстояние:

35 - 3 0  =  5,

а граница Q2 =  45 от той же медианы M e d  =  35 на рас­
стояние:

4 5 -  3 5 =  10.

Эти два неодинаковые расстояния от <+ и Q., до M e d  
(в нашем примере 5 и 10) и могут характеризовать сред­
нюю величину рассеяния заданного ряда. Так как неравен­
ство этих расстояний, зависящее, очевидно, от ассиметрии 
ряда, в данном случае нас само по себе не интересует, то 
в качестве искомой меры рассеяния в обе стороны от M e d  
мы можем взять среднее арифметическое этих расстояний 
(5 и 10), т. е. попросту их полусумму:

5 + 1 0  15 „ г
— 2— =  -2 = 7 ,5 .

Это среднее расстояние обеих границ (+ и Q2 до ме­
дианы M e d  (т. е. 7,5) и может быть принято за окончатель­
ную характеристику средней величины варьирования ряда,

Вариационная статистика. g



114 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКА

называемую „квартилем” и обозначаемую обычно буквою Q. 
Итак, в нашем примере квартиль:

<2 =  7,5.

Заметим, что то же самое значение квартиля Q  мы могли 
бы получить и проще, вычислив его, как полуразность обоих 
„срединных” значений левой и правой половины ряда Q, 
и Q2, т .  е. по формуле:

Q =

В нашем примере Qj =  30, a Q., =  45. Подставляя эти 
данные в указанную выше формулу, получим:

q  =  1 5  —  3 0  =  7 , 5

А  т. е. совершенно тот же 
окончательный результат.

В дальнейшем мы бу­
дем вычислять квартиль Q 

X  всегда по этой последней 
формуле.

Определение квартиля Q 
удобно выполнять также 
графическим способом при 
помощи интегральной кривой

(см. черт. 60, являющийся повторением черт. 53). Разделив наи­
большую высоту этой кривой на 4 равные части, следует из 
точек А х и А 2 провести две горизонтальные прямые А х В х 
и А 2 В.2 д о  пересечения с интегральной кривой в точках 
В х и В 2, а из этих точек опустить на ось абсцисс перпенди­
куляры B XQ 2 и  В 2Q x. Основания этих перпендикуляров Qt 
и Q2, очевидно, и будут служить „срединными" значениями 
левой и правой половины ряда. В данном случае, также 
как и раньше, Qx =  30, a Q2 =  45, откуда искомый квартиль:

45 — 30 _
2 =  7 ’

В том общем случае, когда „срединные” значения при­
дутся где-либо внутри классовых промежутков (а не точно 
на их границах, как это имело место в последнем примере),
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оба значения Qj и Q2 удобно вычислить по формуле, ана­
логичной той, которая была указана в прошлой главе для 
определения медианы M e d  (см. стран. 109):

В этой формуле следует заменить лишь медиану { M e d )  
величинами Q x или Q2 и взять по чертежу соответствующие 
значения V x, hx, h2 и h.

Пусть имеем интегральную кривую, вычерченную по дан­
ным второго примера, разобранного в конце предыдущей 
главы (см. стран 108).*)

Разделив наибольшую высоту этой кривой на 4 равные 
части и проведя две горизонтальные прямые до пересечения 
с интегральной кривой (см. черт. 61), опустим из этих то­
чек два перпендикуляра и найдем их приблизительное поло­
жение на оси абсцисс.

В данном случае точка Q x легла в промежутке между 
границами класса от 9 до 11, а точка Q, оказалась в гра* 
ницах класса от 13 до 15.

Начнем вычисление с первой точки Q x. Для нее левая 
граница \4Т =  9. Высота интегральной кривой в этой точке 
hx —  23, а в соседней справа границе (11) высота h„ —  44

) Полезно выполнить это построение на большом листе миллиметровой 
бумаги.

8*
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Отсекаемая на интегральной кривой высота к  — 25 (% наи­
большей высоты этой кривой 100).

Итак для точки (+ мы имеем:

% =  9 +  =  23
к  — 25 к 2 —  44.

Подставляя эти данные в указанную выше формулу 
и помня, что классовый промежуток k =  2, получим:

«.=ч+41,4И+2/25 — 23 
\44 — 23

Для точки Q2, попавшей в границы класса от 13 до 15, 
с высотами кривой в этих точках 65 и 79 и при отсечении 
от кривой %  ее полной высоты 100, т. е. при к  —  75 будем 
очевидно иметь:

% =  13 h x =  65
к  =  75 К  =  79-

Поэтому срединное значение правой половины ряда:

Q2=  vt+k h — h,
\А* — К  

Итак в нашем примере:

=  13 +  2 7 5 - 6 5
7 9 - 6 5 =  14,43.

Q[ =  9,19 
<+ =  14,43,

откуда искомый квартиль:
g - Q ,  14,43-9 ,19  

Ц/ —  2 —  2

Вспомним, что для этого ряда мы определили уже сред­
нее арифметическое М  и среднее квадратическое отклоне­
ние о. Сопоставим эти данные с вычисленными здесь значе­
ниями медианы M e d  и квартиля Q:

М  —  12 M e d —  11,57
о =  4 Q  =  2,62.

Итак медиана { M e d )  оказалась здесь несколько меньше 
среднего арифметического М ,  что легко находит себе объ­
яснение в положительной ассиметрии заданного' ряда (при 
отрицательной ассиметрии она получилась бы, наоборот,
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больше М ),  и квартиль Q  не совпал со средним квадрати­
ческим отклонением о. Это различие между а и Q  будет 
обнаруживаться при всяком (в том числе и при нормальном 
распределении, так как квартиль, как общее правило, ока­
зывается всегда меньше сигмы.

При строго нормальном распределении между а и Q  су­
ществует следующее постоянное соотношение:

2
Q =  — о или точнее Q =  0,6745 а 

з =  у  Q или точнее о =  1,4826 Q.

Следовательно, при разбивке площади кривой нормаль­
ного распределения на 
значения правой и ле­
вой ее половины (+ и 
Q.2 окажутся раздвину­
тыми от медианы M e d  
(совпадающей здесь со 
средним арифметиче­
ским М )  на одинако­
вые расстояния, при­
близительно равные % 
среднего квадратиче­
ского отклонения а 
(см. черт. 62). Поэтому 
до А/ +  2/3 а при нормальном распределении будет заклю­
чаться половина всех вариант данного ряда (т. е. 50%).

Полезно запомнить, что медиана и квартиль, подобно М  
и о, представляют собой именованные числа, выраженные 
в тех же самых единицах (см., килгр. и т. д.), в которых 
были измерены и отдельные варианты V. Однако при 
сравнении средних размахов колебаний у различных призна­
ков (напр. у веса и у роста) удобнее бывает располагать 
мерами их варьирования в виде отвлеченных, а не имено­
ванных чисел, выразив для этого квартили Q  в процентах 
от соответствующей медианы M e d  (подобно тому, как это 
делается при вычислении вариационного коэффициента v ,  
представляющего собою процентное отношение о к М) .

4 равные части оба „срединные"

а, м а,. 
Черт. 62.

внутри интервала от М  — % о
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Такой процентный квартиль Q0 в применении к нашему 
последнему примеру (при Q =  2,62 и M e d  —  11,57) окажется 
равным:

п  100 0
~~ M e d

100-2,62
11,57 =  22,64°/0

аналогичный же ему вариационный коэффициент v  в дан­
ном случае (при о =  4 и 714=12):

100-4 33,33%.

XII. Оценочные зоны.

В некоторых отраслях приложения статистики на ряду 
с применением ее методов к изучению массовых явлений 
и фактов возникает надобность также и в объективной 
оценке единичных вариант. Эта потребность в примене­
нии общих количественных критериев для интерпретации 
свойств, присущих индивидууму, особенно рельефно высту­
пает при обслуживании статистическим методом тех дис­
циплин, в которых доминирующий интерес исследователя 
в конечном итоге направляется главным образом на изуче­
ние свойств и особенностей отдельной человеческой лично­
сти и в которых изучение окружающей социальной среды 
и биологических моментов, свойственных остальной массе 
этих объектов исследования в целом, служит лишь мате­
риалом для выяснения индивидуальных особенностей отдель­
ного человека. Подобную задачу мы имеем, например, в педо­
логии и в психотехнике. Здесь статистическое изучение 
человеческой массы главным образом и имеет своей конеч­
ной целью установку объективных критериев, с помощью 
которых представляется возможность оценить индивидуаль­
ные свойства и особенности отдельного человека или, в част­
ности, отдельного ребенка.

Принцип и техника такой оценки индивидуальных вари­
ант по стандартным данным, выведенным на массовом мате­
риале, в общих чертах сводится к следующему.

Пусть, например, в результате безукоризненно точного 
измерения мы определили полную длину тела (рост) отдель­
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ного ребенка, скажем мальчика в возрасте 11% лет, и нашли 
что рост его оказался равным 132 см. Спрашивается, должны 
ли мы на основании этих данных считать измеренного 
ребенка обладающим „средним" ростом или же его следует 
отнести к группе „высоких" или „низких" детей? Не имея 
соответствующих сведений о росте других детей того же 
самого пола и возраста, мы, очевидно, сделать такую 
оценку единичного измерения вовсе не сможем. Для точной 
и объективной квалификации роста отдельного ребенка 
необходима во-первых знать величину типичного роста 
соответствующей возрастно-половой группы детей, а во- 
вторы х  —  учесть при этом также и среднюю величину варьи­
рования данного количественного признака у всей сово­
купности остальных объектов исследования в целом. Сопо­
ставив индивидуальный рост этого ребенка (132 см ) с типич­
ным ростом его сверстников, мы найдем абсолютную вели­
чину имеющегося здесь -отклонения, а сравнив это откло­
нение со средней величиной отклонений роста других детей — 
определим относительную (оценочную) величину данного 
индивидуального различия.

Пусть типичный рост, свойственный мальчикам от 11 до 
12 лет, составляет 134 см, а средний размах колебаний 
отдельных измерений роста у этих детей (в обе стороны от 
типичного роста 134 см ) равен + 5  см  ').

Сравнивая рост данного ребенка (132 см) с этим типич­
ным ростом (134 см), мы замечаем, что здесь обнаружи­
вается некоторая отсталость в росте, количественно опре­
деляемая разностью:

132 — 134 — — 2 см.

Естественно возникает вопрос: велика ли эта отсталость 
(на 2 см)? Так как рост других детей той же самой воз­
растно-половой группы варьировал в средних пределах 
4; 5 см, то такая разница (только в 2 см), очевидно, не 
представляется еще существенной, и мы смело можем счи­
тать данного ребенка обладающим все же „средним" (а не 
„низким") ростом.

) Приблизительно.
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Аналогичные рассуждения могут иметь место и при 
оценке результатов какого-либо психотехнического испы­
тания.

Пусть, например, группе испытуемых было предложено 
10 задач одинаковой трудности, из которых один испытуе­
мый решил, скажем, 7 таких задач. Как следует оценить 
индивидуальный результат этого теста?

В такой постановке этот вопрос является неопределен­
ным. Нам необходимо знать с р е д н е е  количество решений 
у всей массы испытуемых и с р е д н и е  пределы колебаний 
этих индивидуальных результатов испытания. Пусть типич­
ное (среднее) число решений =  4 задачам с колебанием 
в обе стороны от него в среднем на величину + 1 ,5  задачи.

При этих условиях указанный выше единичный резуль­
тат испытания (7 задач) получает совершенно точную 
и объективную оценку. В данном случае имеется проявлен­
ный успех, количественно определяемый разностью:

7 — 4 =  +  3 задачи,

а так как средние пределы колебаний числа решений у дру­
гих испытуемых =  ±  1,5 задачи, то это абсолютное превы­
шение среднего результата на 3 задачи оказывается здесь 
вдвое больше среднего превышения (1,5), т. е. во всяком 
случае довольно значительным.

Таким образом для производства объективной количе­
ственной оценки какой-либо индивидуальной варианты 
(роста, веса и т. д.) нам необходимо предварительно опре­
делить типичную величину данного признака и средний 
размах его колебаний на достаточно большом и однород­
ном материале, состоящем из аналогичных вариант. При 
этом за типичную величину данного признака мы можем 
принять или среднее арифметическое М ,  или медиану M e d ,  
или, наконец, моду М о ,  а средний размах колебаний этого 
признака численно • охарактеризовать или средним квадра­
тическим отклонением а или квартилем Q. В качестве стан­
дартных величин с этой целью чаще всего применяются М  
и а, часто M e d  и Q (или другая сводная характеристика, 
аналогичная квартилю Q), а иногда также и константы 
М о  и о.
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При оценке индивидуальных вариант с помощью стан­
дартов Ж и о за „средние" значения данного количествен­
ного признака (за средний рост, средний вес, средний 
результат какого-нибудь психотехнического испытания и т. д.) 
чаше всего принимается интервал его значений, отличаю­
щихся от М  (в обе стороны) не более, чем на одну а. Так, 
если в каком-нибудь частном случае:

М  = 1 0 , а о = ± 3 ,

то „средними11 значениями варьирующего признака можно 
признать все колебания его в пределах:

от М  — о = 1 0  — 3 =  7 
до уИ +  о =  10-| 3 = 1 3 .

В этом интервале (от 7 до 13) числовые значения дан­
ного признака могут очевидно отличаться от среднего М  
не более, чем на одну о, т. е. будут иметь исключительно 
малые по своей абсолютной величине отклонения. Эго поня­
тие о больших и малых отклонениях устанавливается здесь 
по отношению к сигме, характеризующей некоторую с р е д ­
нюю величину такого отклонения. Отклонения, меньшие 
сигмы, естественно поэтому принять за малые, а превышаю­
щие сигму — за большие.

Установленная этим путем область „средних" значений 
варьирующего признака и принимается условно за „норму".

Такое вполне произвольное, но весьма удобное и рас­
пространенное понятие о „норме", может быть сформули­
ровано и иначе.

Вспомним, что при нормальном распределении *) в цен­
тральном интервале, границы которого симметрично уда­
лены от М  на расстояние =  одной а, заключается прибли­
зительно 68,26% всех вариант, а за пределами этого интер­
вала, стало быть, 31,74% (по 15,87% с каждой стороны). 
Поэтому за „норму" в указанном смысле слова принимаются 
здесь те условия, которым при нормальном распределении 
удовлетворяют приблизительно 68% всех объектов исследо­
вания (всех вариант).

*) См. гл. IV, стр. 43, черт. 33.
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Словесные наименования области „нормы*1 и примыкаю­
щих к ней смежных участков меньших и больших значений 
данного признака („низкий", „средний** и „высокий" рост; 
„плохие**, „средние** и „хорошие** результаты испытания 
и т. д.) для краткости можно иногда заменить какими-либо 
условными цифровыми или буквенными обозначениями, 
например тремя баллами: 1, 2 и 3 (1 — низкий, 2 — средний 
3 — высокий рост или, по желанию, наоборот).

На черт. 63 представлена кривая распределения с вы­
деленной в ее центре областью „нормы**. Цифрами в круж­
ках здесь помечены условные баллы, а внутри этой кривой 
указано процентное распределение вариант по трем ее 
участкам. Эти участки в дальнейшем мы будем называть

„оценочными зонами“.
Способ подразделе­

ния всех возможных 
значений варьирующе­
го признака всего лишь 
на 3 оценочные зоны 
конечно не является 
единственно возмож­
ным. Если по условиям 
вопроса столь широкое 
понимание „нормы“(за­

ключающее в себе 68% всех вариант) нас не удовлетворяет, мы 
можем как угодно съузить обе ее границы, приняв, например, за 
„норму“ те условия, которым при нормальном распределе­
нии удовлетворяют всего только 50% всех объектов иссле­
дования. В этом случае границы центральной оценочной 
зоны (т. е. границы „нормы**) по закону нормального рас­
пределения должны быть отставлены в обе стороны от М  
на 2/з сигмы (или точнее на 0,6745 сигмы) *). При этом мы 
можем разбить весь диапазон числовых значений варьирую­
щего признака не только грубо на 3 участка, но ввести 
сюда и более мелкие подразделения, установив, например, 
для оценки роста пять последовательных и равномерных 
градаций: „очень низкий", „низкий", „средний", „высокий"

*) См. таблицу процентного распределения вариант в конце книги
на стр. 421.
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и „очень высокий" рост или в соответствующих условных 
баллах: 1, 2, 3, 4 и 5 (что удобно например при оценке 
результатов психо-технических испытаний). Здесь возникает 
лишь вопрос о том, где 
следует установить гра­
ницы, отделяющие просто 
малые (или большие) зна­
чения варьирующего при­
знака от его значений 
очень малых (или очень 
больших). Из практиче­
ских соображений (по 
аналогии с классовым про­
межутком) удобно выби­
рать эти границы с тем расчетом, чтобы все зоны, кроме край­
них, имели одинаковую ширину. Крайние же зоны (1 и 5) оче­
видно не должны быть ограничены, так как оцениваемый 
признак, вообще говоря, может изменяться в обе стороны 
от М  беспредельно.

В нашем случае (при 5-ти оценочных зонах) границы 
„•нормы" отстоят от М  на %  о (см. черт. 64), а полная ширина 
центральной оценочной зоны равна следовательно:

2 - . 2 4
- g . - f -  у  =  -д -  й И Г М Ы .

Желая сохранить ту же самую ширину (т. е. 4/3 о) и для 
соседних зон, мы должны отодвинуть их границы на рас­

стояние 4/з 0 от преды­
дущих, в свою очередь 
удаленных от М  на % а, 
т. е. в общем на расстоя­
ние от М ,  равное:

У “г  з~ =  у  — 2 сигмы.

Этот способ разбивки 
всего диапазона числовых 
значений варьирующего 

признака на 5 оценочных зон может быть иллюстрирован 
черт. 65, на котором по прежнему цифрами в кружках
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обозначены баллы, а в соответствующих участках кривой 
выписан процент Еариант, попадающих в эти участки при 
нормальном распределении.

Если в частности М  —  10, а о =  +  3,. то 4 границы пяти
таких оценочных зон 
могут быть вычисле­
ны по формулам:

Л 4 + 2 а=  10 +  6=16 
Л 4+2/3а = 1 0 + 2 = 1 2  
М  — 2/3а = 1 0 —2 = 8  
/И — 2 з= 1 0 —6=4.

Черт. 66.
В данном случае, 

следовательно, оцен­
ку баллом:

5 получат варианты, большие 16
4 и в пределах от 16 до 12
о
О я я » „ 12 „ 8
2 Г) я » » 8 .. 4
1 » Я Я меньшие 4.

Если принять за „норму" те условия, которым удовле­
творяет всего лишь 38,3QP/0 общего количества всех объек­
тов исследования, то, в предположении нормального рас­
пределения этих вариант, границы центральной оценочной 
зоны окажутся на расстоянии +  сигмы от М  (или на рас­
стоянии одной о друг от друга). При этих условиях пред­
ставляется возможным еще более дифференцировать конеч­
ную оценку отдельных вариант, установив для этого уже 
7 соответствующих зон (см. черт. 66).

Здесь (при М =  10 и з = + 3 )  6 границ этих семи оце­
ночных зон будут иметь следующие значения:

М  +  2,5 з = 1 0  +  7,5 =  17,5 
Ж +  1 ,5 з= 1 0  +  4,5 =  14,5 
М  +  0,5 а =  10 +  1,5 =  11,5 
М  —  0,5 о =  10 — 1,5 =  8,5 
М  — 1,5а =  10 — 4 ,5 =  5,5 
М  —  2,5 а =  10 — 7,5 =  . 2,5.
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Поэтому оценку баллом:

7 получают варианты, большие 17,5
6 я от 17,5 до 14,5
5 я я „ 14,5 » П,5
4 я п , П,5 „ 8,5
3 я „ 8,5 „ 5,5
2 у. я „ 5,5 „ 2,5
1 Я я меньшие 2,5.

Сужение области, условно принимаемой за „норму", и уве­
личение, в связи с этим, общего количества оценочных 
зон можно было бы, вообще говоря, продолжать и далее, 
но в этом чаще всего практически не встречается уже 
надобности.

Основной особенностью описанного здесь способа раз­
бивки варьирующего признака V  на оценочные зоны 
является нечетное количество (3, 5, 7...) таких зон (что 
вызывается необходимостью иметь центрально расположен­
ную область „нормы") и одинаковая ширина всех зон, кроме 
двух крайних, вовсе не ограниченных с одного конца 
и распространяющихся в соответствующую сторону бес­
предельно.
« Выбор общего количества оценочных зон и установле­
ние той или иной их ширины, вообще говоря, совершенно 
произволен. Здесь все зависит от того, что условно при­
нимается за „норму", и насколько подробно желательно 
получать конечную оценку индивидуальных вариант.

Наряду с описанным выше способом разбивки мате­
риала на равномерные по своей ширине участки иногда 
с этой же целью применяются и зоны неравномерные, но 
заключающие внутри своих границ одинаковое число вари- « 
ант (назовем их „равночисленными1'). При определении 
границ таких равночисленных оценочных зон отсчет ведется 
уже не от среднего арифметического М ,  а от медианы 
M e d  *), которая попадает здесь в центральную зону 
(и является ее „срединным" значением), подобно тому как 
при разбивке материала на равномерные зоны в центр этой 
разбивки попадало среднее арифметическое М .  Самая же

*) См. гл. X, стр. 101.
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разбивка на равночисленные зоны выполняется по прин­
ципу, аналогичному разбивке ряда на 4 части при опре­
делении квартиля Q.

Пусть, например, требуется разбить на 5 равночисленных 
оценочных зон следующий вариационный ряд, интегральная 
кривая которого представлена на черт. 67. *)

Разделив наибольшую высоту ( А Е )  интегральной кривой 
на 5 равных частей (А В , ВС ,  C D ,  D E  и EF ) ,  проведем через 
точки деления {В ,  С, D  и Е )  влево ряд прямых, парал­

лельных горизон­
тальной оси, до 
пересечения с 
интегральной кри- „ 
вой в точках G,  
Н,  К  и L. Опу­
стив из этих точек 
перпендикуляры 
на горизонталь­
ную ось, мы и 
получим при осно­
ваниях этих пер­

пендикуляров (в точках х ,  у ,  z  и и) четыре границы, 
разделяющие пять „равночисленных" оценочных зон. В на­
шем примере искомые границы (помеченные на черт. 67 
жирными точками) пришлись между 8 и 9 делением 
горизонтального масштаба, между 10 и 11 делением, 
между 12 и 13 и между 15 и 16. Если данное построе­
ние выполнить на листе миллиметровой бумаги в достаточно 
крупном масштабе (что всегда и рекомендуется делать), то 
можно определить и более точное., положение всех этих 
границ. Так, нетрудно выяснить, что крайняя слева граница 
(в точке х ) по горизонтальному масштабу соответствует 
числу 8,6, следующая граница — числу 10,6, соседняя 
с ней — числу 12,6 и, наконец, последняя — числу 15,2.

Таким образом при данном способе разбивки всего диа­
пазона варьирования (от 5 до 25) на 5 неравномерных по

*)  Гистограмма это го  ряда уж е  неоднократно приводилась выше (см., 
напр., черт. 2, 13, 57 и др.). Интегральная кривая, аналогичная представлен­
ной здесь (на черт. 67), была ранее приведена на»черт. 55, 56 и 61, а расчет 
ее ординат дан на стр. 107 (в отдельной таблице).
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величине, но одинаковых по численности зон оценку высшим 
баллом:

5 получат все варианты, большие 15,2
4 » п я в пределах от 15,2 до 12,5
3 я УУ я У9 11 УУ 12,5 „ 10,6
2 УУ я я Я и 11 10,6 „ 8,6
1 Я я я меньшие 8,6.

При этом в каждую такую зону попадет при разбивке 
по 20°/'о всех вариант (поровну).

Для определения еще более точного положения этих 
равночисленных оценочных зон можно выполнить соответ­
ствующие вычисления по обычным формулам, указанным 
для определения квартиля Q *), помня, что отсекаемая от 
интегральной кривой высота h в отдельных случаях равна 
здесь 20, 40, 60 и 80 делениям вертикального масштаба 
а классовый промежуток k во всех случаях =  2.

Для крайней слева границы, разделяющей зону оценки 
баллом 1 от смежной с нею зоны балла 2 (обозначим ее сим­
в о л о м ^), левая (меньшая) граница того класса, в котором 
заключается искомая граница зоны V x —  7, правая (большая) 
граница этого же класса V 2 =  9, высота интегральной кривой 
в точке V v  т. е. hx =  8, высота ее в точке V2, т. е. h2 — 23; 
отсекаемая высота /г =  20, а классовый промежуток k — 2.  
Следовательно:

Для следующей границы, разделяющей зоны баллов 2 и 3, 
получим V x =  9, hx =  23, К  =  44, h. =  40 и попрежнему k =  2. 
Следовательно:

Л  =  9 +  2 10,62.

Аналогично для границы зон балла 3 и 4:

й « = И + 2 ( ! Д ! ) = 1 2 . 5 2 .

Наконец, для крайней справа границы:

* )  См. стр. 116.
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f t ,  =  1 5 +  2 ( 1 ^ = 1 5 , 2 0 .

Аналогично можно выполнить разбивку этого же ряда и 
на другое нечетное число неравномерных оценочных зон 
напр. на 3 или на 7.

Наряду с описанными выше двумя основными спосо­
бами разбивки материала на равномерные и неравномерные 
по своей ширине оценочные зоны иногда применяется также 
особый вариант первого из этих способов, при котором, 
отсчет границ оценочных зон ведется не от среднего арифме­
тического М ,  а от моды М о ,  но ширина всех зон по пре­
жнему делается одинаковой и находится в определенной: 
зависимости от среднего квадратического отклонения о.

В нашем последнем примере, на котором была произве­
дена разбивка материала на 5 равномерных оценочных зон 
(см. стр. 111 и 62):

уИо =  10,62 и о — +  4.

При разбивке этого же материала на 5 равномерных зон 
с отсчетом границ от моды мы должны, следовательно, вы­
числить эти границы по формулам:

A fo-f 2а = 1 0 ,6 2 + 8  =18,62
М о  - f  2/8а =  10,62 +  2,67 =  13,29 
М о  — 2/8а =  10,62 — 2,67 =  7,95 
М о  -  2а =  10,62 — 8 =  2,62.

При этом способе разбивки оценку баллом:

5
4
3
2
1

получат варианты, большие 18,62 
„ „ от 18,62 до 13,29
, Я , 13,29 ; 7,95
V * 7,95 „ 2,62
„ „ меньшие 2,62.

При производстве оценки большого количества отдельных 
вариант все эти критерии разбивки на зоны полезно бывает 
облечь в форму особой „оценочной таблицы". В применении, 
например, к последнему способу разбивки на 5 зон (с отсче­

ОЦЕНОЧНЫЕ ЗОНЫ 1 2 9  .

том границ от моды М о )  эта таблица будет иметь следую­
щий вид:

1 2 3 4 5

М о -  2  с; | М о  — 2/8 о Мо +  V, 5 М о  +  2  а

2.62 7,95 13,29 18,62

Здесь в верхней строчке даны в виде заголовков фор­
мулы для вычисления соответствующих границ, под ними 
выписаны числовые значения этих границ, а сверху над ли­
ниями вертикального графления указаны условные (балловые; 
обозначения всех пяти оценочных зон.

Способ пользования такой таблицей крайне прост. Пусть, 
например, требуется оценить варианту 1 /= 6 . Среди четырех 
выписанных здесь пограничных значений этого признака 
находим два числа, ближайшие к 6. Одно из них (слева) 
будет несколько меньше 6 (2,62), другое (справа), наоборот; 
больше 6 (7,95). Как только такая пара оценочных чисел 
найдена, следует заметить разделяющую их в таблице вер­
тикальную линию и посмотреть на цифровой заголовок, 
стоящий над этой линией вверху таблицы. Эта цифра (в дан­
ном случае балл 2) и определит искомую оценку нашей 
варианты V  — 6.

Если бы оказалось, что оцениваемая варианта будет 
меньше самого малого из пограничных чисел (2,62) или. 
наоборот, больше самого большого из них (18,62), то оце­
ночный балл следует считывать у соответствующего края 
этой таблицы (в первом случае 1, во втором 5).

Для случая разбивки этого же материала на 5 равно­
мерных оценочных зон с отсчетом их границ от среднего 
арифметического УИ =  12 при той же величине о =  +  4 по­
лучим следующую оценочную таблицу:

1 2 3 4 5

М  — 2 з '! М  — a/a а
1

М  +  2/3 а М  +  2з

4,00 9 33 j 14.67 20,00
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Способ пользования этой таблицей остается прежним. При 
оценке, например, варианты V =  15 гцы находим два ближай­
шие к ней числа 14,67 и 20 и над линией, разделяющей 
в таблице эти числа, считываем конечную балловую оценку, 
в данном случае 4.

При разбивке этого материала на 5 неравномерных оце­
ночных зон (произведенной с помощью интегральной кривой) 
получим следующую оценочную таблицу:

1 2 3 4 5
. : |

8,60 1 20,62 | 12,52 15,20

В данном случае в заголовках не указаны расчетные фор­
мулы, так как определение этих границ было произведено 
здесь графическим путем (окончательные же формулы, уточ­
няющее этот расчет, не обладают необходимой для заго­
ловков наглядностью).

ХШ. Сравнительный обзор основных способов 
зональной разбивки.

Поставим себе целью выяснить некоторые особенности 
трех указанных в прошлой главе основных способов раз­

бивки варьирующего 
материала на оценоч­
ные зоны, определив 
попутно также и усло­
вия применимости этих 
способов в некоторых 
случаях, могущих встре­
титься на практике.

Пусть, например, 
имеем два вариацион­
ные ряда, представ­
ляющие собой резуль­

таты какого-либо психотехнического испытания. Гистограммы 
этих рядов вместе с соответствующими интегральными кри­
выми представлены на черт. 68 и 69.
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Здесь в обоих случаях классовый промежуток к — 6, 
общее количество измерений п  =100, числовые значения 
варьирующего признака колеблются в максимальных пре­
делах от 6 до 30, и весь эмпирический интервал варьиро­
вания разбит на 4 класса.

Очевидно 1-ый из этих 
рядов (черт. 68) предста- *• 
вляет собой результаты 1 
легкого испытания (так » 
как большинство испы- w
туемых проявило в нем 2а
хорошие успехи), а Н-ой *>
ряд (черт. 69), наоборот, „
свидетельствует о труд­
ности данного испытания 
(большинство испытуемых обнаружило плохие результаты).

Здесь для 1-го ряда (легкий тест):

М  =  21 3 =  4-6  M e d  =  22,

а для второго ряда (трудный тест):

М  =  15 з = Н -6  M e d =  14,

в чем нетрудно убедиться путем обычных вычислений.
Разобьем каждый из этих рядов на 5 оценочных зон 

двумя способами: на равномерные и неравномерные (равно­
численные) зоны.

После определения числовых значений всех границ этих 
зон получим следующие две оценочные таблицы:

1 2 3 4 5  1 2 3 4 5

Для 9 17 25 33 Д л я 3 11 19 27
t ряда: 15 20 24 27 11 ряда: 9 12 16 21

В первой строчке этих таблиц (сверху) выписаны число­
вые значения четырех границ равномерных оценочных зон, 
а во второй строчке (под ними) — границы зон равно­
численных.

Представим эти конечные результаты разбивки в графи­
ческой форме, пометив оценочные зоны дугами у оси абсцисс 
соответствующих гистограмм и обозначив условные баллы
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цифрами в кружках: сверху для равномерной, а снизу для 
равночисленной разбивки (см, черт. 70 и 71).

Отсюда видно, что при разбивке на равномерные зоны
в I ряду ни одна варианта 
(в пределах от 6 до 30) 
не получает оценки бал­
лом 5, а во 11 ряду—бал­
лом 1 ,в то время как при 
разбивке на равночислен­
ные &оны обе эти крайние 
оценки (1 и 5) встречаются 
как в I, так и во II ряду.

Эта особенность разбивки на равномерные зоны легко 
объясняется здесь наличием довольно значительной асси- 
метрии заданных рядов (для 1-го ряда показатель ассиметрии 
A j —  — 0,6, а для П-го ряда А., =  -+- 0,6). .В результате сдвига 
вершины гистограммы I ряда вправо, в том же направлении 
естественно переместились и все 4 границы оценочных зон, 
причем крайняя из этих границ (между зонами баллов 4 и 5) 
при таком перемещении вышла даже за пределы факти­
ческого варьирования данного признака (эта граница оказа­
лась =  33, в то время как значения отдельных вариант 
колеблются в этом ряду лишь в пределах от 6 до 30).

Во II ряду картина получилась обратная: среднее арифме­
тическое /И, а с ним и все 4 границы оценочных зон пере­
двинулись влево, в результате чего граница, разделяющая 
зоны баллов 1 и 2 (в данном случае =  3), оказалась меньше 
самого малого предела фактического варьирования заданного 
признака (т. е. меньше 6).

Итак, при разбивке ма­
териала на 5 равночислен­
ных оценочных зон (с по­
мощью интегральной кри­
вой) отдельные варианты 
непременно получат оцен­
ку всеми 5 баллами, и 
притом оценки эти встретятся в заданном материале при­
близительно в одинаковом количестве случаев (теоретически 
одинаково часто), в то время как при разбивке этого же 
материала на зоны равномерные (в долях о с отсчетом

Р я д  П

Черт. 71.

Р я д  1

©  ©  ©  ©  ©  

Черт. 70.

оТ М )  крайние оценки (1 или 5) могут и вовсе не встре­
титься. То же самое, очевидно, м*шет случиться и при ином 
количестве оценочных баллов (напр. при 3-х, 7-ми и т. д.).

Учитывая это существенное различие в способах раз­
бивки материала на зоны, мы должны прежде всего выяс­
нить, является ли такое отсутствие крайних оценок преиму­
ществом равномерных зон или же, наоборот, в этом их 
свойстве следует усматривать недостаток данного способа 
зональной разбивки.

Тут все зависит, очевидно, от конечной цели, которая 
преследуется разбивкой данного материала на оценочные 
зоны. Если при этой оценке имелось в виду выявить на 
ряду со „средним" результатом какого-либо измерения или 
испытания также и р е з к и е  отклонения от этой „нормы", 
то разбивка на равночисленные зоны окажется нецелесооб­
разной. В самом деле, при таком способе оценки в обе 
крайние (и во все средние) зоны всегда войдет по о д и н а ­
к о в о м у  количеству вариант, так что на этом основании 
мы должны будем в любом обследованном коллективе кон­
статировать наличие некоторого п о с т о я н н о г о  процента 
индивидуумов исключительно выдающихся и исключительно 
же отсталых, что, конечно, противоречит здравому смыслу. 
Нельзя же в самом деле утверждать, кчто из 100 испытуе­
мых при разбивке их на 5 оценочных зон 20 человек непре­
менно окажутся талантливыми, а 20 — бездарными, если под 
этими крайними градациями оценки мы будем понимать 
исключительно резкие отклонения от „нормы", а не просто 
категорию сравнительно лучших и сравнительно худших. 
Вполне понятно, что талантливых и бездарных в указанном 
смысле слова может и вовсе не оказаться среди данной 
группы объектов исследования, в то время как некоторое 
произвольно установленное количество просто „самых хоро­
ших", „самых плохих" результатов испытания всегда может 
быть выделено из общей их массы.

В одном из двух рассмотренных выше рядов мы имели 
пример легкого теста, так как большинство испытуемых 
обнаружило там сравнительно хорошие результаты. Поэтому 
здесь будет вполне уместно и справедливо квалифициро­
вать отдельные плохие результаты этого испытания самым 
низким баллом 1 и вовсе воздержаться от чрезмерно высо-
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кой оценки какого-либо из испытуемых самым высоким 
баллом 5. В самом деле, ведь хорошие результаты были 
проявлены большинством испытуемых, и в них нельзя еще 
усматривать выявление исключительных способностей 
(балл 5). Но если при таком легком задании отдельный 
испытуемый все же справился с ним неудовлетворительно, 
то такой столь необычный для остальной их массы резуль­
тат несомненно должен уже считаться исключительно пло­
хим (балл 1).

В применении ко II ряду наши рассуждения будут носить 
обратный характер. Мы имеем здесь тест трудный, с кото­
рым большинство испытуемых справилось неудовлетвори­
тельно. Поэтому отдельные хорошие результаты этого испы­
тания могут заслуженно получить здесь высшую оценку 
баллом 5, в то время как типичное для остальных испытуе­
мых неудовлетворительное решение данной задачи не может 
еще считаться исключительно плохим, и никто из них низ­
шего балла 1 здесь не получит.

Если бы целью этой разбивки являлось выделение из 
общей массы объектов исследования некоторого заранее 
установленного процента сравнительно лучших или сравни­
тельно плохих испытуемых (например для приема на какую- 
либо работу или, наоборот, для увольнения), то разбивка 
на неравномерные оценочные зоны оказалась бы здесь оче­
видно вполне целесообразной.

В тех случаях, когда границы зон устанавливаются на 
обширном материале, а самая оценка производится по отно­
шению лишь к тем или иным мелким его частям, оба спо­
соба зональной разбивки одинаково могут выявить крайние 
(исключительные) отклонения отдельных вариант либо 
вовсе не обнаружить этих крайних оценок. В самом деле, 
пусть на материале, скажем, в 10.000 человек мы устано­
вили границы 5-ти равночисленных оценочных зон. В каж­
дую из них войдет, очевидно, по 2.000 индивидуумов из 
общего их числа 10.000. Но, подвергая такой оценке лишь 
малую часть этого коллектива, например только 100 чело­
век, мы можем встретиться с любым характером распре­
деления членов этого коллектива по отдельным зонам и в част­
ности натолкнуться, например, даже на такой крайний слу­
чай, когда все 100 человек попадут только в одну зону

о ц ен к и  баллом 5 или только в противоположную зону 
балла 1.

Итак, для оценки результатов отдельных измерений или 
испытаний могут с успехом служить как равномерные так 
и неравномерные оценочные зоны, причем применение тех 
или других в каждом конкретном .случае зависит от ко­
нечной цели производимой оценки и от того значения, 
которое мы придаем крайним баллам.

Посмотрим теперь, что может нам дать разбивка мате­
риала на равномерные зоны, границы которых отсчиты­
ваются не от среднего арифметического М ,  а от моды М о .  
Пользуясь приближенной формулой для вычисления моды:

М о  =  3 M e d  — 2 М

и помня, что для 1-го из двух разобранных выше рядов:

М  =  21 M e d  =  22,

а для П-го ряда:

М  ==15 M e d  =  14,

получим для 1-го ряда:

Мо =  3-22 — 2-21 = 6 6  — 42 =  24, 

а для 11-го ряда:

Мо =  3-14 — 2-15 =  42 — 3 0 =  12.

Определив по этим данным числовые значения четырех 
границ пяти наших зон (при а +  6), получим следующие 
2 оценочные таблицы:
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Для 1-го ряда.

М о  —  2 з М О  ----  3 А 4 о  - f -  2 /з з М о  - j ~  2 з

12 20 28 3 6

Для П-го ряда.

М о  — 2 з М о  -  2/а з М о  +  а/, з М о  +  2 з

0 8 |
1

16 24
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Представим эти конечные результаты зональной раз­
бивки в обычной графической форме (см. черт. 72 и 73).

Здесь вышеосиабсцисс 
дугами обозначены толь­
ко что установленные зо­
ны, границы которых 
отсчитаны от моды УИо, а 
внизу для сравнения — 
прежние зоны, зависящие 
от среднего арифметиче­

ского М .  Цифрами в кружках, как всегда, помечены со­
ответствующие этим зонам условные баллы.

Из этого сопоставления видно, что при отсчете границ 
не от среднего арифметического М ,  а от моды М о  наши 
оценочные зоны особенно сильно перемещаются в напра­
влении сдвига вершины соответствующей гистограммы, и, 
стало быть, в данном случае мы также будем иметь отсут­
ствие оценок крайними баллами 1 и 5, причем это свой­
ство разбивки здесь выступает особенно резко.

В двух приведенных выше примерах отсутствие край­
них оценок было вызвано ассиметрией заданных ря­
дов. Подобное же явление может иметь место также и 
при наличии в этих рядах обратного (отрицательного) 
эксцесса.

Пусть, например, имеем вариационный ряд, гистограмма 
которого представлена на 
черт. 74.j

Для этого ряда:

М  —  45 а =  +  20.

Выполнив разбивку 
этих данных на 5 равно­
мерных и равночислен­
ных зон, получим следующую оценочную

Р л  я  I

<э ©  @ ©

Черт. 72.

1 2 3 4 5

Для равномерных зон ............... 5,0 31.7 ; 58,3 85,0

Для равночисленных зон . . . 24,2 35,6 54,4 65,8

Эти зоны помечены на чертеже 74 дугами на оси абс­
цисс: сверху — для равномерной, а снизу — для равночислен­
ной разбивки.

Здесь при пользовании равномерными зонами мы обна­
руживаем отсутствие обеих крайних оценок (1 и 5), в то 
время как при разбивке материала на равночисленные зоны 
все пять оценок, как и раньше, встречаются одинаково часто'

Эта особенность разбивки на равномерные зоны станет 
понятной, если вспомнить, что основным признаком отрица­
тельного эксцесса (а здесь показатель Е —  — 1,39) является 
ограниченность пределов варьирования соответствующего 
материала. Прису­
щая этому ряду ма­
лая абсолютная вели­
чина отклонений и 
выразилась здесь в 
отсутствии крайних 
оценок 1 и 5, кото­
рые в нашем пони­
мании предназначе­
ны как раз для ха­
рактеристики чрез­
вычайно резких от­
личий отдельных вариант от „нормы11.

При пользовании же равночисленными зонами эта специ­
фическая особенность обратно-эксцессивных рядов вовсе не 
получает надлежащего отражения в балловой оценке край­
них отклонений, которые при обратном эксцессе попадают

Черт. 74.

в зоны баллов 1 и 5 совершенно так же, как попали бы 
они туда и при наличии в данном ряду прямого эксцесса 
(и связанной с ним сильной разбросанности небольшого 
числа отдельных вариант). Поэтому равночисленные зоны 
в данном случае не выявляют особенностей распределения 
оцениваемых вариант, в то время как оценка по зонам 
равномерным находится в определенной зависимости как от 
ассиметрии ряда, так и от его эксцесса, т. е. оказывается 
в этом отношении более гибкой. \

Однако разбивка материала на равночисленные зоны 
имеет все же одно крупное преимущество, заставляющее 
признать этот способ оценки наиболее целесообразным в том
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случае, когда отдельные варианты измерены в сложных 
единицах, допускающих различные адэкватные друг другу 
формы их количественного выражения: Пусть, например, 
мы имеем ряд А,  состоящий из 6 вариант, представляющих 
собой результат измерения скорости какого-либо процесса, 
причем скорость эта выражена здесь числом единичных 
операций, выполняемых испытуемым в течение десятиминут­
ного периода времени.

Ряд А: 1, 2, 3, 4, 5 и 6.

Выразив эти же данные количеством минут, затраченных 
испытуемым на выполнение одной операции, получим:

Ряд Б: 10 5 3,3 2,5 2 и 1,7.

Так как в данном примере мы имеем ничтожное число 
вариант. ( п  =  6), то разбивать этот ряд на классы не имеет 
смысла. Непосредственные вычисления здесь дают:

для ряда А: Л4 =  3,5 о =  4-1,8
для ряда Б: М  =  4,1 з== +  3,1.

Разобьем каждый из этих рядов для простоты всего 
лишь на 3 равномерные зоны, соответствующие условным 
баллам 1, 2 и 3, взяв за разделяющие их границы числовые 
значения: М - f-o и М  — а.

Для ряда А  этими границами будут служить:

ЛГ +  з =  3,5 +  1.8 =  5,3 
М —  з = 3 ,5  — 1,8 =  1,7,

а для ряда Б:

Af +  o =  4 , l +  3,1 = 7 ,2  
М  — з =  4,1 — 3,1 =  1,0.

Выпишем теперь заново оба заданные ряда вариант друг 
под другом и каждый из них разобьем на 3 зоны в местах, 
соответствующих только что вычисленным границам:

балл 1 балл 2 балл 3

1 2 3 4 5 6
10 5 3,3 2,5 2 1,7

Ряд А:
Ряд Б:

балл 1 балл 2
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Из этого сопоставления видно, что оценочные зоны здесь 
невполне совпадают друг с другом. Так, например, вари­
анта б в ряду А  получила оценку баллом 3, в то время как 
соответствующая ей (в сущности та же самая) варианта 1,7 
в ряду Б  попала в зону балла 2 (зоны высшего1 балла 3 
в ряду Б  не имеется вовсе).

Отсюда парадоксальный вывод: если скорость изучае­
мого процесса выражать числом операций в 10-ти минутный 
промежуток времени, то значение этой скорости, равное 
например 6 операциям в минуту, оказывается высоким 
(балл 3), но если э т у  ж е скорость перечислить в другие 
единицы, выразив ее количеством минут, потраченных на 
выполнение одной операции (получим 1,7 минут), то по 
сравнению с т е ми  же  данными эта варианта должна быть 
отнесена уже к категории средних значений скорости (балл 2). 
Таким образом в данном случае оценка скорости находится 
как бы в зависимости от выбора единиц ее измерения, что ко­
нечно и практически и принципиально является недопустимым.

Технически этот парадокс объясняется здесь чрезвычайно 
просто. Вспомним (см. стр. 96 — 99), что при подоб­
ном перечислении единиц измерения мы всегда нарушаем 
симметрию ряда, чем и вызывается сдвиг всей системы 
зональных границ в соответствующем направлении.

Ничего подобного не произойдет (и не может произойти) 
при разбивке этого материала по принципу равночисленных 
зон, которые в данном частном случае легко могут быть 
установлены просто путем разделения каждого из двух 
заданных рядов на 3 части по 2 варианты в каждой.

Здесь каждая варианта сохраняет свою балловую оценку 
независимо от способа ее измерения: количеством операций 
в 10 минут или количеством минут, затраченных на выпол­
нение одной операции, что, очевидно, в большей степени 
отвечает требованию здравого смысла ).

*) Заметим кстати, что и среднее арифметическое М  при таком пере­
числении единиц измерения теряет свое значение в качестве показателя 
некоторой типичной для данного ряда неизменной величины. В самом деле, 
для ряда А  среднее М  =  3,5 (операций в 10 минут). Перечислив эту сред­
нюю скорость в другие единицы, получим М  =  2,9 (минут на одну опера­
цию), в то время как для ряда Б  мы получили М —  4,1. Обратно: при 
перечислении М  —  4,1 в другие единицы скорости получим М  —  2,44, в то
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Итак, применение того или иного способа зональной 
разбивки всецело диктуется соображениями практического 
удобства, теми целями, которые преследуются данной оцен­
кой, и нашей трактовкой значения крайних зон.

В задачи настоящего руководства не входит рассмотре­
ние тех или иных специфических особенностей метода 
зональной разбивки в различных его конкретных приложе­
ниях. Достаточно будет лишь указать на то, что приемы 
разбивки оцениваемого матерьяла по принципу „равномер­
ных" зон находят широкое применение в антропометрии, 
в то время как „равночисленные" зоны (содержащие в своих 
границах заранее фиксированный %  вариант) часто исполь­
зуются при оценке результатов психотехнических испытаний.

Последнее станет понятным, если принять во внимание 
различную значимость тех чисел, которыми характеризуется 
количественная сторона варьирующих признаков в этих 
дисциплинах.

ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКА _________  ______

XIV. Некоторые особые случаи зональной разбивки.

В двух предыдущих главах под именем „равномерных" 
и „неравномерных" („равночисленных41) оценочных зон мы 
понимали в первом случае зоны одинаковой ширины, (по оси 
абсцисс), а во втором — зоны одинаковой площади. Эти услов­
ные термины были введены там лишь для удобства и крат­
кости наименования соответствующих способов зональной 
разбивки, но сам по себе признак равномерности или не­
равномерности расстояний между соседними зональными 
границами не является еще, очевидно, главной характерной 
особенностью этих способов разбивки.

Очень часто, например, оценочные зоны, отсчитанные 
в тех или иных долях а от среднего арифметического М  
(т. е. по прежней нашей терминологии „равномерные14 зоны), 
фактически делаются и неодинаковой ширины.

время ка к  для ряда А  мы имели М  =  3,5. Медиана же ( М е и )  в обоих слу­
чаях сохраняет здесь свою неизменную величину, разделяя ряд на две рав­

ны е по количеству вариант половины.

На черт. 75 представлена такая разбивка ряда на 5 зон 
с выделением в центре распределения области „нормы", 
границы которой удалены в обе стороны от М  на расстоя­
ние =  % о. Эта средняя зона, заключающая в себе при нор­
мальном распределении 50% всех вариант заданного ряда, 
имеет полную ширину в 4/яа- Две соседние зоны, соответ­
ствующие баллам 2 и 4, сделаны здесь вдвое уже (шириною 
только в 2/з°) и заключают в своих границах, следовательно, 
по 15,82% вариант *). Крайние зоны (1 и 5), как всегда, 
не ограничены. На каждую из них приходится по 9,18% всех 
вариант.

Такая разбивка имеет в виду наиболее точно дифферен­
цировать сравнительно 
небольшие отклонения 
от нормы, соответ­
ствующие баллам 2 и 
4, за счет менее четкой 
квалификации крайних 
значений признака, по­
падающих в несколько 
расш иренную  здесь 
область оценки балла­
ми 3 и 5, что во мно­
гих случаях практически представляется весьма целесо­
образным.

Пример аналогичного сужения двух ближайших к „норме" 
участков по сравнению со всеми остальными „равномер­
ными" зонами мы имеем в часто применяемой разбивке 
антропометрических признаков на 7 оценочных зон по спо­
собу Мартина.

Способ этот может быть иллюстрирован черт. 76, из 
которого видно, что все зоны имеют здесь одинаковую 
ширину в одну целую о кроме двух ближайших к центру 
участков, сделанных шириною всего лишь в 1 /г о.

Центральная зона по Мартину определяет так называемый 
„средний тип44, условно обозначенный на черт. 76 буквою А . **)

*) См. таблицу процентного распределения вариант и гл . IV .
* * )  М артин обозначает „средний т и п “ символом Т ,  указанные же здесь 

обозначения взяты несколько иными, так, ка к  ими пользуются многие антропо­
метрические кабинеты у  нас в СССР.
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Слева и справа проставлены буквы А ,  В  и С  со знаками -f- 
и — . Символом -f В  и — В  определяются здесь сравни­
тельно незначительные отклонения от среднего типа А,  
буквами - f -С и — С отклонения уже существенные, но еще

не очень большие и, 
наконец, D  и — D  — 
явно большие отклоне­
ния. Все буквы со зна­
ком -f- указывают на 
превышение „среднего 
типа“, а со знаком — , 
наоборот, на отсталость 
данного индивидуума 
по соответствующему 
признаку.

Для иллюстрации этого способа разбивки на зоны при­
ведем пример оценочной таблицы, составленной по данным 
Ленинградского Института Охраны Здоровья Детей и Под­
ростков для девочек в возрасте от 13 до 14 лет *).

— D  — С  — В А +  В  + С  D

Наименование
признака: М — 2 а

1
М  — 3 М  —  1 '2 в м + 1;чя M + Z М  + 2 5

Рост стоя . . . 131,52 138,47 141,95 148,90 152,37 159,32

Рост сидя . . . 70,16 73,69 j 75,46 78,99 80,75 84,28

Длина ног . . 59,54 63.87
1

66,04 70,37
•

72,53 76,86

Окружи, груди 58,53 62.35 64,26 68,08 69,99 73,81

Окружи, головы 49,57
|

50,99 | 51,70 53,12 53,83 55,25

Способ пользования этой таблицей остается прежним. 
Пусть, например, в каком либо частном случае мы получили

*) См. д-р Н. П. Шеповальников и проф. Ю. Л. Поморский: „Воз­
растно-половые эволютивные особенности школьника и методика обработки 
с т а н д а р т о в  антропометрических величин". Ленинград, 1927 г., издание Инсти­
тута О.З.Д.П.

следующие результаты измерения, относящиеся к ребенку 
соответствующего возраста и пола:
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Рост с т о я ........................... ... . .150 с м
Рост сидя .......................................76 „
Длина н о г ...............................  74 „
Окружи, груди...................................63 „
Окружи, головы ............................... 52 „

Сопоставляя эти абсолютные измерения с пограничными 
числами, выписанными в оценочной таблице, мы видим, что 
для данного ребенка:

его рост стоя (150 см)  попадает в зону + в
. * С И Д Я ( 76  „ ) я ” 77 А
„ длина ног (7 4  „ ) „ » я +  с
„ окружи, груди ( 63 „ ) я я »> - В
„ „ головы( 52 „ ) >» я я А.

Следовательно этот ребенок при общем росте несколько 
выше среднего уровня (-j- В)  имеет длинные ноги (—j— С) и 
немного узкую грудь (— В).

Совершенно также и при разбивке материала по прин­
ципу равночисленных зон (с помощью интегральной кривой) 
площади отдельных участков соответствующей гистограммы 
делаются иногда не точно равными друг другу, а лишь 
пропорциональными заранее установленным числам, часто, 
например, в пропорции:

1 : 2 : 4 : 2 : 1.
При этих условиях в центре разбивки выделяется зона 

„нормы11, заключающая в себе при данном распределении 
ровно 40% всех вариант заданного ряда; справа и слева 
от „нормы14 в зоны небольших отклонений попадает по 20% 
этих вариант, а в самые крайние зоны по 10%.

Пусть, например, имеем ряд, гистограмма которого пред­
ставлена на черт. 77. С помощью обычного построения на 
интегральной кривой (здесь она не указана) можно разбить 
этот ряд на 5 оценочных зон, заключающих в себе заданное 
выше количество вариант (см. главу XII). Границами этих 
зон будут здесь служить следующие 4 значения варьирую­
щего признака:

Ю , 13, 19 и 28,



144 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКА

причем, как нетрудно видеть из чертежа, внутри этих гра­
ниц оказывается как раз заданное выше количество вариант:

10, 20, 40, 20, 10.

В самом деле, в границу зоны от 4 до 10 попадают два 
класса, сумма частот которых:

8 =  10.

В следующей зоне от 10 до 13 заключается всего только
один класс с ча­
стотой:

р  =  20.

В зону от 13 
до 19 попадают 
два класса, сумма 
частот которых:

25 +  15 =  40.

В границах зо­
ны от 19 до 28 
имеются три клас­

са, частоты которых дают в сумме:
9 4- 6 +  5 =  20.

Наконец, в крайнюю справа зону от 28 до 40 входят 
остальные 4 класса, причем сумма их частот:

4 +  3 +  2 - f  1 ==Ю.

Наряду с описанным здесь приемом часто применяется 
также разбивка на 5 оценочных зон, заключающих внутри 
своих границ количество вариант, пропорциональное числам:

10, 15, 50, 15 и 10.
<*

Иногда в целях использования особенностей и преимуществ 
обоих основных способов зональной разбивки применяются 
различные комбинированные приемы подразделения мате­
риала на оценочные участки. В качестве примера попытки 
подобного типа приведем краткое описание способа опреде­
ления 4-х границ пяти оценочных зон. применяемого в одном
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из научно-исследовательских учреждений г. Москвы. Здесь 
зоны эти устанавливаются с помощью интегральной кривой 
по обычному принципу равенства площадей, но центральная 
область „нормы" определяется положением на гистограмме 
не медианы M e d ,  а величиной среднего арифметического Ж.

Схема построения здесь такова (см. черт. 78).
По масштабу горизонтальной оси находят точку М ,  соот­

ветствующую среднему арифметическому заданного ряда. 
Из этой точки М  восстанавливают перпендикуляр М А  до 
пересечения с интегральной кривой в точке А. Далее, через 
точку А  проводят горизонтальную прямую А В  вправо до 
пересечения с макси­
мальной ординатой 
этой кривой (L N ) в 
точке В. Полученная 
точка (В)  делит весь 
отрезок L N  на две н е- 
р а в н ы е  части: N B  и 
B L ,  причем, очевидно, 
величина этих отрез­
ков указывает (по вер­
тикальному масштабу) 
на количество вариант, 
больших и меньших 
среднего арифметиче­
ского М  (т. е. лежащих справа и слева от точки М  в участках 
К М  и M L  на оси абсцисс''.

Для каждого из двух таких неравных интервалов (т. е. для 
отрезков К М  и M L )  находят затем их „срединные" значе­
ния Н  и Е  путем обычного построения: т. е. делят отрезки 
К В  и B L  пополам в соответствующих точках С  и F, из ко­
торых проводят горизонтальные прямые (влево) до пересе­
чения с интегральной кривой в точках D  и G,  а из этих 
точек опять опускают перпендикуляры D E  и О Н .  Основания 
этих перпендикуляров Я  и £  по положению своему на оси 
абсцисс и укажут искомые „срединные" значения участ­
ков К М  и M L .

Тремя найденными точками Н ,  М  и Е  весь интервал 
фактического варьирования K L  разобьется на 4 н е р а в н ы е  
части: К Н ,  Н М ,  M E  и EL.  Разделив все эти отрезки пополам,

Ю

Черт. 78.

Вариационная статистика.
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получим на горизонтальной оси точки х ,  у ,  z  и «, которые 
и принимаются здесь за 4 границы пяти оценочных зон.

На черт. 78 эти зоны, как всегда, указаны дугами у оси 
абсцисс.

Наряду с описанным способом возможны и другие ком­
бинированные приемы разбивки материала на оценочные 
зоны, причем принцип и техника этих методов всецело за­
висят от особенностей подлежащего оценке материала и от 
конечной цели самой разбивки.

В тех случаях, когда оценка индивидуальных измерений V  
производится в той или иной системе балловых обозначений, 
иногда полезно бывает ввести сюда ряд промежуточных 
градаций, условно соответствующих половинам целых бал­
лов. Идея и техника такой детализации конечной оценки 
заключается в следующем:

Пусть, например, при Ж =  20 и а =  +  6 мы произвели 
разбивку материала на 5 равномерных зон и получили в ре­
зультате оценочную таблицу:

1 2 3 4 5

М  — 2 о 0С»1 M  +  V  За

8 16 24 32

Представим себе, что нашей оценке подлежат две от­
дельные варианты: V1 =  23,9 и V2 =  24,l. Первая из них, 
попадая в интервал от 16 до 24, оказывается, очевидно, 
8 области „нормы1* (баллЗ), а вторая, заключенная в интер­
вале от 24 до 32, должна быть отнесена уже к зоне балла 4.

Так как обе эти варианты (23,9 и 24,1) оказываются 
чрезвычайно близкими к пограничному значению признака 
,§•=24 (разделяющему зоны баллов 3 и 4), то по отношению 
к ним невольно возникает вопрос о целесообразности столь 
резкого различия в оценке двух таких в сущности почти 
одинаковых вариант. Эти сомнения усиливаются еще благо­
даря тому обстоятельству, что сама-то граница £  не является 
здесь абсолютно устойчивой, так как при повторных ее вы­
числениях на другом аналогичном материале она неизбежно 
оказалась бы либо немного меньше, либо, наоборот, больше
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данного, по существу все же случайного своего значения 
£ = 2 4 . В самом деле, эта граница была здесь вычислена 
путем прибавления к М  двух третей о:

£  =  М  -j— 2/3 о =  20 -j— j  а =  20 +  4 =  24.

Так как и /И и о при повторных вычислениях на другом 
материале могут варьировать в границах своих средних 
ошибок (т  и т ) У то и сумма их УИ +  2/3о также будет 
колебаться в некоторых, вообще говоря, не очень широких 
пределах. Следовательно в других случаях эта граница 
£ = 2 4  могла бы или передвинуться несколько влево (т. е. 
сделаться меньше) или, наоборот, вправо (т. е.-сделаться 
больше), в каковом смысле выше мы и называли ее не­
устойчивой.

В силу этих соображений оценку отдельных вариант, 
лежащих в непосредственной близости от такой неустойчи­
вой границы, необходимо производить с особой осторож­
ностью. Кто поручится, например, за то, что варианта 
V x —  23,9 действительно лежит слева от границы £  =  24 
(т. е. оказывается меньше ее), принимая во внимание воз­
можность перемещения влево же и самой этой границы? 
Ведь при таких условиях наша варианта V) могла бы ока­
заться, наоборот, справа от этой передвинувшейся границы £, 
и мы должны были бы отнести ее уже не к „норме1*, 
а к зоне, оцениваемой баллом 4.

Правда, значения V, близкие к максимальным пределам 
ожидаемых колебаний самой границы £, являются уже до­
статочно определенными в смысле принадлежности их к той 
или иной оценочной зоне, потому что такие резкие переме­
щения этой границы сами по себе чрезвычайно м)ло веро­
ятны. Но, менее удаленные от £, значения вариант V  все же 
имеют еще много шансов оказаться при иных условиях и 
по другую ее сторону, что заставляет нас воздержаться 
здесь от точной оценки этих вариант баллами 3 или 4, при­
няв для такого неопределенного случая некоторое промежу­
точное обозначение, напр. ЗУг-

Как же определить ширину такой промежуточной зоны? 
Теоретические рассуждения, на которых однако мы не имеем

Ю *
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возможности здесь останавливаться, приводят к следующей 
окончательной формуле:

' Ж + 2 ■т

или точнее:

о =  ±0,6745 d * + 2  о — т,

где через 8 обозначено расстояние границ этой промежу- 
точной зоны от основной границы g  (разделяющей зоны 
обозначений целыми баллами); через ^ — расстояние этой 
основной границы g  от среднего арифметического М ,  выра­
женное в долях среднего квадратического отклонения о, 
а через т  — средняя ошибка самого среднего арифмети­
ческого М  *).

Определим по этой формуле границы промежуточной 
зоны, примыкающей к основной границе g —  24 в нашем 
последнем примере (при М  =  20 и а =  +  6).

Здесь заданная граница g  =  24 отстоит от среднего 
арифметического М  =  20 на расстояние:

or — =  24 — 20 =  4.

Так как в нашем примере а =  6, то это расстояние (4) 
составляет 0,67 сигмы:

_4_
6 : 0,67.

Итак, в данном случае величина:
g - M _ 0,67.

Предположив, что М  и а были вычислены из 100 изме­
рений ( п  =  100), найдем среднщю ошибку:

, 6
т  =  +  - j = =  ± 0 ,6 .

Подставляя эти значения d  —  0,67 и т  =  0,6 в указанную 
выше формулу для вычисления 8, получим (приблизительно):

8 =  + -2 | / —у — • /я =  ± 0,67 | / (0>67,̂ +2.0,6 =  + 0,44.
) См. I часть этого руководства.
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Итак, искомые границы промежуточной зоны должны 
быть проведены здесь на расстоянии 8 =  0,44 от основной 
границы g —  24. Поэтому числовые значения двух границ 
этой зоны окажутся равными:

24 +  0,44 =  24,44 
24 — 0,44 =  23,56.

На этом основании все варианты, заключающиеся в пре­
делах от 23,56 до 24,44, в нашем примере должны быть от­
несены к промежуточной зоне балла 3 7 2 , так как вероят­
ность их попадания в ту или иную определенную зону ока­
зывается меньше вероятности невыясненной (неопределен­
ной) оценки. Это значит, что мы имеем меньше шансов за 
попадание данной варианты в зону балла 3, чем за неопре­
деленное ее попадание либо в эту, либо в соседнюю зону 
(балла 4), принимая во внимание возможность перемещения 
вправо или влево также и самой разделяющей эти зоны 
основной границы g.

Для границы £■ =  32, разделяющей в нашем примере зоны 
баллов 4 и 5, величина:

</ =  * = *  =  »2L-20 =  2,а 6

а средняя ошибка т  по прежнему =  + 0 ,6 . Следовательно:

d  =  +  з \ / Щ г -■ т  =  ±0,67 jA + - 2-0,6 =  +0,69.

После вычисления ширины промежуточных зон (6) для 
всех четырех основных границ (g )  получим следующие окон- 
чвтельные результаты:

для границы £- =  32 ширина промежуточной зоны 8 =  +  о.69 
г, g —  24 „ „ „ 8 =  +  0,44

„ * £ = 1 6  „ „ . 8 =  +0,44
« > g =  8 „ „ 8 = + 0 .6 9 .

Полезно запомнить, что ширина о всегда увеличивается 
по мере удаления g  от М ,  а для границ g ,  удаленных от М  
на одинаковые расстояния, и промежуточные зоны оказы­
ваются также одинаковой ширины.

Прибавив к числовому значению каждой основной гра­
ницы g  вычисленную ширину соответствующей промежу-
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точной зоны 6 и вычитая эту ширину 8 из g ,  найдем Гра­
ницы всех 4-х промежуточных зон:

Для опенки I 
баллом 4: | 

Для оценки ( 
баллом 3: |  

Для оценки ( 
баллом 2: |

Для оценки I 
баллом 1: [

^ + §  =  32 +  0,69 =  3а,69 
^ —. 3 . 32 — 0,69 =  31,31 
£ •+ 8  =  24 +  0,44 =  24,44 
£• — 8 =  24 — 0,44 =  23,56 
£• +  8 = 1 6  +  0,44 =  16,44 
£• — §=: 16 — 0 ,44=  15,56 
£- +  § =  8 +  0 ,69=  8,69 
g  —  о =  8 — 0 ,69=  7,31.

Облекая эти результаты в форму оценочной таблицы 
обычного типа, но с более подробным подразделением всего 
диапазона фактического варьирования на 5 основных и 
4 промежуточные зоны, получим:

1 1 ‘/2 2 21/а 3 3>/2 4 41/2 3

7,31 8,69 I
1

15.56 | 16.44 !f 23,56 j 24.41 31,31 32,69

Ниже для ясности изображена также и кривая нормаль­
ного распределения с подразделением ее на основные и

промежуточные зоны в 
соответствии с данными 
нашего последнего приме­
ра (см. черт. 79).

В целях облегчения са­
мой техники вычисления 
ширины промежуточных 
зон (о) по формуле:

i / ?
з +  2

т§ =  +  .- -  у

можно заранее составить аа^лгьу значений величины

2 / + + 2
3 V  2 '

на которую приходится умножать среднюю ошибку т  при 
определении ширины 8.
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Ниже приведена такая вспомогательная таблица для от­
дельных значений d  в пределах от 0 до 3,9 через каждую 
десятую долю d.  В этой таблице символом 80 обозначена 
искомая величина:

2 /№ + 2 
3 V  2

d «0 d
. I d So d V I

0 0,67 1,0 0,83 2,0 1,17 3,0 1,58

0,1 0,68 U 0,86 2,1 1,21 3,1 1,63

°’2 0,68 1,2 0,89 2,2 1,25 3,2 1,67

0,3 0,69 1,3 0,92 2,3 1,29 3,3 1,71

0,4 0,70 1,4 0,94 2,4 1,33 3,4 1,76

0,5 0,72 1,5 0,99 2,5 1,37 3,5 1,80

0,6 0,73 1,6 1,02 2,6 1,41 3,6 1,85

0,7 0,75 1,7 1,06 2,7 1,45 3,7 1,89

0,8 0,78 1,8 1,09 2,8 1,50 3,8 1,93

0,9 0,80 1,9 1,13 2,9 1,53 3,9 1,98

Таким образом, при пользовании этой таблицей ширина 
промежуточной зоны 8 вычисляется по формуле:

8 =  о0 т ,

где коэффициент 80 определяется непосредственно по таблице 
(для данного значения d).

Пусть, например, требуется определить ширину проме­
жуточной зоны, примыкающей к основной границе £^= 10, 
удаленной от М  на расстояние d  —  2,5 сигмы, причем нам 
известно, что средняя,ошибка самого М ,  т. е. т  =  +  0,8.

Из таблицы видно, что значению d  =  2,5 соответствует 
величина 80 =  1,37. Подставляя ее в указанную выше фор­
мулу, получим:

8 =  80-/и =  1,37-0,8= 1,10.
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Поэтому границами этой промежуточной зоны будут слу­
жить следующие значения варьирующего признака: •

g  +  b =  10 +  1,10=  11,10 
£ — 8 =  10 — 1,10= 8,90.

XV. Распределение вариант по оценочным зонам.

Если заданный вариационный ряд был разбит на части 
по принципу равночисленных зон, и оценке были подверг­
нуты в с е  без исключения варианты этого ряда, то коли­
чество индивидуумов, попавших в границы каждой отдель­
ной зоны нам очевидно всегда будет известно заранее. Но 
при разбивке этого же ряда по принципу равномерных 
зон или при оценке равночисленными зонами только какой- 
либо составной ч а с т и  всего обследованного коллектива

мы не сможем уже точно 
предугадать характер рас­
пределения конечных ре­
зультатов такой оценки 
по отдельным зонам и вы­
нуждены будем прибег­
нуть для этого к допол­
нительным вычислениям.

Пусть, например, в результате какого-либо психотехни­
ческого испытания мы получили вариационный ряд, гисто­
грамма которого представлена на черт. 80. Для данного 
ряда М =  15, a ar =  - t 6  (этими данными мы. уже пользова­
лись однажды в гл. XIII на стр. 131). При разбивке этого 
ряда на 5 равномерных оценочных зон получим 4 их гра­
ницы в точках:

3, 11, 19 и 27,

из которых первая (3) выходит здесь за пределы фактиче­
ского варьирования (от б до 30).

В виду явной ассиметрии заданного ряда, в центральную 
зону балла 3 здесь уже не попадет 50% всех вариант, как 
это наблюдалось бы при строго нормальном их распределе­
нии, точно также, как и в соседних зонах 2 и 4 не ока­

Черт. 80.

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВАРИАНТ ПО ОЦЕНОЧНЫМ ЗОНАМ 1 5 3

жется уже по 22,73%. а в самых крайних (1 и 5) — по 
2,27% *). В частности, например, в крайнюю слева зону 
балла 1 здесь вовсе не попадет ни одной варианты.

Принимая во внимание эти своеобразные (характерные 
только для данного теста) условия распределения, предста­
вляется весьма интересным определить фактическое коли­
чество вариант, заключающихся внутри границ каждой 
отдельной оценочной зоны. Сделать это можно либо только 
графическим способом, либо путем дополнительных (уточ­
няющих) вычислений по

ioo-
Вычертив интеграль- ао- 9 0 ,

ную кривую заданного ю . У” --- ->•4-
ряда, пометим на оси оо- 
абсцисс четыре грани- so~ *гО,

i f

цы  наших 5-ти оценоч- ъо_ ............. ■ т — — V'
ных зон (снизу), а свер- 2 0- А ;
х у ,  для ясности, обоз- 10~ К f к . g .
начим дугами на той г  1 /Г 7 7 ГГ " г  ■ T f n15 20

© © © ® ®
Черт. 81.

же оси (буквой k ) так­
же и все классовые 
границы первоначально 
заданного ряда (см. 
черт. 81).

В интервал фактического варьирования (от 6 до 30) 
здесь попали только 3 зональные границы, соответствующие 
по горизонтальному масштабу точкам 11, 19 и 27.

Для определения процентного количества вариант, попав­
ших в каждую отдельную зону, из этих точек следует вос­
ставить перпендикуляры до интегральной кривой и через 
соответствующие точки пересечения провести три горизон­
тальные прямые вправо до пересечения с максимальной 
ординатой ( А Е )  этой кривой в точках В,  С  и D  **). Тогда 
величина полученных здесь отрезков этой максимальной

*) См. гл. XII, стр. 123.
**) Т. е. выполнить построение как раз обратное тому, которым мы 

пользовались при разбивке р iда на равночисленные оценочные зоны, с той 
лишь разницей, что теперь на равные части у нас разбита ось абсцисс, 
а ранее мы разделяли на ра ные же части максимальную ординату инте­
гральной кривой (см. стр. 126).



154 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАординаты А В , ВС, C D  и D E  в единицах того же самого вертикального масштаба и укажет нам количество вариант, попавших в каждую отдельную зону. Измерив эги отрезки мы без труда убедимся в том, что в зону балла:5 (отрезок ED) попадет приблизительно 5 вариант4 ( „ D C)  „ 223 ( „ СВ) 402 ( „ ВА) 33 „Описанный здесь графический способ решения этой задачи является, очевидно, невполне точным.По аналогии с формулой для определения точного поло­жения зональной гра-1СО~
9 0 -  
80 - 
70  -  6С>- 
50-  
Чо-
30go— 10- 
О

ч</

ницы (см. стр. 127):

is—Т f ? - | I H  I t I
i 45  J £ 0

Черт. 82.

25

h =  Aj +

мы можем воспользо­ваться здесь обратной формулой, позволяю­щей вычислять отсе­каемую от интеграль­ной кривой высоту Л. соответствующую дан­ной границе £.
O r- *У> <ла - ^ )  

кЭта величина Л и будет в наших условиях обозначать количество вариант, расположенных в заданном ряду слева от границы g  (т. е. по величине своей меньших числового значения этой границы).Здесь, как и раньше, через 1/, обозначена ближайшая к g  левая классовая граница, через hl высота интегральной кривой в точке 1% через А2— высота этой кривой в сосед­ней справа классовой границе V 2 (она в формулу не входит), а через А — как всегда, классовый промежуток.Пусть, например, мы пожелали бы вычислить по этой формуле количество вариант, расположенных в заданном ряду слева от границы £ = 1 9  (см. черт. 82).
*) См. гл. X и XI.

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВАРИАНТ ПО ОЦЕНОЧНЫМ ЗОНАМ 155Здесь ближайшая слева о т £  классовая граница V 1 соот­ветствует по горизонтальному масштабу точке 18, а бли­жайшая справа V2 — точке 24. Высота интегральной кривой в точке V n т. е. h ^ W ,  а в точке V 2, т. е. А2 =  90. Клас­совый промежуток А (расстояние от Р , до V2) здесь— 6. Итак, для нашего примера:
£ =  19 Aj =  70
И, =  18 А2 =  90Подставляя эти данные в указанную выше формулу для вычисления высоты интегральной кривой в точке g, получим'

h — h. -j- V,)(Aa
к

к ,).. =  70 _L  (1 9 -  18) ( 9 0 - 70) =  73 з

Следовательно зональная граница £  =  19 слева от себя отсекает в заданном ряду приблизительно 73 варианты из общего их числа я = 1 0 0  (т. е. 73,3%).Выполнив аналогичные вычисления для всех зональных границ, получим следующие результаты:для границы £ = 2 7  высота А =  95,0 » £ = 1 9  „ А =  73,3и „ £ = Н  „ А =  33,3 *).Полученные здесь высоты А определяют лишь расстоя­ние соответствующих точек 
D, С  и В  о т  н и ж н е й  точки 
А  (см. черт. 83). Размер же интересующих нас отдельных участков ЕЛ), D C , СВ  и ВА (пропорциональных количеству вариант, получивших оценку баллами 5, 4, 3 и 2) может быть найден для каждого отрезка путем вычитания. Так, напри- Черт. 83.мер, в отрезке С В  верхняяего точка С  имеет высоту А =  73,3, а для нижней точки В  ее высота А =  33,3. Общую же длину этого

*) Очевидно в применении к границе g — U  величина А, =  0, а для 
границы g  =  27 величина А„ =  100.



156 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАотрезка СВ  мы и получим здесь очевидно путем вычита­ния 33,3 из 73,3: 73,3 — 33,3 =  40,Выполнив аналогичные вычисления для всех 4-х отрез­ков, найдем, чтс:длина отрезка E D равна 100,0 — 95,0 =  5,0
п *» D C 7> 95,0 -  73,3 -— 21,7
V  м СВ и 73,3 — 33,3 =  40,0
Г) »* ВА - 33,3 — 0 =  33,3Отсюда видно, что в заданном ряду оценку:баллом 5 получат 5 вариант

V 4 22
п 3 .. 402 п 33♦» 1 п 03 данном случае (при п =  100) эти абсолютные числа очевидно являются вместе с тем также и процентными.При ином же количе­стве измерений каж­дое из этих чисел мож­но выразить в % %  от 

п посредством обыч­ных вычислений (пом­ножить на 100 и раз­делить на и).Если выяснение ко­личества вариант, по­падающих в отдельные зоны, производилось исключительно графическим способом, то это конечное пе­речисление в °/о°/о можно выполнить также путем очень несложного дополнительного построения.Пусть, например, границы 5 равночисленных оценочных зон были установлены на обширном материале, скажем в 2.000 человек, а оценке подвергается лишь ничтожная часть этого материала, например только 85 человек. Построив интегральную кривую только для этих 85 оцениваемых

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВАРИАНТ ПО ОЦЕНОЧНЫМ ЗОНАМ 157вариант и пометив на оси абсцисс границы всех зон, уста­новленных на полном материале в 2.000 человек, выполним обычные только что описанные построения, указанные сплошными линиями на черт. 84. Далее продолжим вправо (см. пунктир) нее горизонтальные линии, которыми мы раз­делили на части наибольшую ординату интегральной кри­вой. Приложив наклонно к этим прямым заранее загото­вленную линейку, разделенную на 100 каких-либо равных частей, мы и получим возможность измерить все 5 интере­сующих нас отрезков в процентах от я — 85. В данном случае, следовательно, в зону балла:5 попало 10% вариант4 .  30% .3 * 30%2 .  20%  ,

' 1 ,  Ю % »Определив тем или иным способом абсолютное или про­центное количество вариант, попавших в каждую отдельную оценочную зону, мы можем, далее, выразить результат такого подсчета в обычной графической форме, изобразив это распределение вариант по зонам в виде соответствую­щей гистограммы (подобно гистограмме распределения вариант по классам их первичной разбивки).Если все оценочные зоны имели одинаковую ширину, то вычерчивание такой гистограммы очевидно не может встретить никаких затруднений. Покажем, как выполнить это построение в применении к зонам различной ширины.Пусть, например, нам стало известно, что в границы зоны:
ОТ 30 до 28 попало 4 варианты (2%)в 28 „ 24 32 (16%)
в 24 „ 14 „ 120 (60%)
п Н  „ 8 „ 36 (18%)
» 8  „ 4 * 8 • .  (4%)-Здесь эти зоны имеют различную ширину (4, 6, 10, 4 ,  2), что уже лишает нас права строить соответствующие им отдельные столбики гистограммы, просто откладывая их высоту пропорционально частотам: 8, 36, 120, 32 и 4.



158 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАВ самом деле, при построении гистограммы каждая частота р  изображается на чертеже площадью соответствую­щего столбика, зависящей, очевидно, как от его высоты1 так и от ширины. Ранее, когда ширина всех столбиков была у нас совершенно одинаковой (равной классовому про­межутку &), эта площадь зависела только от высоты стол­бика, которую мы и откладывали на гистограмме, руковод­ствуясь величиною соответствующей частоты р ■ Теперь этого делать уже нельзя, и при построении каждого отдельного столбика нам придется наряду с изображаемой им часто­той р учесть также и переменную ш и р и н у  соответствую- № щей оценочной зоны L.  Та­ким образом в этом общем случае высоту каждого столбика Н  следует вычи­слять по формуле:
Черт. 85.

/ /  =
/.'■В применении, например, к центральной оценочной зоне (от 14 до 24), в границы которой по условию попало 120 вариант, мы будем иметь:

L =  24— 14 =  10 р — 120.Следовательно высота соответствующего столбика;// _  Р — jjQ — 12 единиц условного вертикального масштаба.Выполнив аналогичные вычисления для всех 5-ти оце­ночных зон, получим:для зоны от 30 до 28 высота столбика Н  =  2 .  „ „ 28 „ 24 „ „ Н — 8.  „ .  24 . 14 .  .  12„ " - 14 „ 8 „ * Н = *  Ь,  „ 8 .  4 „ .  Н — 2. .Построенная по этим данным гистограмма представлена на черт. 85. Здесь слева указан условный вертикальный масштаб, а цифрами над столбиками помечено количество вариант, попавших в отдельные оценочные зоны.

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВАРИАНТ ПО ОЦЕНОЧНЫМ ЗОНАМ 159Непосредственным вычислением легко проверить, что площади этих столбиков пропорциональны здесь частогам- 8, 36, 120, 32 и 4, что и соответствует нашему заданию.Подобные вычисления значительно упрощаются в том частном случае, когда отдельные зоны оказываются в д в о е  шире или уже остальных. Так, например, при вычерчивании гистограммы распределения отдельных оценок по 7-ми Мар- тиновским зонам *) можно пользоваться обычным верти­кальным масштабом и лишь при построении столбиков для зон — В  и --f- В (вдвое более узких) просто откладывать кверху соответствующую им высоту д в а ж д ы .Пусть, например, при обследовании какой-либо группы детей оказалось, что в зону:
D  попало 0°/о всех вариант+  С  - 5%  „

+  В  „ . — 5% .
А „ —  20% .

- В  „ — 15°/0 ,~  С  „ 35% .
- О  „ 20% .

При построении соответствующей этому случаю гисто­граммы (см. черт. 86) мы должны все столбики, включая и крайние, сделать одинаковой ширины, кроме двух поло­сок для зон — В  и +  В, которые будут здесь вдвое уже. Высоту всех этих столбиков мы откладываем по вертикаль­ному масштабу, указанному на чертеже слева, но столбики 
~ В  и 4 - 5  делаем вдвое выше (вместо 15 строим 30, а вместо 5 берем 10) так как по своей ширине они вдвое уже



160 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАостальных. При этих условиях площади всех наших столби­ков и окажутся пропорциональными заданным числам:20, 35, 15, 20, 5, 5 и 0,что нетрудно проверить, подсчитав число клеток внутри каждого отдельного столбика на черт. 86.Приведенная здесь гистограмма наглядно показывает, что обследованный коллектив представляет собой отсталую группу (по сравнению с той массой, на которой был выра­ботан самый критерий этой оценки).На черт. 87 эта гистограмма дана в сопоставлении с кри­вой нормального распределения (для всех 2.000 вариант), в которой центральная точка М  расположена в середине зоны А,  за а принята ширина этой зоны А  (или зон С  и D,  что все равно), а п взято равным фактическому числу вари- нат (ЮС), составляющих заданный ряд. Таким образом при вычислении наибольшей высоты кривой нормального рас­пределения по формуле:
// _  °'4 кп *)мы здесь приняли k =  з, а и =  100, откуда:Я  =  0,4-/г =  40.Остальные ординаты вычислены по общим правилам.

XVI. Децисигмальная оценка и перце нтиляж.Количественная характеристика индивидуальных откло­нений от условной „нормы-, получаемая в результате раз­бивки материала на те или иные зоны, как показывает опыт, обычно обеспечивает уже вполне достаточную в практи­ческом отношении точность такой оценки. Однако для одновременной характеристики индивидуума по совокупности нескольких признаков (например, по ряду антропометри­ческих признаков или по нескольким психотехническим ис­пытаниям одновременно) такая приближенная оценка этих признаков, в виду необходимости дальнейшей их суммации, оказывается все же не достаточно еще дифференцированной. В самом деле, вычисляя, например, средний балл по резуль-
*) См. стр. 22.

ДЕЦИСИГМАЛЬНАЯ ОЦЕНКА И ПЕРЦЕНТИЛЯЖ 161тэтам разбивки одного признака на те или иные оценочные зоны, мы смело можем пренебречь той неизбежной неточ­ностью, которая вкрадывается в наши вычисления в силу неопределенности этой оценки внутри отдельных зон(от—до), так как такая неточность всегда может быть (и бывает) компенсирована достаточно большим числом измерений или наблюдений. Но при выводе средней оценки для каждого отдельного индивидуума по нескольким характеризующим его признакам одновременно (см. дальше гл. XIX) мы рискуем получить в результате неопределенно крупную ошибку вследствие того, что общее количество совместно учиты­ваемых при этом моментов чаще всего бывает весьма огра­ниченным и во всяком случае не поддается произвольному увеличению.Эти соображения побуждают нас в некоторых случаях уточнить зональную разбивку путем увеличения общего ко­личества оценочных зон и соответственного уменьшения расстояния между их границами. При этом, как показывает практика, равномерные (сигмальные) зоны достаточно бы­вает сузить до Vю о, а при разбивке материала по принципу равночисленных зон — принять их количество =  100. В первом случае мы̂  получим оценку, могущую быть названной „деци- сигмальной*, а во втором — способ разбивки назоны, назы-' ваемый иногда „перцентиляжем- (от слова „перцентиль-, которым обозначаются участки гистограммы при разбивке ее площади на 100 равных частей). Само собой разумеется, что все соображения, высказанные о равномерных и равно­численных оценочных зонах в главе XIII, в то же самое время относятся и к более дифференцированным способам коли­чественной характеристики индивидуальных вариант посред­ством их децисигмальной оценки и перцентиляжа.Децисигмальные отклонения отдельных вариант V  от среднего арифметического М  вычисляются по формуле:
) Если по самому смыслу вопроса качество вариант повышается вместе 

с понижением выражающих это качество чисел, то децисигмальная оценка 
вычисляется по формуле:

Вариацвсвяа* ст&тсо п



1 6 2 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКА.причем эту величину d достаточно определять лишь в целых числах отбрасывая все десятичные знаки после запяток по существующим для этого правилам. Пусть, например, пои Ж = 1 0  и а =  + 3  мы захотели бы д а т ь  децисигмальную оценку отдельной варианты V — 5. Подставляя эти данные в указанную выше формулу, получим:
d =  ю (5+ ^ ) =  - 1 6,67или окончательно (после округления).

d =  — 17.Полученный результат оценки показывает, что заданная варианта (5) меньше среднего арифметического М  (знак ) на 17 десятых долей о (т. е. на 1,7 о).Такое отклонение (почти на 2 а) очевидно при всех кри­териях оценки можно считать б о л ь ш и м ,  и заданную ва­рианту ( V  =  5) в этом примере мы должны отнести к кате­гории о ч е н ь  м а л ы х  (или очень п л о х и х ,  в зависимостиот смысла оценки).Вообще конечная интерпретация децисигмальных оце­нок (d) зависит от соображений, изложенных выше в при­менении к равномерным оценочным зонам (см. гл. XII). 1ак, в частности, при разбивке материала всего лишь на 3 зоны, соответствующие понятиям: малый, средний и большой (или плохой, средний и хороший), условная „норма* будет лежать в пределах о т — 10 д о +  10 децисигм (т. е. от по Af-4-oV при разбивке этого же материала на 5 равно­м ерны ! оценочных зон такая „норма* будет заключатьсяв несколько более съуженных пределах: о т _ 6  * °  +  Ь де цисигм (от Ж - % *  до М  +  % а) и т .д . (см. гл. XII). Макси­мальные же пределы варьирования децисигмальных оценок при нормальном распределении будут ограничены значе­ниями d о т - 3 0  д о +  30 или в расчете на ассиметрию и эксцесс — в пределах о т — 40 д о +  40 децисигм.Если в заданном ряду повторяется ограниченное (неболь­шое) количество отдельных значений V,  то для каждого из них удобно заранее вычислить соответствующую децисиг­мальную оценку d и по этим данным составить оценочнуютаблицу.

ДЕЦИ С И ГМАЛЬНАЯ ОЦЕНКА И ПЕРЦЕНТИЛЯЖ 163Пусть, например, в результате какого-либоческого испытания, состоящего в выполнении, 20-ти заданных операций, оказалось, что: психотехни-скажем,
15 операций (75°,14 .. (70%)13 Г (65%)12 » (60%)11 „ (55«>Ю 9

/о)

/с)(50%)(45%)

/выполнил 1 ,  9„ 4570 45„ 9;  1

человек

Приняв за варианты V  эти процентные количества пра­вильно выполненных, заданий, получим следующий вариа­ционный ряд: F
варианта V  =  75 имеет частоту р =  1И = 7 0

V  — 65 1/=60 П== 55 1/=50 
V — 45

Р =  9 
р — 45 
р  =  7 0 
р=>  45 
Р =  9 
Р =  1Для этого ряда Ж =  60 и а =  +  5, в чем нетрудно убе­диться, выполнив соответствующие вычисления по способу сумм (при k =  5). У

В заданном ряду встречается лишь 7 различных значений вариант 1/ (от 75 до 45 с промежутками в 5%). Вычислим* ц е н к у Т ° Г0' И3 НИХ С° 0ТВеТСТВ^ ю Децисигмальную Для самого большего значения V  — 75-

‘г = 10 (+ —) = + 30.Для следующего значения V  — 70:1 п t ^  — 60 \ . _10 \ г  / =  +  20 и т. д.
И *



164 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКА

Нетрудно убедиться в том, что:для \/ =  65 оценка d =  -}-10 „ 1̂  =  60 ,  d =  0„ V  =  55 ,  Л = - Ю,  ^ = 5 0  ,  d =  20„ V  =  45 ,  d =  30.Так как в заданном ряду встречаются только эти 7 зна­чений V, то для производства оценки всех 180 вариант удобно заранее составить специальную оценочную таблицу, которой в данном случае мы можем придать следующий вид.В этой таблице слева выписаны все 7 могущих встретиться значений наших ва­риант V , а справа дана их децисигмальная оценка d.Проглядывая числа столбца d, мы за­мечаем, что они отличаются друг от друга на постоянную величину (в данном частном, случае на 10 децисигм). Обозначив эту по­стоянную разницу между числами d через д  (дельта), а постоянную же разницу между соседними значениями самих вариант V  по аналогии с классовым промежутком чере. 
k, будем иметь следующее соотношение между Д  и k:

V d

75 +  30

70 +  20

65 +  10

60 0

55 -  10

50 — 20

UL -  30

Д  =  10В нашем примере k =  5 и о =
д =  10т

: 5 ,следовательно: 
=  10,что и оправдывается на числах нашего примера.Существование постоянной разницы Д  между отдельными децисигмальными отклонениями d в некоторых случаях мо­жет в значительной степени облегчить работу по составле­нию такой оценочной таблицы. Вместо того, чтобы для всех последовательных значений V  вычислять соответствующие им оценки d по формуле:

V —M

ДЕЦИСИГМАЛЬНАЯ ОЦЕНКА И ПЕРЦЕНТИЛЯЖ 165мы можем определить d только для двух крайних значе­нии V  (самого большого и самого малого), а все промежу­точные числа столбца d получить просто путем последова­тельного прибавления постоянной разности:Д  =  10-*-а

к наименьшему значению 1/ или путем вычитания Д  из наи­большего значения V.Пусть, например, требуется составить децисигмальную оценочную таблицу для поперечного диаметра головы маль­чиков в возрасте от 12 до 13 лет по данным:
М  =  15,09 см а =  +  0,56 см.Допустим, что измерения этого диаметра производятся с точностью до полусантиметра, и что в этом возрасте диа­метр головы колеблется приблизительно в пределах от 17 до 13 см *).Вычислим, прежде всего, децисигмальные оценки d  для двух крайних значений V.Для наибольшего значения V  = 1 7  будем иметь:

d — 10 17— 15,09 \ 
0,56 / + 3 4 ,1 1 ,а для наименьшего значения V  — 13-10 13 - 15,09 

0,56 ) = — 37,32.° б а  эти значения d  мы пока не будем округлять (по- редством отбрасывания 2-х лишних знаков после запятой) очно также вычислим с достаточным (тем же самым) числом знаков и постоянную разницу:
д  =  10ж 1 = 8-93-При этих условиях все остальные значения d можно опре- делить путем последовательного вычитания Д  =  8 93 из наибольшего значения d =  -\- 34,11.

*) Если эти эмпирические пределы варьирования заранее неизвестны 
б*изительно;ЛОЖеНИИ Н° РМаЛЬНОГО Определения, ИХ легко определить при-

от М  3 а =  16,77 до М  — 3 а =  13,41.



166 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАВычитая из 34,11 в первый раз эту величину 8,93, получим: 34,11 — 8,93 =  +  25,18.Вычитая во второй раз эту же величину 8,93. но теперь- уже не из +  34,11, а из только что полученного числа +  25,18, будем иметь:w 25,18 — 8,93 =  + 1 6 ,2 5 .После следующего вычитания получим:16,25 — 8,93 =  +  7,32.Поступая также и дальше, найдем следующий ряд посте­пенно уменьшающихся чисел d (см. таблицу).Эти числа, очевидно, и предста­вляют собой искомые децисигмальные оценки, соответствующие 9-ти отдель­ным значениям заданных вариант У (от 17 до 13 через каждые 7г см), ко­торые здесь выписаны слейн от своих оценок.Последнюю (самую нижнюю) оцен­
ку d =  — 37,33 легко можно прове­рить по следующей контрольной фор муле:

db —  da А+где через db обозначена самая ниж­няя проверяемая оценка наименьшей варианты (у нас — 37,33), через da самая верхняя оценка наибольшей варианты (у н ас+  34,11), через N — общее количество выпол­ненных нами последовательных вычитаний (в данном слу­чае, следовательно, 8), а через Д  — вычисленная ранее по­стоянная разность между двумя соседними оценками (8,93). Итак в нашем примере:
db =  34,11 — 8-8,93 =  — 37,33,что мы и получили в действительности.Эта вычисленная нами оценка наименьшей варианты, ока­завшаяся равной — 37,33, несколько не совпала с ранее по-

У d

17 +  34,11

16,5 +  25,18

16 +  16,25

15,5 +  7,32

15 -  1,61

14,5 10,54

14 — 19,47_
*13,5 ; — 28,40

13 — 37,33

ДЕЦИСИГМАЛЬНАЯ ОЦЕНКА И ПЕРЦЕНТИЛЯЖ 167лученным ее по формуле: значением, вычисленным непосредственно
d =  10 (?— ■) =  — 37,32.Эта разница (в сотых долях) легко объясняется здесь той неизбежной неточностью, с которой мы вычислили самую разницу д. Отбросив у д  = 8 ,9 3  третий и все последующие знаки после запятой, мы вычитали далее эту невполне точ­ную величину 8 раз подряд и естественно накопили в ко­нечном итоге некоторую ошибку, которая и сказалась здесь на 2-м знаке. Если бы это вычитание пришлось выполнять не 8 раз, а много больше (напр. 40 раз), то накапливаю­щаяся в одном и том же направлении ошибка могла бы исказить наш конечный результат даже и в первом знаке после запятой, но целое число децисигм все же от этого, очевидно, не пострадало бы вовсе.

1 11U « v A o - i u u t J u  т ю х  пранее два запасные знака, которые теперь (в конце вычислений) можно отбросить, округлив все оценки d до целых чисел,В результате получим следующую окон­чательную оценочную таблицу:Представим себе теперь, что подлежа­щие нашей оценке варианты V  могут при-, внимать не только целые (или целые с по­ловинами, как в последнем примере), но какие угодно промежуточные значения.В этом случае оценочная таблица оказалась бы слишком громоздкой, и пользоваться ею было бы неудобно.Пусть, например, при М —20 и о =  +  1,5 отдельные варианты V  были измерены с точностью до десятых долей соответствую­щей единицы (сантиметра, килограмма и т. д.), причем фактически они варьировали приблизительно в пределах от 25 до 15.1 ак как в числе вариант, подлежащих- нашей оценке, могут встретиться любые промежуточные их значения (напр. 16,8 или 19,3), то всего таких различных значений V  в указан­ном интервале окажется около 100. Само собой разумеется

V d

17 34

16,5 +  25

16 +  16

15,5 +  8

15 —  2

14,5 -  11

14 19

13,5 - 2 8

13 — 37



168 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАчто оценочная таблица, состоящая из 100 строчек, являлась бы слишком громоздкой.Составим по этим данным „оценочный график , пред­ставляющий собой вычерченный на листе миллиметровой бумаги прямоугольник высотой, например, в 6 см, а шири­ной около 10 см (см. черт. 88, уменьш. в I 1/* раза).Ширина этого графика определяется здесь количеством подлежащих оценке отдельных значений вариант V  из расчета 1 мм на каждое такое значение (100 м м = \ 0  см), по высоте же такой график удобно делать в 6 см для того, чтобы при размахе колебаний отдельных вариант V  в обеность каждую децисигму при­равнять 1 мм.На этом гра­фике по гори- зонтальномуна- правлению мы будем отклады­вать варианты 
V, а по верти­кальному — их д е ц и си гм а л ь - ные оценки d.Начертив такой прямоугольник и проставив у нижней его стороны и с боков масштабные цифры, как это пока- .зано на черт. 88, мы должны далее провести наклонную прямую линию АВ,  определяющую искомую зависимость между различными значениями V  и их децисигмальными оцен­ками d. Делается это так:Вычислим два значения V, соответствующие предельным отклонениям в За от М  (т. е. значениям d, равным + 3 0  и — 30 децисигм) *)Л4 +  Зо =  20 +  3*1,5 =  24,5 

М  — Зс==20 — 3 - 1 ,5 =  15,5.
*) В расчете на размах колебаний этих вариант в обе стороны от М  

на 4 сигмы (а всего стало быть на 8<з) высота оценочного графика должна 
быть сделана равной 8 см  (80 мм).

ДЕЦИСИГМАЛЬНАЯ ОЦЕНКА И ПЕРЦЕНТИЛЯЖ 169Первому из этих значений варианты V  будет соответ­ствовать на нашем графике точка А  (для нее V = 2 4 5  
a d =  +  30), второму же значению V  — точка В  (для кото­рой V  — 15,5 a d — — 30). Через эти две точки мы и про­ведем по линейке прямую АВ,  которая, очевидно, должна пройти также и через точку С. В этой точке цересекаются горизонтальная прямая, для которой d — 0, и вертикаль, проходящая через точку М ,  соответствующую среднему арифметическому данного признака (см. черт. 88). Обяза­тельное прохождение прямой А В  через точку С  служит проверкой правильности построения оценочного графика.При оценке каждой отдельной варианты мы должны отыскать по нижнему масштабу соответствующую ей точку V  (пусть, например, У  = 2 2 ,4 ), мысленно восставить из нее перпендикуляр (что легко сделать по направлению клеток миллиметровой бумаги) и через точку D  пересечения этого перпендикуляра с наклонной прямой АВ  мысленно же про­вести горизонтальную прямую вправо или влево (куда удоб­нее) до соответствующего края графика (обе эти линии на черт. 88 проведены пунктиром). Положение конечной точки Е  этой горизонтальной прямой и определит по вер­тикальному масштабу края графика искомую децисигмаль- ную оценку нашей варианты V. В данном случае для V  =  

=  22,4 оценка d =  +  16.Тот же самый результат мы получили бы, очевидно, и по формуле:
" = ‘ 0 ( ~ H o P i + )  =  +  .6 .но вычислять эти оценки конечно труднее, чем определять их с помощью графика.При оценке отдельных вариант по принципу перценти- ляжа следовало бы разбить предварительно заданный ряд (гистограмму) на 100 равновеликих участков (перцентилей) подобно тому как это мы делали при разбивке ряда на 4 части для определения квартиля Q  (см. гл. XI). Отсчи­тав затем слеза - направо порядковый номер того перцен­тиля, в котором оказалась оцениваемая варианта V, мы и получим ее „перцентилярную- оценку. Таким образом при .данном способе оценки единичных вариант V  мы



170 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАв сущности определяем ничто иное, как процентное коли­чество тех вариант (из общего их числа я), которые по своей величине оказываются м е н ь ш е  данной варианты V, т. е. на гистограмме отмечаются л е в е е  ее. Отсюда ясно, что перцентилярная оценка, оказавшаяся равной 50, соответ­ствует медиане ряда (Med),  так как медиана как раз и пред­ставляет собой границу, отсекающую слева от себя 50 /е всей площади данной гистограммы.Однако действительная разбивка гистограмм на 100 таких тонких полосок конечно не является необходимой. Перцен- тилярную оценку всегда можно выполнить графическим путем, подобно тому как это мы делали при определении

процентного количества вариант, попавших в границы отдельных оценочных зон (см. гл. X V ).Пусть, например, имеем вариационный ряд, гистограмма которого вместе с соответствующей интегральной кривой представлена на черт. 89.Здесь подлежащие нашей оценке отдельные значения вариант V  колеблются в пределах от 2 до 8. Зададимся целью определить перцентилярные оценки, например, для всех ц е л ы х  значений этих вариант:2, 3, 4, 5, 6, 7 и 8.Для этого следует из всех точек, соответствующих по горизонтальному масштабу заданным вариантам (см. черт. 9U), восставить ряд перпендикуляров до пересечения их с инте­гральной кривой и через эти точки пересечения провести ряд прямых, параллельных горизонтальной оси, как этопоказано на черт. 90.

ДЕЦИСИГМАЛЬНАЯ ОЦЕНКА И ПЕРЦЕНТИЛЯЖ 171Далее, поставив наклонно линейку, разделенную на 100 равных частей (например миллиметров), следует заме­ти ; ь на ней те точки, в которых проведенные на черт. 90 горизонтальные линии пересекаются с краем линейки. Эти точки в масштабе самой линейки и определяют перценти­лярные оценки соответствующих вариант.Так, например, перпендикуляр, восставленный из точки, соответствующей варианте V  = 7  (см. черт. 90), после пере­сечения с интегральной кривой (в ее участке между циф­рами 64 и 80) направляется вправо и пересекает наклонно поставленную линейку в точке, соответствующей 90-му делению ее масштаба. Следовательно, перцентилярная оценка варианты V — 7 в условиях нашего примера =  90.Из того же чертежа 90 нетрудно видеть, например, что для варианты V  =  6 ее перцентилярная оценка =  80, для варианты V = 3  перц. оц. =  10 и т. д.Наклонную линейку, по которой производится оконча­тельный отсчет перцентилярных оценок, следует ставить на чертеже так, чтобы нулевое деление этой линейки при­шлось где-либо на горизонтальной оси чертежа, а верхнее (сотое) ее ^деление — на продолжении самой верхней гори­зонтальной прямой, проведенной через крайнюю (самую высокую) точку интегральной кривой.При интерпретации перцентилярны* оценок вопрос о „норме" решается также в соответствии с соображениями, изложенными выше в применении к равночисленным оце­ночным зонам. Чаще всего за такую норму принимают все значения перцентилярных оценок в пределах от 25 до 75 (что дает 50% вариант в „норме"). При желании выделить нормой лишь 40% общего числа всех вариант, за границы этой нормы следует принять 30-й и 70-й перцентили и т д (см. гл. XII).Вообще при интерпретации перцентилярных оценок полезно иметь в виду, что оценки эти представляют собой НИЧ10 иное, как п о р я д к о в ы е  н о м е р а  соответствующих вариант при условии, что все эти варианты были располо­жены в возрастающий ряд, а всего их было взято 100 (если бы мы имели не 100, а 200 вариант, то, например, порядковый № 30 соответствовал бы перцентилярной оценке =  35 и т. д.).



172 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАНаряду с децисигмальной оценкой и перцентиляжем иногда применяются также и другие способы числовой характеристики отдельных вариант V, в которых, например, отклонения этих вариант выражаются также в децисигмах, но отсчет производится не от среднего арифметического М , а от моды М о, или, в другом случае, оцениваемая варианта определяется в процентах от среднего арифметического М . Первый из этих способов по своей технике вполне анало­гичен описанному выше методу обычной децисигмальной оценки, а второй сводится к простому вычислению про­центов.Полезно запомнить, что в этом последнем случае середина „нормы" соответствует 109%. а числовые значения отдель­ных оценок колеблются в обе стороны от 100 в некоторых вообще говоря неопределенных пределах *).
XVII. Индивидуальный профиль и оценочный!

трафарет.Представим себе, что достаточно большая и вполне одно­родная группа индивидуумов была подвергнута какому-нибудь обследованию или испытанию по нескольким (напр. по пяти) отдельным признакам, которые мы условно обозначим здесь буквами: А, В, С , D  и Е. Этими признаками могут служить, например, те или иные размеры тела, числовые результаты различных психотехнических испытаний и проч. Допустим, далее, что для всей массы этих объектов исследования по каждому из этих пяти варьирующих признаков было вычи­слено среднее арифметическое М  и среднее квадратическое отклонение а, причем оказалось, что:для признака А М  = 15 о — +  4
п V В 14 = 6 а =  +  2я я С 14 = 8 а =  +  3
п » D 14 = 3 а =  +  2
п п Е м  = 22 а =  + 5

'*) Средние пределы колебаний таких процентных оценок (их о) опре­
деляются величиной вариационного коэффициента (и )  данного признака.

____ •___ и НДИБИ ДУАЛЬНЫЙ

Для признака Для признака
А: В:

ПРОФИЛЬ и ОЦЕНОЧНЫЙ ТРАФАРЕТ 1 7 3
Для признака Для признака п«ли признака Для признака

27 +30

26 +28

32 | +30 
11,5 I +28

11

10,5

+25

+23

19

18

+  5+  3
14

10 -1 3

—20
-2 8

-30

8,5

7,5

6,5

5,5

4,5

28

27 | +10

3,5

2,5

—  8
-1 5

5 ! 2Z +  43 I 23 +  2

1 22 0

1 21

20 _  4 |

19 -  6 1

18 -  8 |

17 —10 f

16 —12 1

15 -1 4  I

14 -1 6  I

13 -1 8  1

12 -  20

11 —22 |

А -2 4

9 -2 6  I

8 А
7 -30 1
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ЦИСГ Г " “ “предыдущей странице (1/3). предположении, чтоЭти таблицы составлены здесь.в  ̂  ̂ ^  ^признаки А,  В, С  и D  м0^  льН0 от М  — За до М + 33)’ предельно (фактически пр колебаниях максимальныма “ Гсь предполагается, ятопределом У - 30. Р  ̂ £  имаЮТ только целые значе-г г ;:: в . о »«*«««.«™чиостью д°wсоответствующих единиц. таблицы (или соот-Имея в своем распоряжений т ак и е^  ^  охаракте.

s = - s = w . r
т г 11по признаку А:

В:
С:» ”.  - »
Е:

V = l l
V  =  7V  =  2V  =  5 
У =  22.Оценивая эти яастиме t* " eцам, мы непосредственно получаем ихоценки d. Нетрудно убедиться в том. что. ______для приэнака Л варианта V - U  -л у ч а е т  оценку d -  g

в и 7 ’’ d =  -2 0
С . d =  +  I0
D  г V  ~ Л

У =  22 <7 = 0
Эти пить оценок <7, представитьиндивидууму, удоон , постооим масштабную

Кз=г-угольник. С°3десь Щ

I Z Z I Z V ™ » c e L  указан децисигмальны* масштаб

ИНДИВИДУАЛЬНЫЙ ПРОФИЛЬ И ОЦЕНОЧНЫЙ ТРАФАРЕТ 175(от + 3 0  до — 30). Отложив d =  — 10 по вертикали А,  
d — -\-b по следующей справа вертикали В  и т. д., мы на­метим на сетке пять точек, соответствующих вычисленным выше значениям d. С о ­единив эти точки отрез­ками прямой, как это показано на черт. 91, мы и получим харак­теризующую данного индивидуума ломаную линию, н азы ваем ую  обычно „индивидуаль­ным профилем".Положение и фор­ма такого профиля с чрезвычайной нагляд­ностью и вполне достаточной точностью позволяют судить об относительной величине всех оцениваемых признаков. •В данном случае, например, весь профиль в целом лежит несколько ниже средней линии, соответствующей оценке 7̂ =  0, что указывает на результаты испытания или измере­ния, в общем не достигающие относительной „нормы" (малые размеры тела, плохие результаты психотехнического испы­тания и проч.). Кроме того данный профиль имеет ярко выраженную зигзагообразную форму (сильную разбросан­ность определяющих его точек), что свидетельствует о не­однородности в проявлениях этих пяти признаков (непро­порциональное развитие отдельных частей тела или разно­образие результатов испытания по отдельным тестам).В целях упрощения техники построения большего коли­чества таких индивидуальных профилей можно на самой сетке или на отдельном масштабном „трафарете" заранее нанести деления, соответствующие числовым результатам отдельных измерений, вследствие чего при построении про­филя совершенно отпадает надобность в каких бы то ни было дополнительных оценочных таблицах или графиках.На черт. 92 представлена та же самая сетка, которой мы уже пользовались выше, но на всех пяти ее вертикалях нанесены масштабные деления, соответствующие числовым .результатам непосредственных измерений V.



176 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАТак как для признака А  среднее арифметическое М  =  15, то соответствующая этому значению черточка с цифрою 15 и поставлена здесь как раз по середине вертикали А , т. е. на уровне той горизонтальной прямой, для которой деци-си гм ал ьн ая  оценка й! =  0 (см. децисигмаль- ный масштаб справа на полях сетки). Так как, далее, для этого признака о =  + 4 ,  то в промежутке между двумя соседними гори­зонтальными прямыми (расстояние между ко­торыми соответствует 10 децисигмам, т. е. од­ной целой сигме) должно уместиться 4 таких мелких мас­штабных отрезка, как это и показано на черт. 92 по вертикали А . Отложив такие же (равные друг другу) отрезки кверху и книзу от черточки с цифрой 15 и про­ставив у каждого 5-го деления соответствующую ему цифру, мы и получим масштаб абсолютных значений V для признака А .Проверим правильность построения этого масштаоа. Пусть, например, нам нужно пометить на этой вертикали А  значение V  == 11 - Масштабное деление, соответствующее этой величине признака (см. жирную точку), оказалось здесь точно на уровне горизонтальной прямой, для которой 
d = __ Ю. Но и по оценочной таблице для признака А  зна­чению 1/=11 соответствует также d =  — 10. Следовательно наш масштаб верен.При построении масштабных делений на второй верти­кали вспомним, что для признака В  его о =  +  2. Следова­тельно тот же самый сигмальный отрезок (т. е. постоянное расстояние между двумя соседними горизонтальными пря­мыми) мы должны теперь разделить на 2 равные части. Тогда в одной сигме и будет содержаться 2 единицы мас­штаба, как это требуется для признака В . Проставив, руко­водствуясь этим, все масштабные деления на вертикали В, вспомним, что ё данном случае ,44 =  6. Следовательно на
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Черт. 92.

И Н Д И В И Д У А Л Ь Н Ы Й  П Р О Ф И Л Ь  И О Ц Е Н О Ч Н Ы Й  Т Р А Ф А Р Е Т  1 7 7уровне средней горизонтальной линии сетки (для которой 
d — 0) должна оказаться черточка, соответствующая значе­нию 1 / = 6 . Имея это в виду, мы и проставим у каждой пятой черточки соответствующие масштабные цифры, как это показано на черт. 92.При построении масштаба по вертикали С  мы должны разделить каждый сигмальный отрезок на 3 равные части (так как здесь = =  +  3), а цифры у черточек проставить с тем расчетом, чтобы к средней линии примыкала черточка, соот­ветствующая значению 8 (так как в данном случае М =  8).При построении тем же способом масштабных делений на вертикали D  мы должны ограничиться снизу черточкой, соответствующей V = 0 ,  так как признак D  по условию варьирует лишь от 0 и выше (не принимая отрицательных значений). Для признака же Е , ограниченного, наоборот, максимальным значением V  =  30, масштабные деления не дойдут до верха сетки и окончатся на уровне последнего деления с цифрой 30 (см. черт. 92).По вертикалям В  и D  можно было бы наметить также и половины целых значений V, но на нашей сетке эти половины делений не проставлены, чтобы не мешать нагляд­ности чертежа.Имея в своем распоряжении такую сетку с заранее нане- • сенными на ней масштабными делениями, мы без труда на­ходим по ней отдельные черточки, соответствующие значе­ниям оцениваемых вариант V, и можем быть вполне уверены в том, что высота этих черточек будет совершенно точно соответствовать искомым децисигмальным оценкам d, если, конечно, все масштабные деления нанесены правильно. Все точки, которые придутся на средней горизонтальной линии сетки, будут соответствовать оценке d =  0, т. е. указывать на совпадение этих значений V  со средними арифмети­ческими М . Точки, располагающиеся на уровне следующей сверху горизонтальной линии, дадут оценку d =  -\-10, что соответствует отклонению V  от М  ровно на одну о в’ сто­рону превышения и т. д. На этом основании иногда взамен децисигмального масштаба справа на полях сетки помечаются условные обозначения:Зо -f-2o -j- о М  —  о —  2 а — ЗаЬя,ртг*ш»ович.|г лтАтявтшса. S2
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Черт. 93.

указывающие на совпадение данной варианты с М  или на ее отклонение от М  на определенное количество сигм, как это и представлено на черт. 93, в котором средняя линия М М_____________________________ __________ ( с о о т в е т с т в у ю щ а яоценке d =  0) сделана для ясности несколько толще всех остальных.Взамен нанесения масштабных делений на самой сетке, можно заготовить с этой целью особый оценочный тра­фарет, представляю­щий собой прямоуголь­ный кусок картона с рядом вырезанных на нем узких вертикальных полосок (прорезей). Высота этих прорезей должна соответствовать высоте самой децисигмальной сетки, а промежутки между ними — расстояниям между отдельными ее вертикалями. По бокам каждой такой прорези и наносятся масштабные де­ления, отвечающие результатам непосредственного измерения соответствующих признаков V,  а на среднем уровне (для которого d =  0), проводится через весь трафарет го­ризонтальная пря­мая (см. черт. 94).При вычерчи­вании индиви­дуального профи­ля этот трафарет накладывается на масштабную сетку так, чтобы сред­няя горизонталь­ная линия трафа­рета совпала с соответствующей средней горизонталью сетки (т. е- с линией М М ,  для которой d — 0), а отдельные вертикали сетки точно пришлись в прорезях траф арет. Далее, руководствуясь масштабами, нанесенными на трафа­
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Черт. 94.

ИНДИВИДУАЛЬНЫЙ ПРОФИЛЬ И ОЦЕНОЧНЫЙ ТРАФАРЕТ 1 7 9рете, следует проставить на сетке ряд точек через прорези трафарета и, сняв трафарет с сетки, соединить все эти точки отрезками прямых линий.При вычерчивании антропометрических профилей такие трафареты удобно заготовлять для каждой возрастно-половой группы детей отдельно, а сетки делать однотипными для всех этих групп.В приведенном выше примере нанесение на сетку или на трафарет масштабных делений не представляло особого труда, так как все стандарты (М и о) были намеренно подо­браны в виде целых чисел. В том же общем случае, когда это условие не соблюдено, отдельные черточки наших мас­штабов, очевидно, не придутся уже точно против горизонтальных прямых сетки, так как в одном сигмальном отрезке те­перь будет содержаться некоторое дроб­ное число таких масштабных делений.Покажем общий способ разбивки отдельных вертикалей на мелкие мас­штабные деления, пояснив его сперва на разобранном уже выше примере.Пусть, в частности, требуется установить масштаб для крайней справа вертикали 
Е  по стандартам М =  22 и о =  + 5  (см. черт. 95).Обозначим полную высоту всей вертикали через Я  (пусть, напр., И  =  60 миллиметрам), высоту какой-либо отдельной ' черточки над средней линией М М  через А, а величину оце­ниваемой варианты, которой эта черточка соответствует__через V  (у нас, например, 1/=28).При этих обозначениях искомая высота данной чер­точки (А) может быть вычислена по следующей формуле:

Здесь величины, поставленные в квадратные скобки ( ], являются постоянными для всех масштабных черточек дан­ной вертикали, а V  и А представляют собой переменные



18 0 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАвеличины (для отдельных черточек различные). В нашем примере при М  — 22, з =  + ;5  и / / ж 60:
Подставляя эти частные данные (2 и 44) в указанную выше формулу для вычисления А, получим:й =  2 1/ — 44.По этой формуле и могут быть вычислены (в милли­метрах) высоты Л всех черточек вертикали Е, соответствую­щие отдельным значениям вариант V.Так, например, для V = 2 8 :

h — 2 V — 44 =  2-28 — 44 =  + J2  мм.Следовательно масштабную черточку, соответствующую значению варианты V  — 28, нужно провести на высоте й =  +  12 миллиметров в ы ш е  (знак-j-) средней линии М М , как это и показано в уменьшенном масштабе на черт. 95. Если бы высота А получилась со знаком — , то соответ­ствующую черточку следовало бы отложить на этой верти­кали н и ж е  средней линии М М .Например для V’ = 1 3 :А =  2 V — 44 =  2-13 — 44 =  — 18 мм.,т. е. для этой варианты (13) масштабная черточка будет лежать ниже средней линии М М  на расстоянии от нее =- =  18 миллиметров.Выполнив аналогичные вычисления для всех масштабных черточек вертикали Е, получим следующие высоты Л, при­веденные здесь рядом с соответствующими значениями ва­риант К(см.табл. на стр. 181). По этим данным чертежник и на­несет все масштабные деления на вертикаль сетки или на край прорези оценочного трафарета, обозначив эти деления coo t ветствующими масштабными цифрами, например через каждую 5-ую черточку.Чтобы не тратить лишнего времени на вычисление вы­соты А для всех масштабных делений данной вертикали по формуле:
-[ЯМ??]

ИНДИВИДУАЛЬНЫЙ ПРОФИЛЬ И ОЦЕНОЧНЫЙ ТРАФАРЕТ 181

у  !

можно ограничиться определением этих высот лишь для двух крайних черточек: самой верхней и самой нижней, а высоты всех остальных найти путем по­следовательного вычитания постоянной раз­ницы Д  из наибольшей высоты А.Эта постоянная разница между высо­тами двух соседних масштабных черточек вычисляется по формуле:
а  6 огде через А по аналогии с классовым про­межутком обозначена постоянная разница между двумя смежными значениями самих вариант V, для которых эти черточки помечаются. В нашем последнем примере отдельные черточки были проведены на вертикали Е  для всех целых значений V, т. е. с промежутками А = 1  (если бы на масштабе отмечались также и половины V, то А равнялось бы 0,5, а при пометке чер­точек только, например, для четных зна­чений V, мы имели бы А =  2).Итак, для нашего примера А =  1, Н  =  60, 5 — ±  5, откуда:Д A#  1-60 

6-56 о =  2 мм.

30 +  16
29 +14
28 +12
27 +  10
26 +  8
25 +  6
24 +  4
23 +  2
22 0
21 — 2
20 -  4
19 — 6
18 -  8
17 —10
16 -1 2
15 —14
14 -16
13 —18
12 —20
11 —22
10 —24
9 -26
8 -2 8' 7

1! О! со
| I

Следовательно высоты А отдельных чер­точек будут уменьшаться ровно на 2 мм, что мы и наблюдаем в действительности.Вычитая последовательно эту постоянную разницу (2 мм) из наибольшей высоты Л =  -)-16 мм, мы получим ряд постепенно уменьшающихся чисел, совпадающих с вычисленными ранее высотами А.В разобранном примере оценочный трафарет был расчи- тан на предельный размах колебаний отдельных вариант V  в обе стороны от М  на Зо, а всего, стало быть, на 6 сигм. Обычно этот интервал несколько расширяют и принимают



182 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАравным 8 а (от Ж - 4 а  до /И+  4 а). В этом случае формулы для вычисления h и Д  будут иметь следующий вид:
Далее, практика показала, что полную высоту трафарета Н  удобно делать в 120 мм (по 15 мм на каждую сигму). Под- ставляя в указанную выше формулу Я  = 1 2 0 , получим:

По этим формулам чаще всего и производится вычисление масштабных ординат (высот) оценочного трафарета.Если с увеличением числовых значений признака V  соот­ветствующие оценки d наоборот уменьшаются (напр. при оценке числа неправильных ответов испытуемого), при вычи­слении масштабных ординат (высот) А оценочного трафаретаследует пользоваться уже другими формулами;
Способ пользования этими формулами остается прежним.

XVIII. Пример вычисления масштабных ординат 
[оценочного трафарета.Пусть требуется заготовить оценочный трафарет для вычерчивания индивидуальных профилей, характеризующих, напр., следующие 5 антропометрических признаков:1. Рост.2. Окружность груди.3. Емкость легких.4. Окружность головы-5. Вес.Здесь рост, окружность груди и окружность головы измеряются в сантиметрах, емкость легких в кубических сантиметрах, а вес — в килограммах.Допустим, что для достаточно большой и вполне одно­родной группы детей, например для мальчиков от 13 до

ПРИМЁН ВЫЧИСЛЕНИЯ МАСШТАБНЫХ ОРДИНАТ 18314 лет, по каждому из этих пяти признаков были вычи­слены стандарты Ж и о, причем оказалось, что:для роста: 714 =  142,86 см <з — +  8,22 смдля окружности груди: М  — 66,61 см о =  + 3 ,7 8  смдля емкости легких: М  =  2.272 куб. см о = + 4 6 0  куб. смдля окружи, головы: М  — 52,68 см а =  + 1 ,4 5  смдля веса: 7И =  35,34. кг а =  +  5,77 кг.Начнем расчет масштабных ординат с той вертикали, которая будет соответствовать росту. Для этого прежде всего вычислим ожидаемые максимальные пределы варьиро­вания роста в предположении, что эти пределы опреде­ляются размахом колебаний соответствующих вариант V  в обе стороны от 714 на 4 о. Так как для роста 714=142,86 и о =  +  8,22, то верхний предел М  +  4а =  142,86 +  4-8,22 =  =  175,74 см; нижний предел 7W — 4 з =  142,86 — 4-822 =  
=  109,98 см.Эти числа (175,74 и 109,98) теперь нужно округлить, но так, чтобы они не вышли за пределы Л4 zt4 o ) и отдельные масштабные черточки не оказались бы вследствие этого выше или ниже прорезей трафарета. Для этого верхний предел варьирования роста (175,74 см) при таком округле­нии следует уменьшить, а нижний предел (109,98 см) наобо­рот несколько увеличить. В результате получим два ц е л ы х  числа. 175 и 110, в границах которых и будут варьировать числовые результаты измерения роста отдельных детей этой группы.Теперь посмотрим, сколько отдельных масштабных чер­точек поместится при этих условиях на краю прооези тра­фарета, соответствующей росту. Если проводить эти чер­точки для каждого отдельного сантиметра, то общее число таких масштабных делений будет равно разности:175— 110 =  65.Так как общую высоту трафарета мы решили сделать в 120 мм (12 см), то на долю каждого из этих 65 масштаб­ных делений придется приблизительно по:



184 ВАРИ А Ц И О Н Н АЯ  С Т А Т И СТ И К АДопустим, что такой промежуток между двумя сосед­ними черточками мы признали слишком малым и, вслед­ствие этого, пожелали бы сделать масштаб более крупным. Если провести по одной черточке для каждых двух санти­метров роста, то общее количество таких черточек умень­шится, очевидно, также вдвое, т. е. в промежутке от 175 до 110 их окажется уже 33 (вместо 65). Так как при этих условиях удобнее отмечать черточками ч е т н о е  число сан­тиметров (чтобы в этот масштаб попали круглые числа. 140, 150 и т. д.), то установленные выше пределы наиболь­шего колебания роста (от 175 до 110) придется еще сузить, уменьшив 175 до 174, а 110 оставив без изменения (так как это число и без того уже четное). Итак, окончательно, на масштаб первой прорези нашего трафарета попадут чер­точки, соответствующие значениям роста в пределах от 174 до 110 с промежутками этих значений через каждые 2 см (всего 33 такие черточки). Следовательно, в данном случае постоянная разность между двумя соседними, отмечаемыми по масштабу значениями V, т. е.
k — 2.После выполнения этих предварительных расчетов вы­числим выражения, стоящие в квадратных скобках в фор­муле для определения высот А:

а также точное двумя смежными рах между двумя формуле:
значение постоянной разницы д  между высотами А (т. е., расстояние в миллимет- соседними масштабными черточками) по

В нашем примере для роста М  ==142,86, а === z t  8,22 и k: =  2. Следовательно:
[t ] = № = > '8 2

Г15ЛП___15-142JL a J — 8,22 

л=[’44]= Р = 3'65

П РИ М ЕР ВЫ Ч И СЛ ЕН И Я  М А СШ Т А Б Н Ы Х  ОРДИ Н АТ 185Подставляя эти числа в формулу для определения высот А, получим: А =  1,82 V  — 260,69.По этой формуле нам нужно теперь вычислить высоту двух масштабных черточек: самой верхней (для наиболь­шего роста V  = 1 7 4 ) и самой нижней (для наименьшего 
1 /= 1Ю ).Для 1/=174 будем иметь:А =  1,82 V — 260,69 =  1,82-174 — 260,69 =  +  55,99, а для V  =  110 получим:А =  1,82 V — 260,69 =  1,82* 110 — 260,69= — 60,49.Итак, самый большой рост (174 см) должен быть поме­чен на нашем масштабе черточкой на высоте 55,99 мм н а д  средней линией трафарета, а самый малый рост (110 см) на высоте 60,49 мм п о д  этой средней линией.Здесь нижняя черточка (для которой высота А == — 60,49) оказалась все же за пределами прорези, соответствующий нижний край которой при полной ее высоте в 120.ш* дол­жен отстоять от середины этой прорези ровно на 60 мм (а здесь это расстояние получилось по абсолютной своей величине больше на 0,49 мм). Эта явная (но небольшая) невязка легко объясняется здесь некоторой неточностью всех вычислений, ограниченных лишь двумя десятичными знаками после запятой.Весь промежуток между двумя этими крайними черточ­ками следует теперь разбить на 32 равные части, причем 33 отграничивающие их черточки будут отстоять друг от друга на постоянное расстояние:Д  =  3,65 мм.На эту ясе постоянную величину будут отличаться друг от друга и высоты А каждой пары двух соседних масштаб­ных черточек. Для определения этих высот мы должны из высоты самой верхней черточки А =  -{-55,99 вычесть Л  =  3,65, затем из полученной разности + 5 2 ,3 4  еще раз



186 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАвычесть ту же самую Д  и т. д., как это показано здесь на примере нескольких последовательных вычитаний:+  55,99— 3,65
+  52+Г— 3,65
+ 48 6̂9^— 3,65+  45,04 и т. д.После последнего 32-го вычитания мы получим высоту самой нижней (33-ей по счету) черточки А — — 60,81, кото­рую полезно проверить по контрольной формуле.

где через Нь обозначена искомая высота h самой нижней масштабной черточки, через ha — высота самой верхней чер­точки, а через N — общее количество выполненных нами вычитаний. В данном случае ha — +  55,99, а N  =  32. Следо­вательно:
hb =  +  55,99 — 3 2 - 3 ,6 5 = — 60,81,что мы и получили в действительности после 32-го вычи­тания *).Найденная этим способом высота нижней черточки (— 60,81) несколько не совпала с вычисленной ранее ее высотой h =  — 60,49. Эта разница в 0,32 мм легко объяс­няется здесь той неизбежной неточностью, которая содер­жится в самой разности Д  (имеющей лишь 2 верных знака после запятой). Вычитая разность Д  32 раза подряд, мы все время накапливали эту ошибку в одном и том же направлении, в результате чего и получилась такая раз­ница в 0,32 мм. Практически эта невязка конечно не может иметь существенного значения.Выполнив все эти вычисления, проверив их по контроль­ной формуле и оценив величину накопившейся неточности

*) В целях проверки этих вычислений можно наряду с вычислением 
высот Л для двух крайних значений V  определить по обычной формуле 
также и несколько промежуточных их значений.

ПРИМЕР ВЫЧИСЛЕНИЯ МАСШТАБНЫХ ОРДИНАТ 1 8 7при определении высоты h последней (са­мой нижней) масштабной черточки, запи­шем все эти данные друг под другом ря­дом с теми значениями оцениваемых вариант 
V, которым эти черточки соответствуют по сигмальному масштабу.В результате получим представленную здесь табличку, руководствуясь которой чертежник и нанесет все 33 масштабные черточки на край соответствующей про­рези оценочного трафарета.При вычислении масштабных ординат для второй прорези определим наиболь­ший и наименьший размер окружности груди:/И +  4 о =  66,61 +  4-3,78 =  81,73 см

М  — 4 о =  66,61 — 4-3,78 =  51,49 см.После округления этих чисел и их вы­читания друг из друга получим:81— 52 =  29.Если отмечать масштабной черточкой каждый отдельный сантиметр, то на всей вертикали поместится 30 таких черточек, отграничивающих 29 масштабных делений. Этот масштаб не будет очень мелким.Вычислим выражения, стоящие в квад­ратных скобках (см. формулу для опреде­ления высот h):

Следовательно, высоты h отдельных масштабных черточек могут быть вычислены по формуле:

V h

174 +  55,99

172 +  52,34

170 +  48,69

168 +  45,04

166 +  41,39

164 +  37,74

162 +  34,09

160 +  20,44

158 +  26,79

156 +  23,14

154 +  19,49

152 4  15,84

150 +  12,19

148 +  8,54

146 +  4,89

144 +  1,24

142 — 2,41

140 — 6,06

138 — 9,71 ;

136 -  13,36

134 - 1 7  01

132 -  20,66

130 — 24,31

128 -  27,96

126 — 31,61

124 -  35,26

122 — 38,91

120 -  42,56

118 -  46,21

116 — 49,86

114 -  53,51

112 -57,16
110 -  60,81 1[А =  3,97 1/- 264,33.



вариа ц ио нна я  Ста ти с ти к аДля наибольшего значения К = 8 1 :
h — 3,97-81 — 264,33 =  +  57,24, а для наименьшего V  =  52:А =  3,97 • 52 -  264,32 =  — 57,89.Постоянная разница между этими высотами при к =  1 (так как черточки мы решили ставить для значений V, отли­чающихся друг от друга ровно на 1 см):

__15 # __ 15-1
~  а 3,78 =  3,97.Вычитая эту д  из наибольшей высоты к — -\- 57,24, получим: -[-57,24 — 3,97 =  4-53,27.Вычитая Д  из только что полученной разности - f - 53,27, будем иметь: 4-53,27 — 3,97 =  4-49,30.Продолжив эту операцию до конца, после 29-го вычита­ния получим высоту самой нижней масштабной черточки (для V  =  52):Л =  — 57,89 (см. таблицу в конце главы).Но и по контрольной формуле:
h =  h —  №ь апри N  =  29 будем иметь:
kb — — 57,89.Следовательно все вычисления сделаны правильно.В данном случае ордината h самой нижней черточки (— 57,89), вычисленная по основной формуле, совершенно точно совпала с результатом ее определения путем ряда последовательных вычитаний.При вычислении масштабных ординат для 3-ей прорези оценочного трафарета (для емкости легких) удобно принять fe =  100. В этом случае варианты V  будут изменяться в пре­делах от 4.000 до 500. Если производить вычисления с двумя знаками после запятой, то, в виду необходимости умножать

ПРИ М ЕР В Ы Ч И СЛ ЕН И Я  М А С Ш Т А Б Н Ы Х  ОРДИ Н АТ 189числовой коэффициент при V  на трех- и четырехзначные числа, конечная ошибка будет накапливаться очень сильно и может сказаться даже на целых числах (у высоты h). Поэтому для емкости легких мы будем здесь вычислять всюду 4 десятичных знака после запятой.

Следовательно:
[?]=

т -

т-
' Ш ~  0)032674,0870
15-100

460 =  3,2609.
h =  0,0326 V  — 74,0870 и Д  =  3,2609.

0,0326 • 4.000 -  74,0870= +  56,3130.Для V  =  4.000:
hдля V  =  500:
h — 0,0326-500 — 74,0870 =  — 57,7870.После 35-го вычитания Д =  3,2609 для самой нижней черточки (соответствующей 1/ =  500) получим:А =  — 57,8185,что довольно близко совпадает с только что вычисленным по основной формуле этим же значением:А = —57,7870.Для четвертого признака (окружности головы) при раз­махе колебаний отдельных вариант V  в пределах от 58 до 47 удобно взять k =  0,5. В этом случае будем иметь сле­дующую конечную формулу:

h — 10,34 V  — 544,97при д  = 5 ,1 7 .Для вычисления масштабных ординат h здесь придется сделать 22 вычитания, причем конечный результат сойдется совершенно точно.При вычислении масштабных ординат V  для 5-го при­знака (веса) возьмем k =  2, а пределы его варьирования от Ьо до 14. Получим формулу:
А =  2,60 V — 91,87



190 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАПосле 22-го вычитания получим результат без не- вязки.Все эти конечные данные полезно записать в особую таблицу, по которой чертежник и будет наносить масштабы на краях оценочного трафарета. Таблица эта в данном слу­чае будет иметь следующий вид:
Рост Окр. груди Емкость легких Окр ГОЛОВЫ Вес

V d V d V d V d V d

174 -f  55,99 81 +  57,24 4.G00 +  56,3130 58 +  54,75 58 +  58,93

172
170
168

+  ,52,34 
+  48,69

%0 +  53,27 3.900 +  53,0521 57,5 +  49,58 ЬЬ +  53,73
79 +  49,30 3.800 +  49,7912 57 -t 44 41 54 +  48,53

+  45,04 78 +  45,33 3.700 +  46,5303 56,5 +  39,24 52 +  43,33 
+  38,13166 +  41,39 77 +  41,36 3.600 +  43,2694 ьь +  34,07 50

164 +  37,74 76 +  37,39 3.500 +  40 0085 55,5 +  28,90 48 4  32,93

163 -1- 34,09 ;5 +  33,42 3.400 +  36,7476 55 +  23,73 4Ь +  27,73

160 +  30,44 74 +  29,45 3.300 -t- 33,4867 54,5 +  18,56 44 +  22,53

158 +  26,79 73 +  25,48 3.200 +  30,2258 54 +  13,39 42 +17,33

156 +  23,14 72 +  21,51 3.100 +  26,9649 53,5 +  8,22 40 +  12,13

ТЗТ +  19,49 71 +17,54 3.000 +  23,70-’0 53 +  3,05 38 +  6,93

152 +  15,84 .о +  13,57 2.900 +  20,4431 52,5 -  2,12 36 +  1,73
■+ 12.19 69 +  9,60 2.800 +  17,1822 52 — 7,29 34 — 3,47

148 +  8.54 68 +  5,63 2.700 +13,9213 51,5 -12 ,46 32 -  8,67

146
144

+  4,89 
+  1,24

67 +  1,66 2.600 +  10,6604 51 -17,63 30 — 13,87
66 — 2,31 2.500 +  7,3995 50,5 — 22,80 28 — 19,07

142
140
138

-  2,41
— 6,06

05 -  6,28 2.400 +  4,1386 50 -  27,97 26 — 24,27
64 - 1 0  25 2.300 +  0 8787 49 5 -  33,14 24 — 29,47

-  9,71 63 — 14,22 2.200 — 2,3832 49 -  38,31 22 — 34,67

136 -  13,36 62 -18 ,19 2.100 — 5,6441 48,5 -  43,48 ‘20 — 39,87

134
132

— 17,01 
-20 ,66

61 — 22,16 2.000 — 8,9050 48 — 48,65 18 — 45,07
60 -26,13 1.900 12,1659 47,5 — 53,82 16 -  50,27

130
128

— 24,31 59 30,10 1.800 — 15,4268 47 -  58,99 14 — 55,47

— 27,96 58 -  34,07 1.700 -18,6877

126 — 31,61 57 -  38,04 1.600 — 21 9486

124 -  35,26 56 -  42,01 1.500 — 25 2095

122 — 38,91 55 — 45,98 1.400 — 28,4704

120 -  42,56 54 -  49,95 1.300 — 31,7313

118 -46,21 53 1 -53 ,92 1.200 — 34,9922
338^531116 — 49,86 52 1 — 57,89 1.100

114 — 53,51 ■  1.000 — 41,5140

Ш '  — 57,16 900 — 44,7749
..800 — 48,035811С — 60,81

700 — 51,2967
600 — 54,5596

% 500 '  — 57,8185

ПРИМЕР ВЫЧИСЛЕНИЯ МАСШТАБНЫХ ОРДИНАТ 191Здесь жирным шрифтом обозначены те цифры, которые чертежник должен проставить на масштабе к р у п н о  про­тив несколько удлиненных черточек. В рукописных табли­цах эти цифры можно или подчеркивать или писать крас­ными чернилами.Составленный по этой таблице оценочный трафарет в уменьшенном виде представлен на чертеже 96.

Черт. 96.'  1 *При всех описанных выше расчетах мы накапливали неизбежную ошибку, которая постепенно возрастала в напра­влении сверху вниз. Таким образом наиболее неточными здесь являются масштабные ординаты самых нижних чер­точек.Однако во многих случаях такое скопление ошибок только в нижней части трафарета представляет некоторое неудобство (например при оценке измерений или испытаний, произведенных в группе отсталых детей).Чтобы избежать этого неудобства, можно несколько изме­нить самый порядок вычислений. Пусть например при М  =  7,5 и а =  ± 1 , 3  мы имеем размах колебаний отдельных вариант
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в пределах от
V d12 +  51,9411 +  40,4010 +  28,86

9 +17,328 +  5,78

7 -  5,766 — 17.30

5 -28,84

4 — 40,38

3 -  51,92

12 до 3 через каждую единицу (А =  1). Здесь: ва-а-»*=  86,54
Й = х г “ п '54и следовательно:А =  11,5 V  — 86,54.Вычислим масштабные ординаты А для двух значений V,  б л и ж а й ш и х  к Л4 =  7,5, из которых одно (8) будет несколько больше М,  а другое (7), наоборот, меньше М.  Для V  =  8:

h — 11,54-8 — 86,54 = - f  5,78, а для V  =  7:Л =  11,54-7 — 8 6 ,5 4 =  -  5,76.
*Будем теперь вычислять высоты веет остальных мае- штабных черточек, начиная от втих двух значений А =  +  5,78 И — 5,76 и в обоих случаях прибавляя Д  =  11,54 к аосо- лютной величине соответствующих чисел. Прибавив 4 раза А к положительным значениям А, получим ординаты верх­них черточек, а прибавив 4 раза Д  к отрицательным А -  ординаты нижних черточек:для V  =  8 +  5,78 11,54* для V  =  7 -  5,76 11,54для V  =  9 + 1 7 ,3 2  11,54 для V  — 6 — 17,30 11,54для V  =  Ю +  28,86 11,54 для V  — 5 — 28,84 11,54для V  =  11 +  40,40 11,54 | для V =  4 -  40,38 11,54для V  —-12 +  51,94 1 для V  — 3 — 51,92.Вычислив ординаты А этим способом, мы получим симI/UU9V пт Мметричное распределение ошибок кверху и книзу от М,  причем конечная неточность будет здесь очевидно меньше, чем при скоплении всех ошибок только внизу.

К О М П Л ЕК СН А Я  О Ц ЕН К А 193
XIX. Комплексная оценка.В предыдущих главах было дано краткое описание основ­ных методов децисигмальной и перцентилярной оценки от­дельных (изолированных) признаков (например* только роста или веса отдельных детей, результатов испытания по каждому тесту порознь и т. д.). Однако в процессе изучения индиви­дуальных свойств и особенностей отдельной личности не малый интерес может представить также и оценка всего комплекса этих признаков в целом (например общего физи­ческого развития ребенка, среднего уровня его интеллек­туального развития и проч.). Количественная характеристика такой совокупности связанных в единый комплекс отдельных наблюдений или измерений при умелом подборе всех ком­понентов, составляющих этот комплекс, может дать в руки исследователя вполне объективный критерий для оценки сложных процессов и состояний, свойственных каждому от­дельному индивидууму, и на основе выявленных при этом количественных градаций сделать возможным сопоставление этих индивидуумов как друг с другом, так и со стандартной их массой в целях установления той или иной относитель­ной „нормы".Одним из простейших случаев такой объединенной (ком­плексной) оценки нескольких признаков может служить уже неоднократно приводимый нами пример подсчета общего количества правильно выполненных заданий при каком-либо психотехническом испытании. Каждое такое задание в сущно­сти представляет собою особую операцию, выявляющую определенные особенности испытуемого. Если мы предпола­гаем эти задания вполне однородными и равноценными по трудности выполнения, то делаем это лишь для технического упрощения дальнейших вычислений, которые благодаря такому допущению и сводятся здесь к простому подсчету общего числа правильных решений. В данном случае, сле­довательно, весь комплекс оцениваемых признаков характе­ризуется суммой изолированных оценок, каждая из которых представляет собой альтернативу: решил (1) или не решил (0).Если все испытуемые были поставлены в совершенно одинаковые условия, и им предлагалось одно и то же коли чество заданий, то такие с у м м а р н ы е  оценки окажутсяВариационная отатиотира. ^



1 9 4 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАвполне сравнимыми друг с другом. При различном же числе заданий эти суммы необходимо или выразить в процентах от общего количества всех предложенных заданий (т. е. при­вести их к 100) или же разделить на сумму всех заданий (т. е. привести к единице).Например, если в одном случае испытуемый решил 5 за­дач из 10, а в другом 8 задач из 20, то при условии одина­ковой трудности всех этих задач в первом случае мы имеемв среднем ~  =  0,5 правильных решений, а во втором только “̂ - =  0,4 решений.Этот способ комплексной оценки в отличие от преды­дущего (суммарной оценки) мы будем называть в дальней­шем с р е д н е й  оценкой.Но и суммарная и средняя оценки комплекса признаков при сколько-нибудь заметном различии в относительной трудности отдельных операций могут дать в конечном итоге совершенно неверные результаты, если при таком объеди­нении изолированных характеристик мы не учтем также и степень трудности каждого отдельного задания.Соответствующая поправка сводится здесь к введению так называемых „коэффициентов трудности” , зависящих от числа правильных или неправильных решений данной задачивсей массой испытуемых в целом.Пусть, например, испытуемым предлагалось всего лишь 2 задачи ’заведомо неодинаковой трудности. Первую из них решили, скажем, 80 человек из 100 (легкая задача), а вторую-  только 40 человек из 100 (трудная задача). Предположим, что мы хотим оценить результат испытания двух людей, из которых один решил только первую задачу, а другой — только вторую.Если учитывать лишь количество правильных решений, то оба эти испытуемые получат совершенно одинаковую оценку: оба решили по одной задаче из 2-х им предложен­ных. Но этот результат, конечно, явно ошибочен. Первый испытуемый решил легкую задачу, а второй— трудную, поэтому результаты их испытания не могут считаться равно­значными.Введем сюда коэффициенты трудности, которые для Простоты сделаем пропорциональными количеству непра

КОМПЛЕКСНАЯ ОЦЕНКА 1 9 5вольных решений, обнаруженных у всех 100 человек, под­вергавшихся этому испытанию.Первую задачу решили 80 человек из 100. Следова­тельно не решили ее 20 человек. Во втором случае имеем, наоборот, 40 правильных решений и стало быть 60 непра­вильных.Приняв эти числа (20 и 60) за коэффициенты трудности, мы и можем охарактеризовать ими результат всего испыта­ния в целом. Следовательно первый испытуемый, решивший легкую задачу, получит условную оценку 20, а второй, ре­шивший задачу трудную, будет оценен коэффициентом 60. Если бы какой-лиоо испытуемый решил обе задачи, то оценка его равнялась бы 20 -j- 60 =  80 (максимум), при отсутствии же решений и оценка его =  0 (минимум).Таким образом при введении этих коэффициентов, взамен простого счета единиц здесь складываются соответствующие коэффициенты трудности, а комплексная оценка выражается суммой таких коэффициентов.При желании выразить конечную оценку не в виде суммы, а соответствующей средней величиной, эти суммы коэффи­циентов трудности, получаемые в каждом отдельном случае, необходимо еще разделить на полную сумму всех возмож­ных коэффициентов (в нашем примере следовательно на 20 +  60 =  80). Тогда испытуемый, решивший легкую задачу получит среднюю оценку: — 0 25 80 u , z o ’а испытуемый, давший одно решение трудной задачи:
При решении всех задач оценка будет 0,25 +  0,75 =  1, а при отсутствии решений — нуль (0).Чтобы не усложнять вычисления необходимостью в ко­нечном итоге делить каждую сумму коэффициентов трудно­сти на максимальное значение этой же суммы (при опреде­лении средней оценки), иногда такому делению подвергают уже самые коэффициенты трудности. В нащем примере, следовательно, за коэффициенты трудности мы можем при­нять не 20 и 80,. а уменьшенные в 80 раз числа: 0,25 и 0,75,13*



196 В АРИ АЦ И О Н Н АЯ С Т А Т И СТ И К Аи тогда сумму этих коэффициентов нам не надо будет делить на ее максимальное значение (так как в этом случае 0,25 +  0 ,7 5 =  1).В тех случаях, когда отдельные объединенные оценки вычисляются децисигмальным методом, надобность в ка­ких бы то ни было поправочных коэффициентах очевидно совершенно отпадает, так как при децисигмальной оценке относительная трудность испытания учитывается уже авто­матически (вернее в данном случае сами децисигмальные оценки d являются уже своего рода коэффициентами труд­ности).Пусть, например, группе испытуемых в 200 человек были предложены 4 задачи, причем:1- ую задачу решили 160 человек2- ую ,  » 20 »3- тью ,  я 1604- ую я > 100 яОбозначим общее количество правильно решенных задач через р ,  а общее количество всех испытуемых через я. Тогда в нашем примере я =  200, а число верных решений.для 1-ой задачи р  =  160 „ 2  .  Р =  20,  3. * Р — 160„ 4 * /7=100.Вычислим для сравнения коэффициент трудности t по ранее указанному способу, т. е. пропорционально количеству неправильно решенных задач (я— р)-для 1-ой задачи это числ оя— /7=200 1 6 0 =  40о „ я — /7  =  200— 2 0 =  180’  3 я „ - / ,  =  2 0 0 -1 6 0  =  40
4 „ я — /7 =  200— 1 00 =100.Сумма всех неправильных решений, т. е. 40 +  180 +  40 +  +  100 =  360-Разделив число ошибочных решений ( п — р )  каждой от­дельной задачи на эту общую сумму всех неправильных

К О М П Л ЕК СН А Я  ОЦЕНКА 197решений 2 (я— р) =  360, мы и получим коэффициенты труд­ности (t) для отдельных задач по формуле:
Для 1-ой задачи:
Для 2-ой задачи: 
Для 3-ей задачи: 
Для 4-ой задачи:

. п —р

40! 360 : = 0,11.
t  = 1 ^ - 0 6  -  ~ ~  360 ~  и > Ь -

*  40' 360 ' 0 Л 1 -

360 ~  ®»28 .Таким образом испытуемый, решивший например 1-ую и 4-ую задачу, получит оценку:0,11+0,28 =  0,39.Испытуемый, решивший последние три задачи — оценку: 0,50 +  0 ,11+0,28 =  0,89и т. д.Заменим теперь эти коэффициенты трудности t  соответ­ствующими децисигмальными оценками d.Теоретический расчет, подробностей которого мы, однако, касаться здесь не можем, дает в конечном результате сле­дующую формулу для вычисления децисигмальной оценки d  каждого правильного решения одной задачи, если из общего числа я испытуемых ее решили р  человек:
*  =  ± 1 0  | Д = £ -Децисигмальная же оценка каждого ошибочного решения этой задачи может быть получена по формуле:

- 1 0  I/ —£ - •
V  п — рВудем оценивать конечный результат испытания, учиты­вая правильные решения (можно было бы конечно поступить



1 9 8 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАи обратно, но тогда малые значения оценочных чисел ука­зывали бы наоборот на хорошие результаты испытания).Для 1-ой задачи при «  =  200 и />=-160 децисигмальная оценка правильного решения:
^i =  +  10 у ТбО̂  5'Для 2-ой задачи при р =  20:^ = + ю / ^ 5 = + з о .  *Для 3-ей задачи при /> =  160:

, /200 -  160 , к 
<4 =  + 10 у  160 " 5'Для 4-ой задачи при р — 100:
, . /2 0 0  - 100 , 1П 
4̂ =  + Ю  у —Щ ~  =  + 1аДецисигмальная же оценка неправильных решений тех же самых задач, вычисленная по формуле:

« = - 10 | / * + г -для 1-ой задачи при/? =  160: 
для 2-ой задачи при р — 20:

d 2 =  — 10 [ / • g o r a o  =  ”  3)33-для 3-ей задачи при />=160:
di  =  “  10 [/2 0 0  — 160 “  ~  20'для 4-ой задачи при />=100:
d i — ^  | / 200— 100 = , 10

КОМПЛЕКСНАЯ ОЦЕНКА 1 9 9Эти данные мы можем облечь в форму следующей оце­ночной таблицы:
Децисигмальная оценка

правильного

решения:

неправиль­
ного

решения:1-ая задача . . . . . +  5 — 202-ая задача . . . . . +  30 -3 ,3 3

3-ья задача . . . +  5 — 20

4-ая задача .................. +  10 — 10 iЕсли отдельный испытуемый правильно решил лишь 1-ую и 2-ую задачу, то для получения его суммарной оценки по всей серии этих испытаний следует сложить обе децисиг- мальные оценки правильных решений этих задач (т. е. -j-5  и —)— 30) и присоединить к этой сумме отрицательные деци- сигмальные оценки всех остальных (нерешенных) задач е- 20 и — 10). В результате получим сумму:-f- 5 -j- 30 — 20 — 10 =  -(- 5.Это число (-(- 5) и определяет здесь сумму всех 4-х деци- сигмальных оценок, характеризующих результаты данного испытания по отдельным заданиям.Если такая комплексная оценка производится с целью сравнения отдельных испытуемых, поставленных в различные условия (например при неодинаковом общем количестве предложенных им задач), то конечный результат каждого индивидуального испытания удобнее выразить не суммарной, а средней комплексной его оценкой, т. е. разделить сум- марную оценку на число всех заданий (в данном случае на 4).В применении к последнему примеру такая средняя оценка будет следовательно равна:+  5 ‘ -(- 1,25 децисигм.Чтобы не осложнять работу этими делениями на 4 каждой суммарной оценки порознь, можно выполнить все деления



200 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАуже в самой оценочной таблице. Разделив в ней каждую оценку d  на 4, получим:
Децнсигмальная оценка

правильного

решения:

неправиль­
ного

решения:1-ая задача . . . . +  1*25 — 5,002-ая задача .................. +  7,50 — 0,83

3-ья задача .................. +  1,25 — 5,00

4-ая задача .................. +  2,50 — 2,50

Оценивая по этой таблице того же самого испытуемого (решившего 1-ую и 2-ую задачи), получим в сумме:+  1,25 +  7,50 — 5,00 — 2,50 =  + 1 ,2 5 ,т. е. совершенно тот же результат, который мы имели и раньше.Тот же принцип объединения изолированных характе­ристик применим, очевидно, и к случаю вывода суммарной или средней оценки для комплекса к о л и ч е с т в е н н ы х  признаков. Пусть, например, группа в п  испытуемых была обследована по N  количественным признакам, причем ко­нечные результаты этого обследования выразились в сле­дующих абсолютных числах:
Испытуемые:

И с п ы т а н и я :

I 11 III IV V

№ 1 .................. 26 16 34 19 40

№ 2 .................. 22 18 42 7 25

№ 3 .................. 20 15 30 10 20
№ 4 .................. 18 14 18 13 30

№ 5 .................. 14 12 26 1 10

КОМПЛЕКСНАЯ ОЦЕНКА 201Здесь для простоты и наглядности взято всего только 5 испытуемых и 5 испытаний, что соответствует значениям:
п  =  5 и N  =  5.В действительности, конечно, общее число испытуемых бывает значительно большим.Для замены выписанных в этой таблице абсолютных результатов испытания V  их децисигмальными оценками d  вычислим для каждого испытания М  и о, причем при опре­делении о воспользуемся формулой без поправки на малое число измерений (д):

так как л, вообще говоря, должно быть велико, а у нас здесь и  взято =  5 лишь для простоты вычислений.В результате получим:
для 1-го испытания /И =  20 0 =  +- 4

. II •» М =  15 а =  +  2
„ III я М =  30 о =  +  8
. IV 0 М = 1 0 о =  +- 6
, V 0 М  =  25 а =  +  10.Вычисляя оценки d  для каждого результата испытания по формуле:

или по заготовленным для этой цели специальным таблицам или графикам, получим следующие децисигмальные оценки, занесенные в оценочную ведомость рядом с заданными чис­лами V  (см. табл, на след. стр. 202).Сложив в каждой строчке все 5 децисигмальных оце­нок d  с учетом их знаков (-J- или —), получим для каждого испытуемого его суммарную оценку (5), а разделив ее на общее число всех испытаний N — соответствующую среднюю оценку (//), как это и сделано в двух последних столбцах нашей оценочной ведомости *). Снизу здесь указаны М  и о для каждого отдельного испытания.
*) Точно также следует поступать и  п р и  в ы в о д е  с у м м а р н ы х  (S) и  с р е д ­

н и х  {Н)  комплексных оценок при п е р ц е н т и л я ж е .  Полезно лишь 
помнить, что средни# перцентилярные оценки (Н) будут варьировать уже 
не в обычных пределах (от 0 до 100), а в несколько саженном интервале.



2 0 2  ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКА

0)
а '0)
е*
3с
О
S

И с  п ы т а н и я : Оценка

I 11 Ш IV V сум­
мар­
ная

S

сред­
няя

НV d V d V d У d V d

№ 1 26 +  15 16 +  5 34 +  5 19 +  15 40 +  15 +  55 +  П

№ 2 22 +  5 18 +  15 42 +  15 7 -  5 25 0 +  30 +  6

№ 3 20 0 15 0 30 0 10 0 20 — 5 — 5 — 1

№ 4 18 — 5 14 — 5 18 - 1 5 13 +  5 30 +  ^ — 15 -  3

№ 5 14 - 1 5 12 — 15 26 -  5 1 - 1 5 10 - 1 5 — 65 - 1 3

V/\
М — 20 
в =  ± 4

Л / =  15
а = ± 2

М  — 30 
а =  +  8

М  = 1 0
3 =  + 6

Л/=  25 
о =  ± Ю >С

Значение средних комплексных оценок вполне ясно. Каждая из них определяет то количество децисигм, на ко­торое в среднем отклоняются результаты всех 5 испытаний каждого отдельного испытуемого от общего уровня успехов, проявленных всей группой объектов исследования вместе взятых. Суммарная же оценка имеет, очевидно, лишь услов­ное значение. Там, где она оказалась больше, и общий ре­зультат всего комплекса испытаний был лучше и обратно. Но, чтобы сравнить эти данные с какими-либо другими результатами испытания, необходимо или обратить суммар­ные оценки в средние (путем деления на соответствующее число испытаний N )  или же охарактеризовать их в тех или иных оценочных зонах по способу, описанному в пре­дыдущих главах.Вычислив среднее арифметическое (УИ0) и среднее квадра­тическое отклонение (<з0) для всего ряда суммарных оценок:+  55 + 3 0  — 5 — 15 и — 65
по формуле без поправки на малое число измерений (так как п должно быть велико), получим:

М 0 =  0 и о0 =  + 40,99.

КОМПЛЕКСНАЯ ОЦЕНКА 2 0 3Разбив этот ряд па 5 равномерных зон, получим следую­щую оценочную таблицу *):
1 2 з  4 5

М о  —  2  b q — г/3 % М о  +  3/3 ®0 +  2  B q

-8 1 ,9 8 - 27,33 +  27,33 +  81,98Таким образом суммарная оценка:+  55 попадает в зону балла 4+  30 » я V .  4— 5 п » » „ з— 15 V 7) п ,  3— 65 я Я » .  2 .Этими условными баллами и может быть оценен ком­плекс всех 5 испытаний каждого отдельного индивидуума в случае необходимости сопоставлять в дальнейшем эти характеристики с результатами других испытаний.Указанный прием вычисления комплексных оценок (сум­марных и средних) безоговорочно применим лишь в том частном случае, когда отдельные признаки в их отношении ко всему оцениваемому комплексу в целом являются вполне равнозначными. Если же эти объединяемые в общей оценке отдельные компоненты комплекса оказываются неравноцен­ными друг другу, необходимо их уравнять искусственно путем введения особых „ к о э ф ф и ц и е н т о в  з н а ч и ­м о с т и ” q.Пусть, например, комплекс некоторого числа признаков был подобран из таких компонентов, которые определяют различные стороны и проявления интеллектуального разви­тия исследуемых. Вполне понятно, что при этих условиях мыслительные функции будут иметь первостепенное значе­ние, в то время как, скажем, темп механической работы очевидно второстепенное. Такие же функции, как сосредо­точение, займут в этом комплексе признаков некоторое промежуточное место.
*) Если бы мы имели здесь не децисигмальные, а перцентилярные 

оценки, то эту разбивку следовало бы выполнить по принципу .равно­
численных" зон (см. стр. 126).



2 0 4 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАЧтобы уравнять все эти неодинаковые по своему смыслу и значению характеристики умственного развития, необхо­димо перед суммацией их децисигмальных оценок d  принять во внимание каждую такую оценку либо в усиленной, либо в ослабленной степени в зависимости от того значения, которое придается данной оцениваемой функции. Такое ис­кусственное неодинаковое увеличение отдельных слагаемых удобнее всего выполнить путем умножения их на соответ­ствующие коэффициенты q , установленные в зависимости от относительной значимости этих изолированных оценок. В нашем случае мы можем с этой целью умножать напри­мер оценку мыслительных операций на 2, оценку сосредо­точения — на 1 (т. е. оставлять без изменения), а оценку темпа механической работы — на 0 (т. е. вовсе не принимать ее во внимание при выводе суммарной оценки). Сложив для каждого испытуемого эти произведения отдельных оценок d  на соответствующие коэффициенты значимости q  (2,1 или 0), мы и получим „взвешенную*4 суммарную оценку S ,  характера зующую интеллектуальное развитие каждого отдельного испы- туемого'по комплексу всех учтенных и уравненных признаков.При выводе же средней комплексной оценки мы должны в этом случае разделить суммарную оценку 5 уже не на число признаков N ,  а на сумму всех коэффициентов значи­мости Zq .Пусть в разобранном выше числовом примере (см. оце ночную ведомость на стр. 202) мы имели бы следующие коэффициенты значимости q\

для 1-го признака 01 = 3
» II • <72=  1
» III » <7з =0
* IV 7) 04= 4

V * 05 =  2 .Возьмем для вывода комплексной характеристики испы­туемого № 2, у которого изолированные оценки оказались:по I признаку d i 3=3 4- ^.  И <** =  4 -1 5.  Ш — 15.  IV <*4 =  — 5.  V </,= о.

КОМПЛЕКСНАЯ ОЦЕНКА 2 0 5Перемножив эти оценки d  на соответствующие коэффи­циенты значимости q, получим: 5.3 =  - f-i5  
=  15-1 =4-15

^йЧ& =  ~Ь 15-0 =  0
d i4 i —  — 5-4 =  — 20 
d5?5=  0 - 2 =  0сумма этих произведений 5  =  4- Ю.Средняя оценка Я  этого же испытуемого может быть получена посредством деления суммарной его оценки S  (4- Ю) на общую сумму всех коэффициентов значимости Е^. У нас:

s ? = 3 4 -14-04-44-2= 10.Следовательно средняя оценка здесь будет равна:
Я =  ±J° =  4_1Итак, при заданных условиях средняя комплексная оценка Я  испытуемого № 2 оказалась равной-{-1, в то время как без учета значимости отдельных признаков мы получили ранее t f = - f - 6  (см. стр. 202). Таким образом эта оценка здесь сильно понизилась. Это и понятно, если при­нять во внимание, что высшие оценки d  (4  15) оказались у этого испытуемого по наименее значимым признакам, для которых q  принято было равным лишь 1 и 0, в то время как отрицательная оценка — 5 получена им по признаку, для которого q имеет наибольшую значимость (q =  4).В описанных выше примерах коэффициенты значимости q устанавливались совершенно произвольно, исходя лишь из априорного учета тех влияний, которые могут иметь отдель­ные признаки на весь их комплекс, подлежащий оценке в целом. Однако в некоторых случаях такие коэффициенты q могут быть получены и эмпирически.С этой целью за коэффициенты значимости q  можно, например, принять коэффициенты корреляции г между ре­зультатами соответствующих испытаний и фактической рабочей продукцией, выявленной на какой-либо пробной групп? испытуемых.



2 0 6 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАПусть имеем 3 испытания: I, II и III, с помощью которых мы намерены определять пригодность отдельных испытуемых к какой-либо профессии. Отобрав достаточно характерную и не очень малую группу лиц, уже работающих на данном поприще, мы подвергаем их всем трем испытаниям и одно­временно отмечаем тем или иным спосооом качество их ра­боты (например условными №№ по успешности этой работы или по ее количеству). Прокоррелировав затем числовые результаты каждого из 3-х испытаний порознь с этими характеристиками действительной рабочей продукции, мы получим 3 коэффициента корреляции rv  г2 и гя.Пусть в частности:/"! =  -]— 0,8 г2 =  +  0,3 г&— ОД-Эти коэффициенты показывают, что наличие первого признака для успеха в данном виде работы имеет очень большое значение +  =  + 0,8), наличие второго признака уже не так существенно (г2 =  +  0,3), а наличие третьего даже несколько понижает качество работы (/"3== 0,1).Исходя из этих соображений, мы и можем принять здесь полученные числа г за коэффициенты значимости q.Пусть, например, отдельный испытуемый (уже не из числа тех, на которых производился пробный опыт) дал следую­щие децисигмальные оценки d:

Д-12 — 8 Д-2.Помножив эти оценки на коэффициенты значимости q‘. Д -0,8 Д- 0,3 0,1получим следующие произведения:(Д -12) (Д- 0,8) =  Д- 9,6 ( -  8) (+ 0 ,3 )  = - 2 , 4  
( +  2) ( - 0,1) = - 0,2сумма их 5  =  +  7,0.Итак, суммарная комплексная оценка этого испытуемого S  равна здесь +  7 децисигмам. Для вычисления соответствую­щей средней его оценки Н  необходимо полученную здесь величину S  *=> +  7 разделить на сумму всех коэффициентов значимости:

+  03  +  0,3 — 0 ,1 = + 1 .

КОЭФФИЦИЕНТ ДИСГАРМОНИЧНОСТИ и СПОСОБ ГИПОТЕНУЗ 2 0 7Следовательно в данном частном случае и средняя ком­плексная оценка #  =  +  7 децисигмам.Аналогично можно поступать и с перцентилярными оцен­ками (с соблюдением указанных ранее правил и с учетом * особенностей перцентиляжа, приведенных в примечаниях к этой главе).
XX Коэффициент дисгармоничности и способ 

, гипотенуз.В приведенном выше примере вывода суммарной и сред­ней комплексной оценки для 5 испытуемых по 5-ти при­знакам мы получили в конечном итоге следующую оценоч­ную ведомость:
Г "I Испы­
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И с п ы т а н и я
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 HI 11 III IV V

V d. V d V d V d V d

№ 1 . 26 +  15 16 +  5 34 +  5 19 1 +  15 40 +  15 +  55 +  11

№ 2 . 22 +  5 18 +  15 42 +  15 7 -  5 25 0 +  30 +  6

№ 3 . 20 0 15 0 30 0 10 0 20 — 5 -  5 — 1

№ 4 . 18 -  5 14 — 5 18 - 1 5 13 +  5 30 +  5 - 1 5 -  3

J S  . 
—

14 — 15 12 - 1 5 26 -  5 1 -  15 10 - 1 5 - 6 5 - 1 3Для каждого из этих 5-ти испытуемых мы можем по­строить индивидуальный профиль, причем, например, для испытуемого № 2, полу­чившего оценки:+  5 + 1 5  + 1 5  - 5  и 0,такой профиль *  будет иметь форму, указанную иа черт. 97. Посмотрим, какое графическое тол­кование мы.Сможем дать



2 0 8 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАсредней комплексной оценке И  всех 5-ти испытаний этого индивидуума, которая в данном случае получилась равной -f-6  децисигмам.Так как средняя комплексная оценка И  характеризует собою среднюю величину всех 5-ти децисигмальных оценок d, которые на профиле представлены его ординатами (т. е. расстояниями отдельных точек профиля до средней гори­зонтальной линии сетки М М ), то эта комплексная оценка ( 4  6) будет, очевидно, определять здесь среднюю высоту всего профиля в целом над той же самой центральной горизонталью М М . Если провести прямую А В  на высоте 
Н  — -\- 6 децисигмам, то положение этой прямой на сетке (выше или ниже) и будет характеризовать среднюю высоту всей ломаной линии профиля (см. черт. 97).Итак, средняя оценка комплекса признаков в графиче­ской ее интерпретации соответствует расстоянию И  между средней линией самого профиля (АВ) и средней линией сетки (ММ). Чем больше по своей абсолютной величине эта средняя комплексная оценка, тем дальше от средней горизонтали сетки расположится и средняя линия профиля (а стало быть и весь профиль в целом). При этом положи­тельным значениям средней оценки Н  будет соответство­вать расположение всего профиля в верхней части сетки, а отрицательным -  в нижней.Но кроме высоты профиля И , характеризующей свой­ственную данному индивидууму среднюю величину его оце­нок по отдельным признакам, во многих случаях предста­вляется необходимым выяснить также и степень различия (количественного разнообразия) всех изолированных оценок d, из которых слагается эта комплексная характеристика Н . Дело в том, что одна и та же средняя высота профиля Н  может получиться при весьма несходных условиях: и сильно искривленный (зигзагообразный) и ровный профиль могут иметь одинаковую высоту И , в то время как эти различия в форме профиля имеют, очевидно, весьма существенное значение. Сильно разбросанный около своей средней линии 
(АВ) антропометрический профиль свидетельствует, напри­мер, о нарушении пропорциональности в развитии отдель­ных частей тела; форма же этого профиля, прибли­жающаяся к горизонтальной линии, указывает, нзобо-

КОЭФФИЦИЕНТ ДИСГАРМОНИЧНОСТИ И СПОСОБ ГИПОТЕНУЗ 2 0 9рот, на идеально правильное соотношение всех частей тела.Эту разбросанность (рассеяние) отдельных точек профиля около его средней линии (АВ) мы можем количественно охарактеризовать особым „коэффициентом дисгармонично­сти Д  вычисляемым по принципу, аналогичному определе­нию среднего квадратического отклонения «, причем в этих вычислениях средняя высота профиля Н  будет играть роль среднего арифметического М . нВ нашем примере испытуемый № 2 имел следующие 5 изолированных оценок d: У+  5 -f-15 4 1 5  _ _ 5 0)причем средняя комплексная его оценка Н =  4 6о п ен к Л л л  ЭТИ ° ЦеНКИ (rf) 33 варианты V> а комплексную оценку (И) за среднее арифметическое М , вычислим по ана­логии с центральными (*) „дисгармонические" отклонения д+ " ИГМаЛЬНЫХ ° ЦеН0К d  0Т 0бЩеЙ комплекснойТак как оценка первого признака 4  =  4 5 , то ее дисгар­моническое отклонение: р
A i  =  4  — / / = 4 5  — 6 =  — 1.Аналогично вычислим и все остальные дисгармонические отклонения Д :Для 4  =  4  15 4  =  4 1 54  =  — 5 4 =  О

Л 2 — 4  — 77 =  4 1 5  — 6 =  4  9А з = 4  — 77 =  4  15 — 6 =  4  9А «  =  4 — я = — 5 — 6 =  — н д 5 =  4 — о — б =  — 6.Итак, комплекс оценок d  испытуемого № 2 в нашем примере имеет следующие дисгармонические отклонения Д :1 + 9 -  4 9  — И и __б,которые, подобно центральным отклонениям (х) в сумме равняются 0. уВозвысив все эти отклонения ( д )  в квадрат, получим:1 81 81 121 и 36.Вариационная статистика. К



210 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАСумма квадратов дисгармонических отклонений 21 д2 (аналогичная сумме квадратов центральных отклонений Е *  *•)2) равна здесь 320: S  А3 =  320.Разделив эту сумму на общее число всех оценок /V — 5Т будем иметь: хдз 320 с .-ГГ = = -£ -— 64.N  5После извлечения из этого числа квадратного корня мы и получим искомый коэффициент дисгармоничности:
D  =  +  =  +  8 децисигм.Итак, коэффициент D  вычисляется по формуле:

где А — d  — Н.Полученный здесь результат (D =  ±  8) показывает, что индивидуальный профиль испытуемого № 2 разбросан около своей средней линии А В  в обе стороны от нее ( + )  в с р е д н е м  на 8 децисигм.Очевидно, для профиля, имеющего форму горизонталь­ной прямой линии (т. е. для случая совершенно одинако­вых оценок d), коэффициент D  =  0.Чем больше по своей абсолютной величине этот коэффи­циент D, тем большее разнообразие наблюдается и у отдель­ных оценок d.Полную характеристику индивидуального профиля мы будем в дальнейшем изображать символическим сочетанием букв: v
H ± D ,

Vкоторое, например, в применении к испытуемому № 2 будет иметь следующее числовое значенье:
t f  +  D =  -(-6 +  8.Для испытуемого № 3 (см. черт. 98) его децисигмальные оценки d по 5 ти изолированным признакам оказались равными: 0 0 0 0 — 5,

а средняя комплексная оценка Н — — 1.

КОЭФФИЦИЕНТ ДИСГАРМОНИЧНОСТИ и СПОСОБ ГИПОТЕНУЗ 211Здесь при вычислении дисгармонических отклонений А из каждой оценки d  придется вычитать отрицательную величину Н  — — 1, что соответствует прибавлению к d  той же величины Н,  но уже с обратным знаком (-}-). Итак:*1 = 0 + 1  = +  1
A2 = 0 + 1  = + 1A3 = 0 + 1  = +  1
^4 = 0 4 -1  =i +  1- 5 + 1  = — 4.Возвысив все четы-ре отклонения А в ква драт, получим:1 1 1 1 16. Церт. 98.Сумма этих квадратов ГА2 =  20.Следовательно коэффициент дисгармоничности:

D  =  ± ) / ™  =  ± : V 4 = ^ 2или, так как Н  — — 1, то в окончательной символической форме:
Я ±£>  =  — 1+2.Этот результат показывает, что оцениваемый профиль опущен (знак — у Н)  относительно средней линии сетки 

(ММ)  в среднем на 1 децисигму и разбросан около своей средней линии (АВ) в сбе стороны от нее ( ± )  в среднем на 2 децисигм ы (см. черт. 98).Значение И,  близкое к 0, и сравнительно малая вели­чина D  указывают на принадлежность данного испытуемого к категории „нормальных" и на почти полную однород­ность его оцен к по всем 5-ти испытаниям.Нетрудно убедиться в том, что в нашем примере:для испытуемого» в
Г  7)» я» »

№ 1№ 2 № 3 № 4 № 5
Я  +  D  =  +  11 +  4,90 *) 
H ± D = +  6 + 8  
I I  ± D  =  — 1 + 2  
H ± D  =  — 3 +  7,48 *•)
H ± D  =  — 13 +  4

*) Точно: D  =  A z /24-
*•) Точно: D  =  ±  j/56. 14



2 1 2 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАВычисление коэффициентов дисгармоничности по формуле:
°=+V1rпри сколько-нибудь значительном количестве объединяемых в одном комплексе признаков (N) и при очень большом числе испытуемых (п), для которых эти коэффициенты вычисляются, представляет собою настолько кропотливую и громоздкую операцию, что без каких-либо технических ее упрощений такой детальный способ комплексной харак­теристики индивидуумов на практике может оказаться про­сто неосуществимым.Единственным и весьма действительным выходом из создавшегося здесь затруднения служит применение чрезвы­чайно экономного по затра­те времени и в сущности очень несложного графи­ческого приема определения, коэффициентов Д  основан­ного на известной „теореме Пифагора11.Вспомним, что между ве­личиной двух катетов АС  и СВ  прямоугольного тре­угольника А В С  (см. черт. 99) и величиной его гипотенузы 

А В  существует точная количественная зависимость, опре^ деляемая формулой:
А В  =  У 'Л С ' +  С/В2Эта формула показывает, что для вычисления длины отрезка А В  (гипотенузы) следует измерить в каких-либо единицах (например в сантиметрах) оба катета А С  и С В , затем каждое из полученных чисел возвысить в квадрат, сложить их друг с другом и из полученной суммы извлечь квадратный корень. Так, например, в прямоугольном тре­угольнике, изображенном на черт. 99, катет А С  сделан дли­ною в 4 см (АС =  4), а катет В С  по высоте равен 3 см  

(ВС =  3). Следовательно расстояние между точками А  и В т т. е. гипотенуза нашего прямоугольного треугольника:
АВ  =  |/4--4- 32 =  i/16 +  Э =  / 2 5  =  5 см.

Я

КОЭФ Ф ИЦИ ЕНТ Д И СГА Р М О Н И Ч Н О СТ И  И С П О С О Б  ГИ П О Т Е Н У З 213И действительно в отрезке А В  укладывается ровно 5 см, в чем нетрудно убедиться непосредственным его измерением.На основании этих соображений мы всегда можем заме­нить вычисление квадратного корня из суммы квадратов двух величин А С  и В С  простым измерением (по масштабу) гипотенузы А В  такого прямоугольного треугольника А В С, з котором оба катета А С  и В С  соответствуют по своей длине и высоте двум заданным величинам.К аналогичному (но дважды повторенному) построению можно при­бегнуть и при вычисле­нии квадратного корня из суммы квадратов трех величин, например 12,16 и 15.Непосредственное вычисление по формуле дает здесь следующие результаты:
] / W + Т б “2+ 1 5 *  =  1/144 +  256 +  225 =  / 6 2 5  =  25.Разобьем весь процесс этого вычисления на 2 части: сперва определим числовое значение квадратного корня из суммы квадратов двух первых по порядку величин: 12 и 16:/ 1 2 2 +  Гб2 =  |/144 +  256 =  1/400 =  20,а затем уже найдем значение корня из суммы квадратов только что найденной величины (20) и оставшейся (третьей) величины 15:/ г С Р + Т б 2 =  1/400 +  225 =  / 6 2 5  =  25.В конечном итоге мы и придем, очевидно, всегда к тому же самому результату (25), который был получен раньше при вычислении полного выражения:/ 1 22 + Т б 2 +  15- =  25.Графически этот способ вычисления соответствует двум следующим построениям (см. чертежи 100 и 101).



2 1 4 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАК вертикально поставленному отрезку В С  — 12 делениям кикого-либо произвольного масштаба (черт. 100) приклады­ваем горизонтальный отрезок А С =  16 делениям того же самого масштаба и измеряем расстояние между точками А и В, т. е. гипотенузу А В , оказавшуюся — 20 таким деле­ниям. Далее (черт. 101) к вертикально поставленному отрезку D B =  15 прикладываем по горизонтальному напра­влению только что измеренный перед тем (на черт. 100) отрезок А В  — 20 и промеряем расстояние между точками А и D . Получим искомую длину отрезка A D  =  2b, что вполнесоответствует выполненным ранее вычислениям.Совершенно также можно выполнить и построения.заменяющие собою не­посредственные вычи­сления к в а д р а т н о го  корня из суммы квад­ратов четырех и более величин.Применим этот гра­фический прием, мо­гущий быть назван-*» ным „способом гипоте нуз“ *), к определению числового значен ия квадратного корня и? суммы квадратов всех дисгармонических отклонений Д, т. евыражения:
V '~  д2входящего в числитель окончательной формулы для опре­деления коэффициента дисгармоничности D .В самом деле:

D

*) О применении .способа гипотенуз” в опытной агрономии см. мою 
статью .Графический метод обработки результатов полевого опыта*. Трудь: 
пЬ прикД.' бОтйнике, генетике и селекции. Т. XXI, вып. 1-й, 1928 —-192S 
Стр. 597 — 6321 ^  : ■ -

КОЭФФИЦИЕНТ ДИСГАРМОНИЧНОСТИ И СПОСОБ ГИПОТЕНУЗ 2 1 5или, извлекая корень в числителе и в знаменателе отдельно:Д  — ^.....................  у/Ш‘ ,Поэтому при определении коэффициента D  мы можем найти сперва числовое значение ]/ЁД2 и затем уже разде­лить его на У  N .Пусть, например, имеем индивидуальный профиль, пред­ставленный на чертеже 102.

Отдельные децисигмальные оценки d здесь имеют сле­дующие числовые значения:
■ф 25 — 5 —}— 25 — 5.Сумма их (суммарная комплексная оценка):

S =  +  40,а средняя комплексная оценка (средняя высота всего про­филя в целом):
«  =  ± ^ -  +  10.Проведя горизонтальную прямую на высоте #  =  -{-10деци- сигмам над средней линией сетки (ММ), найдем положение средней линии профиля АВ.



216 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАЗдесь дисгармонические отклонения, представляющие собой расстояния отдельных вершин профиля до прямой А В , изображены жирными вертикальными отрезками, обозначен­ными буквами Aj, Д2, Да и Д4. Нетрудно убедиться в том, что:Дх =  + 15 Д3 =  +  15А, = — 15 Д4 = — 15.Для вычисления коэффициента дисгармоничности D  опре­делим по .способу гипотенуз” величину:
l/V + V + V  + V  =Возьмем для этого циркуль с двумя остриями (без каран­даша) и измерим на самом индивидуальном профиле (см.

черт. 103) отрезок А С , соответствующий первому из 4-х заданных дисгармонических отклонений Af. Далее отложим по средней линии профиля А В  отрезок D F , равный только что измеренному перед тем первому отрезку А С  (оба эти равные отрезки помечены на черт. 103 дугами). Получим прямоугольный треугольник F D E , в котором катет F D  —  Дх, а катет D E  — Д2. В этом треугольнике нам нужно теперь измерить циркулем его гипотенузу F E . Для этого, не сни­мая с чертежа ту ножку циркуля, которая при отложении отрезка F D  попала в точку F, другую его ножку мы при­поднимаем над чертежом (под точкой D ) и, раздвигая цир­куль настолько, насколько это понадобится, ставим второе его острие в точку Е  (являющуюся вершиной второго отрезка D E — Д2).После этого, циркуль совершенно снимается с чертежа, а измеренный им отрезок F E  переносится опять на сред-

КОЭФ Ф И Ц И ЕН Т Д И С ГА Р М О Н И Ч Н О С Т И  И С П О С О Б  ГИ П О Т Е Н У З 217я юю линию профиля {АВ) к основанию Н  третьего отрезка //G =  Aa (см- черт. 104). Здесь отрезок H L  в точности равен

полученному ранее отрезку F E , который служил гипотену­зой треугольника F D E  (эти отрезки помечены дугами). Далее мы снимаем острие циркуля с точки Н  и, не сдвигая вто­рого острия с точки L, переносим освободившуюся ножку циркуля из точки Н  в точку G , т. е. измеряем новую гипо­тенузу LG .Отложив, наконец, эту гипотенузу L G  на той же прямой 
АВ  влево от основания В  последнего отрезка B R  =  Д4 (см. черт. 105), мы получим отрезок B P  ( =  LG), который служит катетом треугольника P B R .Сняв ножку циркуля с точки В  и поставив ее в вершину последнего отрезка (т. е. в точку R), мы и измерим гипо­тенузу P R  этого последнего треугольника.

На основании высказанных ранее соображений длина этого отрезка P R  в нашем децисигмальном масштабе и будет -соответствовать искомой величине:



2 1 8 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАВ данном случае отрезок P R  =  30 децисигмам, в (чем нетрудно убедиться путем непосредственного его измерения, Следовательно:
К ё д1 =  зо.Но и обычные вычисления дают здесь те же самые результаты:

V (+1 5 )Н  (~  15)“ +  < ± 1 5 ?± (+ 7 ± ) =

V  22Ь Д - 225 -f- 22b + 2 2 5  =  1/900 =  30.Само собой разумеется, что никаких пунктирных линий при таком построении проводить на профиле не приходится Эти пунктиры и штриховка отдельных треугольников сде­ланы на чертежах 103, 104 и 105 лишь для ясности и нагляд­ности описания самого порядка последовательных измере­ний всех гипотенуз.Все эти построения производятся здесь только посред­ством ряда отмеров остриями циркуля всех расстояний на самом индивидуальном профиле, без какого-бы то ни было прочерчивания дополнительных прямых по линейке, кроме основной средней линии профиля А В .Итак, для построения величины Л2 мы должны изме­рить циркулем отрезок, соответствующий первому дисгар­моническому отклонению (Л + и приложить его к основа­нию отрезка, соответствующего второму отклонению (Д.,). Измерив гипотенузу полученного при этом прямоугольного реугольника, мы прикладываем ее к основанию следую­щего вертикального отрезка и измеряем гипотенузу нового треугольника. Повторив эту операцию несколько раз подряд* получим в конечном итоге длину гипотенузы последнего треугольника, которая в масштабе данного чертежа и будет соответствовать искомой величине ]/Ё  Д2. Для проверки результатов этих построений можно повторить их в обрат­ном порядке (справа-налево).Определив величину j/ 2 A 2, которая в нашем примереоказалась =  30 децисигмам, следует разделить ее на V N .  Так как у нас N =  4, то:

КОЭФФИЦИЕНТ ДИСГАРМОНИЧНОСТИ И СПОСОБ ГИПОТЕНУЗ___2 1 9Итак, в нашем примере средняя высота профиля Н  — Ю, а коэффициент дисгармоничности D  =  +  15 или:
я +£> =  +10 ±15.В общем случае, когда корень из числа N  не извле­кается нацело, такое деление последней гипотенузы P R  =  _ _  У Е Д2 на 1±V удобно производить также графическим путем. Для этого следует заранее вычертить на листе! мил­лиметровой бумаги прямоугольник произвольного размера и из левого нижнего его угла Р  провести наклонную . пря­мую P S , как это показано на черт. 106.Положение точки S , через которую проходит прямая P S  определяется для каждого данного числа N  по следующей формуле:

ST-- . Г  (Рту *  
У NВ нашем примере 

N ==A , а основание пря­моугольника Р Т  взято равным 5 см. Итак:
N  — A Р Т  =  5. Г

Следовательно высота искомого отрезка:
S T =  у/{Щ - =  V 5 = Уj  = К б ,2 5  = 2,5 ем.Отложив кверху от точки Т отрезок TS — 2,5 см, мы и получим на противоположном его конце точку S . Далее точку S  следует соединить прямой линией с левым нижним углом этого прямоугольника, т. е. с точкой Р .Этот представленный на черт. 106 „расчетный график.* заготовлен для ЛГ==4 (при другом значении ЛЛ наклонная прямая P S  прошла бы, очевидно, уже под другим углом к основанию этого прямоугольника). - ■

*) Можно было бы вывести величину Я Г из под знака радикала, но 
в этом виде формула представляет большие практические удобства при 
производстве вычислений. * ' :
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Для деления отрезка P R  =  - ] / t ^  на V 'N  мы отклады­ваем его циркулем по нижнему основанию прямоугольника Р Т  вправо от точки Р  и из противоположного конца R  этого отрезка P R  по направлению клеток миллиметровой бумаги измеряем расстояние RL  кверху до наклонной прямой P S . Этот отрезок RL  в первоначальном (децисигмальном) мас­штабе и будет равен искомому коэффициенту дисгармонич­ности D . В данном случае отрезок:
R L  =  15 децисигмам,что вполне совпадает с вычисленным выше значением коэф­фициента D .Так как отдельные индивидуальные профили, для кото­

рых приходится определять коэффициенты дисгармонично­сти D ,  чаще всего характеризуют некоторое постоянное количество признаков (/V), то для окончательного деления на "]/N достаточно бывает заготовить на расчетном графике лишь одну единственную наклонную прямую. В расчете же на различные числа N  в таком прямоуголь­нике можно провести целый пучек исходящих из точки Р  наклонных прямых линий, каждая из которых будет соответ­ствовать определенному значению N .На черт. 107 представлен такой график, расчитанный на значения N  в пределах от 3 до 10. Цифрами справа

указано значение N  для каждой отдельной наклонной прямой.Способ построения этих наклонных линий и использова­ние их при делении у ^ д2 на ~]/N  остается прежним. На­пример, самая нижняя из этих линий, соответствующая зна­чению А7 = 1 0 , проводится через точки Р  и S , причем по­с л е д н я я  ставится на правой стороне прямоугольника на высоте:
sr= V4f-Здесь основание графика Р Т  — 10 см, а число /V = следовательно: Ю,

=  Уго" =  V t(? =  V'lO =  3,:к6 см.Итак, наклонную прямую P S , соответствующую значе­нию А / = 1 0 , следует провести через точку Р  и точку S r поднятую над точкой Т  на высоту S T  — 3,16 см.Аналогично проводятся на графике и все остальные наклонные прямые.В частности, например, при основании прямоугольника 
Р Т = 2 0  см высота точки 5  над точкой Т  для различных значений числа N  будет иметь следующие частные значения:y v = 2 высота S T = 14,14 CM

n = 3 n S T = 11,55 Я
N  — 4 и S T  = 10,00‘
N  — 5 я S T  = 8,94 я
N  — 6 я S T  = 8,16 *ЛГ = 7 я S T  = 7,56 я
N  = 8 я S T  = 7,07 я
N  = 9 я 6,67 »
N  = 10 я S T  = 6,32 я
N  = 11 я S T  = 6,03 я
N  — 12 п S T  = 5,77 я
N  = 13 * я 5,55 я
N  = 14 я S T  = 5,35 я
N  = 15 S T  = 5,16 я
N  = 16 я S T  = 5,00 я
N  = 17 я S T  = 4,85 я
N  = 18 я S T •= 4,71 я
N  = 19 я S T = 4,59 п20 я S T  = 4,47 п
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XXI. Некоторые свойства изолированных и ком­
плексных оценок.В приведенном выше числовом примере оценки 5-ти ис­пытуемых по 5-ти признакам мы получили следующие конечные результаты (см. стр. 207 и 211).

И с п ы т у е м ы е :

О  ц  е н К а

И з о л и р о в а н н а я : К о м п л е к с н а я :

d i d j da d i d , 5 н D

№  1 ....................................... +  15 +  5 +  5 +  15 +  15 +  55 +  11 ± 4 , 9 0

№  2  ....................................... +  5 +  15 +  15 —  5 0 +  3 0 +  6 ± 8

№  3 . .  . . . . . . .  . 0 0 0 0 —  5 —  5 -  1 ± 2

X »  4 ....................................... —  5 -  5 —  15 +  5 +  5 -  15 —  3 ± 7 , 4 8

X »  5 ....................................... - 1 5 —  15 —  5 —  15 -  15 —  65 - 1 3 ± 4

' - »’Здесь буквами: dx, d2, d3, d4 и d5 обозначены как всегдадецисигмальные оценки этих испытуемых по отдельным изо­лированным признакам, а буквами S,  Я  и D  — их ком­плексные оценки: S  — суммарная, Я  — средняя, a D  — коэф­фициент дисгармоничности.При выводе всех этих комплексных оценок мы выпол­няли различные требуемые правилами действия в направле­нии г о р и з о н т а л ь н ы х  строчек этой таблицы (напр. при выводе суммарной оценки складывали все изолированные оценки d, полученные данным испытуемым по всем 5-ти ис­пытаниям).Выясним некоторые соотношения, которые получаются здесь при выполнении определенных действий над этими же числами по направлению в е р т и к а л ь н ы х  столбцов нашей таблицы.Прежде всего следует обратить внимание на то, что алге­браическая сумма этих чисел во всех столбцах, кроме край­него (D ), в точности равна нулю:Ed =  0 15 =  0 и 1/7 == 0,в чем нетрудно убедиться, выполнив эти сложения в дей­ствительности.

НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ИЗОЛИРОВ. И КОМПЛЕКСНЫХ ОЦЕНОК 2 2 3Так например в первом столбце dx сумма всех изолиро­ванных децисигмальных оценок по I признаку:
Edx =  — 15 — 5 +  0 +  5 +  15 =  0.То же самое получим и в столбцах <7,, d3, d4 и d5, а также в двух предпоследних: 6’ и Я .В нашем примере все эти суммы равны нулю совершенно точно, так как при вычислении отдельных оценок d, S  и Я  нам не пришлось отбрасывать лишних знаков после запятой {все деления были выполнены нацело). Если же эти оценки вычислялись бы приближенно, то и равенство нулю их сумм носило бы также невполне строгий характер. Приэтом отличие всех сумм от нуля было бы тем большим, чем большее количество (я) таких неточных оценок мы подвер­гали бы этому суммированию.Но если суммы чисел (Ed, i ll5  и ЕЯ ) в каждом из верти­кальных столбцов =  0, то этим же свойством будут обладать очевидно и их средние арифметические (Md, M S , M H), так как всякое среднее арифметическое равно сумме чисел, разде­ленной на их количество (я).В случае приближенного вычисления отдельных оценок d, 

S  и Я  точность этих средних арифметических, вычисляемых по вертикальным столбцам, уже не будет находиться в за­висимости от их количества я, так как накопление ошибок при увеличении я всегда окажется компенсированным в про­цессе дальнейшего деления суммы всех оценок на это боль­шое число я.Равенство нулю средних арифметических по отдельным столбцам может служить средством проверки суммарных и средних комплексных оценок (S и Я )  *)•Второе весьма существенное свойство децисигмальных оценок d заключается в постоянстве суммы их квадратов Ed*, которая в каждом из столбцов d u d2 d3, d4 и d5 в точности равна 100 я. В самом деле для крайнего, например, столбца ( d j  отдельные оценки равны:
41 5  + 5  0 — 5 — 15.

) Средние арифметические перцентилярных оценок ■— 50.



2 2 4 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАа квадраты их в сумме составляют:225 +  25 +  0 +  25 +  225 =  500.Так как всего этих оценок здесь 5 (я =  5), то 100 п также =  500. Нетрудно убедиться в том, что и для всех остальных столбцов суммы квадратов их оценок d  будут — =  100 я. Итак: Erf2 =  100 tuТочность этого равенства также находится в зависимости от точности самих оценок d и общего их количества я.Из постоянства суммы квадратов всех d вытекает и по­стоянство средних квадратических отклонений (з), вычислен­ных для чисел каждого из первых пяти вертикальных столб­цов нашей таблицы. Эти сигмы оказываются здесь всегда равными 10. В самом деле, для чисел крайнего левого столбца (dx):+  15 + 5  0 — 5 — 15среднее квадратическое отклонение о == +  10 *).То же самое будем иметь и во всех остальных столбцах, в которых у нас были записаны изолированные оценки d Здесь точность этого результата зависит только от точности вычисления отдельных оценок d, но уже не от их общего количества я, так как накопление ошибок при увеличении п компенсируется последующим делением Erf2 на это число п (под корнем).Итак, среднее квадратическое отклонение ряда чисел, представляющих собой децисигмальные оценки по одному изолированному признаку для всей группы объектов иссле­дования (на которой был выработан критерий этой оценки, всегда =  10 (децисигмам). Отсюда ясно, что децисигмальные оценки d  по отдельным изолированным признакам варьи­руют всегда в одних и тех же постоянных пределах **).
*) Здесь а вычислена по формуле без поправки на малое число изме 

рений я, так как число это предполагается достаточно большим.
**) Перцентилярные оценки при достаточно большом их количестве 

будут варьировать в пределах каждого отдельного признака в среднем на

« = ±
50

/3
=  +  28,87 перцентилей (если эту величину определить по обыч­

ным правилам вычисления о).

Н ЕК О Т О РЫ Е С В О Й С Т В А  И ЗО Л И Р О В . II К О М П Л ЕК СН Ы Х  О Ц ЕН О К  225Теперь посмотрим, какие соотношения и количественные закономерности наблюдаются у комплексных оценок S , Я  и Д  если их учитывать для всей совокупности я объектов иссле­дования в целом (т. е. также по вертикальным столбцам).Здесь прежде всего следует отметить весьма важную зависимость, которая существует между суммой квадратов средних оценок Я  и суммой квадратов коэффициентов дис­гармоничности Д  т. е. между Е Я 2 и Е D 2. На нашем число­вом примере легко убедиться в том, что:Е Я 2 +  Е Д  =  100 я.В самом деле, средние оценки Я  всех пяти испытуемых у нас оказались равными (снизу вверх):
13 —  3 —  1 +  6 + 11,поэтому квадраты их выразятся следующими числами:169 9 1 36 121,а сумма квадратов всех Я , т. е.Е Я 2 =  336.Коэффициенты дисгармоничности D  для этих же 5-ти ис­пытуемых у нас получились равными:+  4 + 7 ,4 8  + 2  + 8  и + 4 ,9 0 ,а квадраты этих коэффициентов (см. прим, на стр. 211):16 56 4 64 24,откуда сумма квадратов всех Д  т. е.Е Д  =  164.Следовательно:Е Я 2 +  Е Д  =  336 +  164 =  500.Но и 100 я =  100-5 =  500, что вполне подтверждает вы­сказанное выше правило.Какие отсюда могут быть сделаны выводы?Если величины Е Я 2 и Е Д  в сумме равны постоянному числу 100 я, то увеличение каждой из них может происхо­дить только лишь за счет соответствующего уменьшенияВярИПЦИ'ЮНЯ* РТЯТИОТПОД. ] 5



2 2 6 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАдругой. Следовательно там, где средние оценки Я  будут варьировать сильно (2 Я 2 будет иметь большое значение), там большинство коэффициентов дисгармоничности D  ока­жутся близкими к О (2 D 2 будет иметь малое значение) и обратно: слабое варьирование средних оценок Я  всегда будет указывать на значительную дисгармоничность большинства оценрваемаемых индивидуумов.Если, в частности, все п испытуемых имели бы совер­шенно одинаковые оценки d по каждому из N, изолирован­ных признаков, то все коэффициенты D  (а стало быть и сумма их квадратов 2 D 2) =  0. В этом случае сумма квадра­тов средних оценок Я  т. е. 2 Я 2 имела бы наибольшее из возможных своих значений:2 Я 2 =  100 п,т. е. средние оценки Я  варьировали бы в тех же самых пределах, в каких варьируют и децисигмальные оценки d по каждому изолированному признаку (см. стр. 224).Так как в общем случае отдельные коэффициенты D  не — 0, то и 2 Я2 обычно оказывается меньше 100 п. Отсюда ясно, что варьирование средних оценок Я  всегда меньше варьирования децисигмальных оценой d.Таким образом, если за „норму" отдельных признаков мы условно принимаем например интервал варьирования децисигмальных оценок d от + 1 0  до — 10 (что соответ­ствует колебаниям отдельных вариант V  в пределах отЛ4 +  о до М  — о), то границы „нормы" для средних комплексных оценок Я  должны быть всегда несколько сужены. Чтобы определить эти границы, в каждом отдельном случае необ­ходимо вычислить среднее квадратическое отклонение (о) для всего ряда фактически полученных средних оценок Я * ) . В нашем примере для ряда чисел:— 13 — 3 - 1  + 6  + 1 1
*) Для того чтобы судить о сужении размаха колебаний средних оце­

нок (S) при перцентиляже, следует или разбить их на „равночисленные" 
зоны (см. стр. 126) или вторично перцентилировать их с помощью интеграль­
ной кривой (см. стр. 170),

НЕКОТОРЫЕ СВОЙСГЗА ИЗОЛИРОВ. И КОМПЛЕКСНЫХ ОЦЕНОК 2 2 7среднее квадратическое отклонение приблизительно =  8,2 (а не 10, как это имело место в применении к любому ряду изолированных децисигмальных оценок d).Следовательно, границами „нормы" для всего комплекса 5-ти признаков в целом будут служить числа:— 8,2 и + 8 ,2 ,если за „норму" оценок d по отдельным изолированным признакам был взят интервал:от — 10 до +  10.Для суммарных оценок S  эта зона „нормы" должна быть наоборот расширена путем умножения обеих границ + 8 ,2  и — 8,2 на число объединяемых признаков N  (т. е. в дан­ном случае на 5). Следовательно в нашем примере при Я =  5 область нормальных значений суммарных оценок S  будет л жать в пределах: от — 41 до 4-41.Эти же границы мы могли бы получить, очевидно, и непо­средственно, путем вычисления среднего квадратического отклонения (о) для ряда суммарных оценок S , не прибегая вовсе к рассмотрению ряда средних оценок Я . В самом деле, в нашем примере для чисел 5:— 65 15 — 5 + 3 0  + 5 5среднее квадратическое отклонение а приблизительно= 4 1 , что и определяет здесь границы „нормы" в пределах:от — 41 до + 4 1 .Это совпадение конечных результатов вычислений объ­ясняется здесь зависимостью, которая существует между средним квадратическим отклонением (а) ряда суммарных и средних оценок. Сигма ряда 5  всегда в N  раз больше сигмы ряда Я  (у нас сигма ряда 5  равна 41, а сигма ряда Я  равна 8,2, т. е. как раз в 5 раз больше).Одним из весьма важных свойств децисигмальных оце­нок d, кроме указанного выше постоянства пределов их варьирования, служит возможность довольно суще­ственных упрощений вычислительной техники при опредег
15*



2 2 8 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАлении коэффициента корреляции г между двумя рядами таких оценок. Вспомним (см. I часть этого руководства), что коэффициент корреляции г вычисляется по формуле:
£*у

у/ 2 х 3.S3H
ИЛИ г — Ъху

туЕсли же коррелирующими вариантами V  служат два ряда децисигмальных оценок: dx и dv, то коэффициент г может быть вычислен по следующей более простой формуле:
100 п  'Пусть, например, нам требуется вычислить коэффициент корреляции г между результатами Vx и Vy двух испытаний;

Испы­
туемый

I испытание II испытание

Результаты
V,

Оценка
dx

Результаты
+

Оценка
dy

№ 1 . . . 26 +  15 19 ■ 15

№ 2 . . . 22 +  5 7 -  5

№ 3 . . . 20 0 10 0

Ня 4 . . . 18 — 5 13 +  . 5

№ 5 . . . 14 — 15 1 -  15Коррелируя числовые результаты непосредственного из­мерения Vx и V , получим следующий расчет:
К X X2 У У2 х у

26 19 +  6 36 +  9 81 +  54

22 7 +  2 4 — 3 9 — 6

20 10 0 0 0 0 0

18 13 — 2 4 +  3 9 — 6

14 1 - 6 36 — 9 81 +  54

100 50 0 80 0 180 +  96

НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ИЗОЛИРОВ. И КОМПЛЕКСНЫХ ОЦЕНОК 2 2 9Здесь 100, a E V y =  50, следовательно:
100ЛГ

М .

У

п2 V..
5
50

: 20.
=  10.Вычислив все центральные отклонения х  и у,  возвысив их в квадрат и сложив, получим в сумме:£ х 2 =  80 £ /  =  180.Перемножив попарно х а а у  и подведя итог столбца х у ,  получим в сумме: £х.у =  +  96.Следовательно искомый коэффициент корреляции:Sxy

y / S x 2. £ / '

+  96 _  
у/8СП80 ~~

+  96 +  96
у/14400 120 0, 8.Если бы у нас были предварительно вычислены оба сред­ние квадратические отклонения (а) этих рядов: ^

= )/зб -= ± б ,то коэффициент корреляции г мы могли бы определить и по другой формуле:
2 ху  -4- 96’ +  96

Г — 5 - 4 - 6 ~  120Покажем теперь, какие упроще­ния можно внести в процесс вычи­сления г, если наряду с варианта­ми Vx и V  мы имеем также и их децисигмальные оценки dx и dy. Перемножив попарно dx на dy и сложив все эти произведения, по­лучим:

+  0 ,8 .
dx dy dxdy

+  15 +  15 +  225

+  5 — 5 — 25

0 0 0

— 5 +  5 — 25

- 1 5 - 1 5 +  225

0 0 +  400£ d d v =  +  400
У



2 3 0 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАоткуда искомый коэффициент корреляции:
£ dx dy  +  400 

Г = =  100 л “  ЮО-5 +  0,8.Этот способ, очевидно, много проще предыдущего. Применяя этот упрощенный прием к вычислению всех коэффициентов корреляции г между отдельными испыта­ниями в нашем последнем примере (см. стр. 222), получим:
г и  =  +  0,80
гп — + 0 ,6 0  г1* =  +  0,80 
>\ь — +  0,85 

'и  =
'а -

г21 =  +  0,80 
г2Я =  +  0,80 
г2* =  +  0,40 Г-л31 ■Cs2
'25  ‘= +  0,80 +  0,40

r ia — ог45 =  +  0,95

+  0,60 +  0,80 г34 —  0: +  0,55 г35 =  +  0,15/*51 =  +  0,85 г52 =  +  0,55 г5з =  +  0,15 г54 =  +  0,95,Здесь цифровые пометки у буквы г обозначают те при знаки, которые в данном случае коррелируются. Так напри­мер г12 обозначает коэффициент корреляции между призна­ками I и II, а г35 — между III и V  и т. д. Ясно, что прямой и обратный порядок этих цифровых значков (например 1 и 2 или, наоборот, 2 и 1) указывает на один и тот же коэффициент корреляции (между I и II признаком). В самом деле, у нас здесь иг35= + 0 ,1 5  и г53 =  +  0,15. Точно также равны друг другу и все остальные коэффициенты корреля­ции г, отличающиеся лишь порядком своих значков. Напри­мер г24 и ri2 или гj3 и г31 и т. д.Все эти коэффициенты корреляции г можно представить также и в виде следующей таблицы:
I 1 11

1
ш IV j  V

I +  0,80 + 0,60 +  0,80 | +  0,85

II +  0,80 +  0,80 +  0,55
+  0,40

III +  0,60 + 0,80 — +  0,15

IV +  0,80 + 0,40 0 •- - - - - - - - - - - - - j  +  0,95

V +  0,85 +  0,55 + 0,15
+  0,95

Числа, стоящие в клетках этой таблицы, представляют собой коэффициенты корреляции г между двумя призна­ками, обозначенными в заголовках соответствующей строчки и столбца. Так например число + 0 ,8 5 , записанное в левом нижнем углу этой таблицы, относится к столбцу с заголов­ком I и к строчке с заголовком V. Следовательно коэффи­циент корреляции между I и V  признаком г15 =  + 0 ,8 5 .Все эти коэффициенты понадобятся еще нам в дальней­шем (в главе об интеркомпонентной корреляции).Рассмотрим теперь пару признаков, например I и V , для которых коэффициент корреляции г15 =  + 8 5 ( в  дальнейшем мы будем обозначать его просто буквой г без всяких цифро­вых значков). Выведем средние оценки Н  для всех пяти испытуемых по этим двум признакам: I и V.Выше было указано, что ряд чисел Н  всегда варьи­рует в более узких преде­лах, чем оба ряда децисиг- мальных оценок dx и d6 (см. стр. 226).Покажем, что между средним к в ад р а т и ч е ск и м  отклонением оя , вычислен­ным для ряда чисел Н , и коэффициентом корреляции г между двумя рядами изо­лированных оценок dx и ds существует след>ющая постоян­ная зависимость:

НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ИЗОЛИРОВ. И КОМПЛЕКСНЫХ ОЦЕНОК J231

Ис
пы

­
ту

ем
ый

Оценки Средняя
оценка

Н

№ 1 . +  15 + 15 + 15

№ 2 . +  ^ 0 +  2,5

№ 3 . 0 — 5 -  2,5

№ 4 . -  5 + ^ 0

№ 5 . -  15 -  15 -  15

3Я =  1 / 5 0 (1 +  г).В нашем примере для 5-ти чисел И: — 15 0 — 2,5 + 2 ,5среднее квадратическое отклонение:Зя = ± 9-62
+  15

(в то время как а для ряда изолированных децисигмальных оценок d, как это уже было указано выше, всегда =  10).



23 2 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАНо то же самое значение оя  мы можем получить и по приведенной выше формуле (при г =  -(-0,85):
0И =1/50(1+7) =  1/50(1 Н- 0,85) =  +  9,62,что и подтверждает ее справедливость.Итак, при объединении двух признаков средние пре­делы варьирования комплексных оценок Н  находятся в опре­деленной зависимости от корреляции между этими призна- ками. Чем больше г, тем б >льше и ая  и обратно.В частности, при полной прямой корреляции между обоими признаками, т. е. при r =  +  1:

оi-i ==\/ 50 (1 +  т) == /5 0 (1  -j— I ) — У  100 =  +  10.В этом случае, следовательно, средние оценки будут варьировать совершенно так же, как варьируют изолиро­ванные оценки d.При отсутствии корреляции, т. е. при г — 0: 
он =  / 5 0 1(Г+ 7) =  1 / 5 0 (1 + 0 ) =  / 5 0  =  +  7,07.При полной обратной корреляции, т. е. при г =  — 1:

оя =  / 5 0 (1 +  г) =  / 5 0 ( 1 -1 )  =  |+0==0,т. е. в этом случае средние оценки Н  не варьировали бы вовсе (сохраняли бы для всех испытуемых одну и ту же постоянную величину, всегда =  0).В заключение на том же самом числовом примере рас­смотрим зависимость между средней величиной всех дис­гармонических отклонений Д*) и тем же коэффициентом корреляции г.Испытуемый № 1 по обоим признакам (I и V) получил совершенно одинаковую оценку dx и db, оказавшуюся рав­ной +  15 (см. стр. 231).Поэтому и его средняя оценка Н  тоже =  +  15. В дан­ном случае обе изолированные оценки dx и db точно совпа­дают со срепней оценкой Н  и, стало быть, оба дисгармони­ческие отклонения Aj и Д6 этих оценок равны здесь 0.
) См. стр. 20Д

НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ИЗОЛИРОВ. И КОМПЛЕКСНЫХ ОЦЕНОК 2 3 3У второго испытуемого d x =  +  5, db — 0, а Н  =  +  2,5. Здесь каждая изолированная оценка отличается от средней оценки Н  на 2,5 децисигмы (одна из них больше Н ,  а дру­гая, наоборот, меньше). Поэтому для испытуемого № 2 его дисгармонические отклонения: Д ^  +  2,5 и Д5 =  — 2,5.Для испытуемого № 3 оценки dx =  0, ds — — 5 и /7 =  =  — 2,5. Следовательно дисгармоническое отклонение этих оценок Aj =  +  2,5 и Д5 =  —- 2,5.Нетрудно убедиться в том, что:для испытуемого № 4 (при Н  =  0) \  =  — 5 Д5 =  +  5„ „ № 5 ( „  // =  - 1 5 )  Aj =  0 и Д, =  0.Итак, у отдельных испытуемых изолированные оценки d  отличаются здесь от соответствующих средних оценок Н  на величину следующих дисгармонических отклонений:0 + 2 ,5  + 2 ,5  + 5  0.Среднюю величину этих отклонений, в виду различия в их знаках (которые сами по себе нас не интересуют), удобно определить по способу, аналогичному вычислению о, т. е. возвысить все Д в квадрат, сложить эти квадраты, разделить их сумму на л и извлечь квадратный корень.В данном случае квадраты Д равны:0 6,25 6,25 25 0,а сумма квадратов: 2 Д2 =  37,5.Разделив эту сумму на п — 5, получим:
2 Да 37,5 -  с-Г  = -^ - =  7,5.Из этого числа следует извлечь теперь квадратный корень: / 7 ,5  =  +  2,74.Эту среднюю величину различий между отдельными изо­лированными оценками и соответствующими им комплекс­ными оценками Н  для всех п испытуемых мы обозначим здесь буквами 5 (дельта). Итак в нашем примере:5 =  + 2 ,7 4 .



2 3 4  ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАМежду 8 и г существует постоянная зависимость, опре­деляемая формулой: 8 =  ±  / 5 0 (1  — г).В нашем примере г =  -(-0,85. Следователь"о:8 =  / 5 0  (1 — 0,85) =  r t  2,74,что мы и получили уже выше при непосредственном вы­числении 6 из отдельных дисгармонических отклонений Д.Итак средняя величина различий между изолированными и средними оценками всех испытуемых (т. е. 8) находится в определенной обратной зависимости от корреляции между объединяемыми признаками. Чем теснее эти признаки кор­релируют друг с другом, тем точнее средняя оценка Н  характеризует у отдельных испытуемых обе их изолирован­ные оценки вместе взятые.В частности, при полной прямой корреляции этих при­знаков, т. е. при г =  - f - 1:8 =  / 5 0 (1  — г) =  / 5 0 ( 1 - 1 )  =  0.Следовательно при наличии строгой функциональной зависимости между двумя признаками все средние оценки Н  совершенно точно совпадают с обеими изолированными оценками dx и db (различие между ними равно 0).При г — 0:8 =  / 5 0  (1 — г) =  /5 0 (1  -  0) =  =tr 7,07.При г — — 1:8 z = / 5 0 ( l  — г) =  У  50(1 +  1) =  +  10,т. е. цри полной обратной корреляции объединяемых при­знаков средняя величина различий между изолированными и средними оценками отдельных испытуемых достигает своего максимального значения =  10 децисигмам или однойсигме.

ИНТЕРКОМПОНЕНТНАЯ КОРРЕЛЯЦИЯ 2 3 5

XXII. Интеркомпонентная корреляция.Существование определенной зависимости между 8 и г позволяет судить о том, в какой мере комплексная оценка двух признаков Н  может заменить собой обе изолирован­ные их оценки, например dx и d5 (см. предыдущую главу). Если средняя оценка комплекса в большинстве случаев будет мало отличаться от изолированных оценок отдельных его компонентов, такая замена их единой оценкой Н  может считаться законной и целесообразной. Если же различия между изолированными оценками d и общей оценкой Н  в среднем будут значительными — самое объединение отдель­ных компонентов такого разрозненного комплекса потеряет, очевидно, всякий практический смысл.Поясним эту мысль следующим примером. Пусть какой- либо вид работы, например чтение или счет, оценивается нами с двух точек зрения: в отношении скорости и в отно­шении правильности. Оба эти признака, характеризуя раз­личные стороны одного и того же процесса, могут, оче­видно, получить здесь также и единую комплексную оценку Н,  которая в данном случае будет определять конечную про­дукцию этой работы в целом, независимо от тех или иных отдельных ее проявлений и особенностей в частности.Предположим, что скорость и правильность этой работы коррелируют между собой очень сильно, т. е. быстрое ее исполнение чаще всего сопровождается также и малым количеством ошибок и обратно: медленный темп работы в большинстве случаев оказывается связанным с частыми и обильными ошибками. Сделаем допущение (конечно совер­шенно произвольное), что коэффициент корреляции между скоростью и правильностью:
г =  4-0,92.Тогда на основании указанной выше зависимости между 8 и г*)8 =  / 5 0 ( 1 — г) =  / 5 0 (1  -  0,92) =  / 5 6 Ж 0 8  =  / 4  =  ±  2.Итак, при этих условиях (т. е. при г =  +  0,92) средняя величина различий между изолированными оценками пра-

’ ) См. стр. 234.



2 3 6 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИС ГИКАвильности и скорости с одной стороны и комплексными оценками Н  с другой равна здесь 2 децисигмам.Пусть, в частности, какой-либо отдельный испытуемый получил среднюю оценку Н  =  -(-5. Спрашивается, за счет каких двух изолированных оценок скорости и правильности или, вернее, за счет какой их комбинации могла получиться эта средняя оценка Н ? Так как 8 =  ± 2 ,  то изолированные оценки скорости и правильности работы отдельных испы­туемых в среднем будут здесь колебаться в сравнительно узких пределах от -\-7 до -|-3  (эти две оценки и отли­чаются от Н =  +  5 на 2 децисигмы). Поэтому у данного испытуемого его средняя оценка // =  +  5 могла получиться при объединении довольно близких друг к другу изолиро­ванных оценок, каждая из которых свидетельствует в сущ­ности приблизительно об одном и том же уровне проявлен­ного им успеха.Но совершенно иную картину мы получили бы в пред­положении малой корреляции между скоростью и правиль­ностью этой работы. Например при г = + 0 ,0 2 :
S =  1 / 5 0 (1 — г) =  1/56(1— 0,02) =  j/5 0 ^ 9 8  =  l/49 =  ±  7.Стало быть испытуемый, получивший ту же самую сред­нюю оценку Н  =  - {- Б, мог иметь здесь две существенно различные изолированные оценки по отдельным компонен­там этого комплекса: —(— 12 и — 2 (эти оценки и отличаются от Н  =  -\- 5 на величину + 7  децисигм). При этом мы совер­шенно не знаем, которая из таких оценок относится к ско­рости работы, а которая к ее правильности. Таким образом средняя оценка Н  при слишком больших значениях 8 теряет свое основное значение общей характеристики всего ком­плекса признаков в целом, так как не может уже заменить собою столь несходные друг с другом изолированные харак­теристики отдельных его компонентов.Итак, объединение двух варьирующих признаков в одной общей их комплексной оценке Н  имеет реальный смысл и практическое значение только лишь при малых значениях 8, т. е. при достаточно большой корреляции между этими признаками.Если коэффициент корреляции г близок к 0 или оказы­вается величиной отрицательной, объединение двух при­

ИНТЕРКОМПОНЕНТНАЯ КОРРЕЛЯЦИЯ 2 3 7знаков становится невозможным, и оценивать их прихо­дится только порознь.По аналогии с комплексом, состоящим всего лишь из двух компонентов, такой критерий объединения можно при­менить и к большему числу признаков, для которых пред­полагается вычислять средние или суммарные комплексные оценки Н  и S . Общий принцип здесь тот же самый: если все компоненты данного комплекса тесно связаны друге дру­гом. вычисление общих оценок Н  и 5  является весьма целе­сообразным; при слабой же корреляции между этими изо­лированными признаками объединение их становится уже невозможным.Для суждения о большей или меньшей связи между многими варьирующими признаками установим понятие о „внутрикомплексном" коэффициенте корреляции, опре­деляющем зависимость между всеми компонентами данного комплекса в целом. В нашем числовом примере, неодно­кратно приводимом в нескольких последних главах (см. стр. 207, 222, и 230), мы получили следующие коэффициенты корреляции г между отдельными парами этих признаков (назовем эти коэффициенты „парными"):
I j 11 III IV V

I . . +  0,80 +  0,60 +  0,80 +  0,85

и +  0,80 +  0,80 +  0,40 +  0,55

I I I . . +  0,60 +  0,80 0 +  0,15

IV . . . +  0,80 +  0,40 0 +  0 95

V +  0,85 +  0,55 +  0,15 +  0 95

Здесь имеется всего 20 таких , парных" коэффициентов корреляции г, причем все они повторяются по 2 раза. Следовательно неповторяющихся (различных) значений г здесь имеется только 10.Эти 10 коэффициентов расположились в нашей таблице в правой верхней ее части. Рассматривая записи в этих клетках, . мы замечаем, что коэффициенты г колеблются



238 В АРИ А Ц И О Н Н АЯ  СТ А Т И СТ И К Ав пределах от 0 до 0,95, оставаясь все время числами поло­жительными. Отсюда следует, что отдельные компоненты данного комплекса различным образом коррелируют друг с другом (одни больше, другие меньше). Чтобы составить себе представление о том, как связаны эти компоненты друг с другом в с р е д н е м ,  можно вычислить среднее ариф­метическое из всех этих 10 „парных" коэффициентов кор­реляции г. Это среднее арифметическое мы обозначим здесь буквою р (ро) со значком 0 (ноль), т. е. символом р0, которым и б\дем в дальнейшем обозначать „внутрикомплексный* коэффициент корреляции для совокупности N  варьирующих признаков (здесь N  =  5). В нашем примере сумма всех 10 „парных" коэффициентов корреляции г, т. е.:
=  +  0,80 +  0,60 - f  0,80 +  0,80 +  0,40 +  0 +  0,85 +  0,55 - f  +  0,15 +  0.95 =  +  5,9,следовательно:

Ро== ± Го~ =  +  °,59.
Этот коэффициент показывает, что все 5 компонентов нашего комплекса в общем связаны друг с другом довольно тесно, т. е. что высокие оценки d по отдельным признакам чаще всего сопровождаются высокими же оценками и по большинству остальных признаков, точно также как и низ­кие оценки d у большинства испытуемых, как общее пра­вило, получаются почти по всем признакам одновременно.Наличие этого обстоятельства и дает нам право объеди­нить все 5 изолированных оценок в одной общей комплекс­ной оценке S  или Н ,  так как сравнительно высокий коэф­фициент р0 гарантирует здесь достаточную однородность этих отдельных изолированных оценок d.Однако столь сложный способ вычисления „внутри- комплексного" коэффициента р0, получаемого в данном слу­чае из 10 „парных" коэффициентов г, практически является чрезвычайно обременительным.Укажем другой, значительно более легкий способ опре­деления р0 с помощью среднего квадратического отклоне­ния о0, вычисленного для ряда суммарных оценок S .  В на-

И Н Т ЕР К О М П О Н ЕН Т Н А Я  КОРРЕЛЯЦИЯ 239шем примере (см. табл.) эти суммарные оценки оказались следующими:— 65 -— 15' — 5 +  30 +  55.
Испытуемые

О ц е н к а

Изолированная Комплексная
♦

* d. d< S H

Ms 1 ......................... +  15 +  5 +  5 +  15 +  15 +  55 +  И

Ks 2 ............................. +  5 +  15 +  15 — 5 0 +  30 +  6

МЬ 3 ■ .................. ' 0 0 0 0 -  5 -  5 — 1

№ 4 ...................... -  5 -  5 -  15 +  5 +  5 — 15 -  3

Ks b ......................... -  15 - 15 -  5 -  15 — 15 — 65 -  13

Дчя данного ряда 5 ти чисел среднее квадратическое отклонение:
3о =  +1680 =  40,99, а квадрат этой величины:

а02 — 1680.
*Имея в своем распоряжении этот квадрат сигмы (а02), мы можем вычислить ра по следующей упрощенной формуле:

з0з — 100 N  
Ро 'W O N ( N - l )где через /V обозначено общее количество признаков (у нас 

N  =  5).Подставляя сюда наши числовые данные, получим:
1680 -  100-5 _  1680 -500 _  +  1180 _  , 059 

Ро — 100-5 (5 —-1) 500-4 2000 ' ' >т. е. совершенно тот же результат, который мы имели и раньше.Итак, при решении вопроса о целесообразности ком­плексной оценки п испытуемых по N  изолированным при­знакам следует вычислить для каждого испытуемого его суммарную оценку S,  затем определить среднее квадрати-



2 4 0 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАческое отклонение для всего ряда этих суммарных оценок и подставить юйденное значение з0 в формулу для вычисле­ния „внутрикомплексного" коэффициента корреляции:_  v  1 юо N
Ро 100 N (N  —  1)‘Если коэффициент р0 получится достаточно высоким (напр. больше + 0 .5 ) , дальнейшее вычисление средних оце­нок Н  может считаться допустимым. В противном случае (при Ро<! +  0,50) этот комплекс, как неоднородный по составу своих компонентов, должен быть разбит на те или иные части в зависимости от результатов дальнейшего кор­реляционного анализа.Самое же вычисление средних оценок Н  по суммарным оценкам S  производится по обычной формуле:

В нашем примере суммарные оценки S:— 65 — 15 — 5 + 3 0  + 5 5после деления их на N  =  5 дадут следующие средние оценки Н.- 1 3  - 3  - 1  + б  + 1 1 .В тех случаях, когда коэффициент р0 оказывается недо­статочно большим (напр. меньше + 0 ,5 ) , полезно проанали­зировать причины столь слабой средней корреляции между отдельными компонентами данного комплекса и выделить те признаки, которые слабее всего связаны с остальными.С этой целью для каждого отдельного признака можно вычислить „групповый" коэффициент корреляции р (без значка), представляющий собою среднее арифметическое из всех, парных коэффициентов г между данным признаком и группой всех остальных.Пусть, например, мы хотим определить групповый коэф­фициент корреляции р для I признака. Выше мы установили (см. стран. 237), что:коэффициент корреляции между 1 и 2 признаком г12 =  +  0,80 * " » 1 » 3 „ Г]3 =  —|—0,60- 1 - 4 * . ги  =  +  0,80

ИНТЕРКОМПОНЕНТНАЯ КОРРЕЛЯЦИЯ 241Эти 4 отдельные коэффициента корреляции определяют здесь зависимость между данным (I-м) признаком и каждым из 4-х остальных признаков этого комплекса п о р о з н ь .  Чтобы составить себе представление о средней величине зависимости между I признаком и группой всех остальных признаков в ц е л о м ,  можно вычислить среднее арифмети­ческое из всех этих „парных" коэффициентов. Сумма их равна здесь: ♦=  +  0,80 +  0,60 +  0,80 +  0,85 =  +  3,05.Следовательно среднее арифметическое (в данном случае искомый групповый коэффициент корреляции):р ^ + ^ ^  +  ^ б .Однако столь сложный способ вычисления р, основанный на необходимости иметь уже все 4 „парные" коэффициента г, может быть в значительной степени упрощен посредством следующего приема. Вычислим „вспомогательный" коэффи­циент корреляции ш (омега) между децисигмальными оцен­ками d данного (1-го) признака и суммарными оценками 5 всего комплекса в целом, т. е. в нашем примере (см. стр. 239) между следующими двумя рядами чисел:оценки d: — 15 — 5 0 +  5 + 1 5  . . (ряд х )оценки S: — 65 — 15 — 5 + 3 0  + 5 5  . . (ряд у).Выполнив эти вычисления по обычным правилам, в ко­нечном итоге получим:И х2 =  500 Ну2 =  8 400 Hxjy =  +  2025, откуда искомый коэффициент корреляции (аналогичный г):ш =  - S =  =  + 2 - -  =  +  0,99. 
y/sjc* • 2уз +00  • 8 400С помощью этого вспомогательного коэффициента ш и вычисленной уже выше о0 для ряда суммарных оценок 5 (см. стр. 239) мы и можем теперь определить „групповый" коэффициент корреляции р по формуле:О0 «О — 10 р ~  10 (iV— 1)' 16Варвацвонная статистика.



2 4 2 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАПодставляя сюда <о =  -J- 0,99, о 0 =  40,99 и N  =  5, получим
' 40,99-(+0,99) — 10 40,58 — 10 , п .

Р== 10 (5 - 1 )-----= ------40----=  +  0-76-что вполне соответствует найденному ранее значению р при вычислении этого коэффициента, как среднего арифмети­ческого из 4-х „парных“ коэффициентов г.Выполнив аналогичные вычисления для всех остальных признаков, получим следующие 5 групповых коэффициентов корреляции: для 1-го признака р =  -)-0,76 ,  И * р =  +  0,64, Ш „ р — -f- 0,39» IV „ р =  —(— 0,54» V „ р =  -}- 0,62.Отсюда видно, что III признак (для которого коэффи­циент р =  -f- 0,39) менее всего гармонирует с группой всех остальных компонентов данного комплекса.Полезно запомнить, что среднее арифметическое из всех „групповых11 коэффициентов корреляции р равняется „внутри- комплексному" коэффициенту р0. В самом деле, сумма этих 5-ти „групповых" коэффициентов:
£р =  4 - 0,76 +  0,64 +  0,39 +  0,54 +- 0,63 =  +  2,96, откуда внутрикомплексный коэффициент:

2р +  2,96 
р° — N ~  5 +  0,59,что мы имели и раньше.Эта формула может служить средством проверки коэф­фициентов р.Если бы один из групповых коэффициентов по сравне­нию с остальными оказался слишком малым, то соответ­ствующий признак, как негармонирующий с данным ком­плексом, следовало бы исключить и среднюю оценку И  вы­водить только из децисигмальных оценок (d) оставшихся компонентов этого комплекса, тесно связанных со всеми другими.В целях выяснения причин этих несоответствий можно обычным путем вычислить все „парные" коэффициенты кор-

ИНТЕРКОМПОНЕНТНАЯ к о р р е л я ц и я 2 4 3.реляции между данным дисгармонирующим “признаком и всеми остальными. В нашем примере в применении к III при­знаку, для которого групповый коэффициент p =  -j-0,39, ■ связь его с остальными 4-мя признаками этого комплекса определяется следующими „парными" коэффициентами «орреляции:между III и I .......................... гЯ1 — —|- 0,60
. Ш ,  I I ...........................г32 =  +  0,80
я III „ IV..................rai=  0

с я III я V .................. г35 =  +  0,15.Среднее арифметическое из этих 4-х чисел и дает здесь вычисленный ранее коэффициент р:
+  0,60 +  0,80 + 0  +  0,15 __+  1,55___q

Аналогично мы могли бы поступить и с другими труп новыми коэффициентами р, расчленив их на соответствую­щие „парные" коэффициенты г, из которых они составлены.Итак, данный метод „интеркомпонентной" корреляции 
(т. е. корреляции между отдельными компонентами ком­плекса варьирующих признаков) позволяет устанавливать искомые связи сразу и непосредственно для всего комплекса в целом, переходя к деталям корреляционного анализа лишь постепенно и притом только по мере возникновения в том действительной надобности (в зависимости от результатов предыдущей фазы этого анализа).Последовательность этих операций здесь, стало оыть, такова. Сперва вычисляется „внутрикомплексный коэффи­циент корреляции" р0. Если он оказывается достаточно большим, то на этом анализ материала и заканчивается. При малой величине р0 вычисляются все групповые коэффи­циенты р. Те признаки, для которых коэффициенты р полу­чаются слишком низкими, из данного комплекса исклю­чаются, а для оставшихся признаков выводится их средняя оценка Н  (или весь комплекс разбивается на те или иные составные части, каждая из которых будет иметь достаточно высокий коэффициент р0). Если при этом возникает надоб­ность в подробном выяснении связи между отдельными ком-

16*



244 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАпонентами целого комплекса, то вычисляются соответствую- щие „парные" коэффициенты корреляции г.О  том, какую экономию времени и труда вносит этот порядок вычислений по сравнению с обычным, можно ви­деть из следующего примера. Пусть мы имеем комплекс признаков, состоящий из 11 компонентов (например совокупность 11 антропометрических признаков или ряд психотехнических испытаний по 11 направлениям). Для об­щей характеристики связи между этими компонентами мы должны были бы каждый признак прокоррелировать со всеми остальными, т. е. вычислить 55 „парных" коэффициентов корреляции г и из этих 55 чисел вычислить среднее ариф­метическое. Этим сложным путем мы и получили бы „внутри- комплексный" коэффициент корреляции р0. При пользова­нии же описанным выше упрощенным приемом предста­вляется возможным вовсе избежать определения таких „парных" коэффициентов г, сведя эту работу к вычислению лишь одного среднего квадратического отклонения (о0) для ряда суммарных оценок S . Точно также и при вычислении групповых коэффициентов р взамен предварительного опре­деления 10 „парных" коэффициентов р мы можем найти лишь один „вспомогательный" коэффициент корреляции <и между оценками d и S . Отдельные же „парные" коэффи­циенты г нам приходится вычислять здесь только тогда, когда в этом возникает действительная надобность.В приведенных выше примерах общее число объектов индивидуальной оценки было крайне незначительным {п =  5). В нормальных условиях при больших значениях п все эти вычисления следует производить по способу сумм, разбивая ряды оценок d и 5  на классы (от — до) и выполняя все обычные операции, связанные с определением среднего квадратического отклонения (о0) и коэффициента корреля­ции ((о). При этом следует иметь ввиду, что для точности конечных значений коэффициентов р0 и р необходимо выби­рать классовый промежуток (k) как можно мельче.Если в результате интеркомпонентного анализа общий (генеральный) комплекс признаков был разбит нами на не­сколько составных частей (частных комплексов), предста­вляется иногда интересным определить зависимость также и между каждыми двумя такими частными комплексами
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путем вычисления „междукомплексных" коэффициентов кор­реляции р13 (или р18 и т. д.).Пусть в нашем числовом примере весь генеральный комплекс, состоящий из 5 признаков, иыл разбит на 2 част­ных комплекса, причем в первый из них вошли два при­знака: I и II, а в другой — три остальные, т. е. Ill, IV и V.Чтобы охарактеризовать зависимость между этими част­ными комплексами, выпишем все „парные" коэффициенты корреляции г между признаками, входящими в I-й комплекс, и признаками, входящими во 2-й комплекс. В нашем при­мере (см. стр. 237) коэффициенты корреляции между.

I и III признаками r1? =  -f- 0,60

I „ IV г14 =  +  0,80

I . V п
г 15 —  -(-0,85

I I . III п Г г з = =  +  0,80

II „ IV п /■24 =  +  0,40

II . V п г25 =  -4* 0,55.

Среднее арифметическое из этих 6 чисел мы и примем здесь за „междукомплексный" коэффициент корреляции для 1-го и 2-го частного комплекса (р12). Так как сумма этих 6-ти „парных" коэффициентов г.£/•=-)- 0,60 0,80 -(- 0,85 +  0,80 - f  0,40 +  0,55 =  4-4,то среднее арифметическое:
(.„ =  +/=, + О.6?.

Итак, в данном случае „междукомплексный" коэффициент корреляции р12 оказался выше „внутрикомплексного" коэф­фициента Ро =  +  0,59, вычисленного для всего генерального комплекса, состоящего из 5-ти признаков.Взамен такого сложного способа определения р12, требую­щего предварительного вычисления 6-ти „парных" коэффи­циентов г, можно применить здесь следующий упрощенный (Прием:



2 4 6
В А Р И А Ц И О Н Н АЯ  С Т А Т И С Т И К АВычислим суммарные оценки 5 , и <>2 для обоих задан­ных выше частных комплексов (см. стр. 239):1-ый части, комплекс. П-ой части, комплекс.

Изолир.
оценка Суммарн.

оценка

8,Чг | ч2

+  15 +  5 +  20+  5 +  15 +  200 0 0
— 5 -  5 — 10

— 15 -  15 - 3 0  J

Изолир. оценка Суммарн.
оценка

8 ,ч3 Ч* ! чъ

+  5 +  15 +  15 +  35

+  15 — 5 0 +  100 0 -  5 — 5

-  15 +  5 +  5 — 5

— 5 - 1 5 - 1 5 — 35Если среднее квадратическое отклонение суммарных оце­нок для первого частного комплекса обозначить через он р 1 Г ° Р0Г0 частного комплекса через о2, число компс^ ентов, входящих в состав первого комплекса — через N  число компонентов, входящих в состав второго комплекса-  З л3, N *' 3 -вспомогательный" коэффициент корреляции между двумя рядами суммарных о ц ен о к ^  и S 2 — через а> то искомый „ междукомплексный“ коэффициент корреляции Г  может быть вычислен по формуле:
о =  °1азш1а 
™  lOOA^iVjВ нашем примере мы имеем следующие два ряда сум­марных оценок: уоценки + :  - 3 0  - 1 0  0 + 2 0  + 2 0оценки + :  - 3 5  -  5 - 5  + 1 0  + 3 5 .Среднее квадратическое отклонение для 5-ти чисет первого ряда: е=1 =/360 =  +  18,97, а для чисел второго ряда:

520 ‘ ■ 22, 80.

И Н Т ЕР К О М П О Н Е Н Т Н А Я  КО РРЕЛ ЯЦ И Я 247Коэффициент корреляции между двумя рядами этих чисел:
mi2 — +  0,92.Так как в первый комплекс входят два компонента, а во второй— три, то:

N 2 =  3 .N , =  2Подставляя эти данные в указанную выше формулу,получим:
18,97-22,80 (+0,92) , п сср12 = -------- ------------------> =  +  0,66.Этот результат очень близок к полученному ранее. Раз­ница в последнем знаке объясняется здесь той неточностью, которая была допущена нами при вычислении о1( о2 и <в12 лишь с 2-мя десятичными знаками.Если по ходу работы наряду с отдельными „междуком- плексными“ коэффициентами корреляции р12, р28, р13, р24 и т. д. желательно охарактеризовать также и связь каждого отдельного частного комплекса со всем генеральным ком­плексом в целом, можно поступить следующим образом:Пусть, например, частный комплекс состоит из первых трех признаков I, II и III. „Парные" коэффициенты корре­ляции г, определяющие связь этих трех признаков с осталь­ными (т. е. с IV и V), имеют у нас следующее значение (см. стр. 237):

г и  — +  0,80 г24 — +  0,40 >з4 =  +  0г15 =  +  0,85 г25 =  +  0,55 г35 =  +  0,15.Среднее арифметическое из этих 6-ти чисел мы и примем за „комплексный" коэффициент корреляции р01, характери­зующий связь 3-х компонентов данного частного комплекса со всеми остальными_(в данном случае, следовательно, только с 2-мя) компонентами генерального комплекса.Сумма этих парных коэффициентов г, т. е.,  2/- =  +  0,80 +  0,85 +  0,40 +  0,55 +  0 +  0,15 =  +  2,75.Следовательно искомый „комплексный" коэффициент:
+  2,75



2 4 8 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАЭтот же коэффициент можно получить и упрощенным способом, прокоррелировав суммарные оценки S , вычислен­ные для всех JV компо­нентов генерального ком­плекса, с суммарными оценками ^.вычисленны­ми для тех же испытуемых по A/'j компонентам, вхо­дящим в состав только данного частного ком­плекса (у нас / V = 5 , а ^  =  3).В нашем примере:

4 d2 d3 5 ,

+  15 +  5 +  5 +  25

+  5 +  15 +  15 +  35______ 0 0 0

— 5 -  5 -  15 — 25

— 15 - 1 5 — 5 - 3 5

-5 + 3 0  + 5 5  0 + 3 5  + 2 5 .оценки S: — 65 — 15 оценки — 35 — 25Среднее квадратическое отклонение для чисел первого ряда: «„ =  40,99,а для чисел второго ряда:
О,Вспомогательный числами этих рядов:

27,20. коэффициент®oi =  +  0,91. корреляции между
С помощью этих данных искомый „комплексный” коэф­фициент р01 может быть найден по следующей формуле:

о =  а1 (V°oi — 3i)
" u 100 /V, ( N — iVj) 'В нашем примере, следовательно:

__ 27,20(40,99-0,91 - 27.201 . .  . „
Ро1 100-3(5 — 3) ---- 1- В,46,что мы имели и раньше.„Внутрикомплексный11 коэффициент корреляции р, (или 

р2 или р3 и т. д.), характеризующий взаимную связь между всеми А7, компонентами данного частного комплекса, может быть вычислен по аналогии с разобранным в начале этой главы „внутрикомплексным” коэффициентом р0, относящимся

ИНТЕРКОМПОНЕНТНАЯ КОРРЕЛЯЦИЯ 2 4 9ко всему генеральному комплексу в целом (см. стр. 239), т. е. по формуле: 5,3—юо МPi
1 0 0 М И М  —  ! )  ■В дальнейшем этот частный случай мы не будем упоми-нать вовсе.Итак, „внутрикомплексный” коэффициент корреляции р„,„групповый” коэффициент р, „междукомплексный" р12 (или р18, 

р 2 3 . . .  и т. д.) и „комплексный" р01, (или р02, р03 и т. д) вычи-сляются по следующим основным формулам:
Ро

50з -  1 0 0 IV

m N ( N  —  1)

50(0 —  10р 1 0 ( N —  1)

P l2
<J1̂ 2a,t2

“  юо yv,M
P oi

=1 (V>01 —  ®,)

100 М  (N  -  М ) ‘При этом все вычисления следует производить по спо­собу сумм с разбивкой соответствующих рядов изолирован­ных и комплексных оценок (d и S) на возможно большее число мелких классов (с малым классовым промежутком к).Само собой разумеется, что вычисление коэффициентов р0, р, р12 и р01 удобно производить лишь в том случае, когда все изолированные оценки (d) независимо от этого уже ранее были получены в самом процессе работы. Специаль­ное вычисление этих оценок только для интеркомпонентной корреляции является конечно нецелесообразным.Средние ошибки (т) всех этих коэффициентов, которые по аналогии с самими коэффициентами р мы обозначим сим­волами тя„, т, т12 и т01, могут быть вычислены по следую­щим приближенным формулам (дающим результат с из­бытком):
та — +  2 Г .

1 -  Ро3
N ( N — 1)

т У
2 (1 -  Р3) 
n( N — 1)

т _  +  ] /  H + Z P .+  
nhi ±  у п N.Nf

т = + 1/1уеш
т°1 — У п Л/, (N—Nt)'Метод интеркомпонентной корреляции применим и к пер- центилярным оценкам (варьирующим в пределах от 0 до 100).
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_________________________________________________ ______—:----------Общая схема вычислений остается здесь без изменений; также определяются суммарные оценки S,  средние оценки Н,  среднее квадратическое отклонение суммарных оценок ое (или а1г а2 и т. д.) и вспомогательные коэффициенты корре­ляции <о между соответствующими рядами изолированных и комплексных оценок (d и S). Разница заключается лишь в конечных формулах, которые в данном случае будут иметь следующий вид;Внутрикомплексный коэффициент;

12 ац3 — 10 000 А 
Ро~  10 000А (А — 1) - 'Групповый коэффициент:

у/12 а0 о> — 100
р — loo (IV—1) "•Междукомплексный коэффициент:

12
Pl2 ^  То 000 А5А ( 'Комплексный коэффициент;
=  1.2 а, (ДцШ,,! —  О,)

P(tl 10 000 A, (А — A , ) 'Но в данном случае имеется одна существенная принцв пиальная разница. Дело в том, что коррелируя децисигмаль- ные оценки, мы вместе с тем выясняем и корреляцию пер­вичных данных (вследствие линейной зависимости, суще­ствующей между результатами непосредственных измерений и их децисигмальными оценками), в то время как опери­руя с оценками перцентилярными, мы можем обнаружить лишь ту или иную зависимость между этими оценками, как таковыми, связь же между первичными вариантами таким, путем уловлена быть не может.
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ХХШ. Особые случаи интеркомпонентной кор­
реляции.В предыдущей главе мы рассмотрели способы вычисле­ния коэффициентов р0, р, Pi2 и Poi с помощью средних квад­ратических отклонений о0, о, и о2 и вспомогательных коэф­фициентов корреляции со, со12, и ш01, выведенных из суммар­ных комплексных оценок S, S y и S 2. Такой путь вычисле­ний имеет свои выгодные стороны, так как в результате интеркомпонентного анализа может выясниться нецелесо­образность объединения всех компонентов данного ком­плекса, и надобность в выводе средних оценок Н  в этом случае совершенно отпадет. Чтобы избежать лишней работы,., мы и оперировали все время только с суммарными оцен­ками 5, из которых средние оценки Н  легко могут быть получены в дальнейшем посредством простого деления 6- на число объединяемых признаков N.Однако в тех случаях, когда средние оценки Н  были уже выведены для всех п испытуемых, можно определить интеркомпонентные коэффициенты р0, р, Pia и Рои также и при помощи средних оценок Н .  Для данного случая (сохраняя прежние обозначения) будем иметь следующие формулы: Р 0 =  р =  

Pl2 — 
Poi =

А  0,0 — 100 
: 100 (IV— 1) 
А  ОиЮ-- 10ЧЩа -Д У
sis3<aia 

‘  100' А',0,)
100 (IV -  А,)В применении к перцентилярным оценкам эти формулы будут иметь следующий вид;

Р о 
рPl2Poi

12 А  а,,3 — Ю 000
—  10 000 ( I V - - 1 )

v/12 Ал0ш — 100
~ ~  100 (А  — 1)

12 а,а2<и12
10 000

12 а, (А а 0ю01 - А ,  а,;
10 000 ( А — А,)



25 2 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАВо всех этих случаях, следовательно, средние квадрати­ческие отклонения ®0, + , а2 и т. д. выводятся из соответ­ствующих рядов с р е д н и х  оценок И  (а не суммарных S , как раньше). Вспомогательные же коэффициенты корреля­ции ш, ш12, (о01 и т. д. в обоих случаях окажутся одинаковыми.Все эти формулы, как вполне аналогичные по смыслу и применению предыдущим (указанным в прошлой главе для суммарных оценок S), не требуют, очевидно, никаких дополнительных разъяснений и числовых иллюстраций.Рассмотрим теперь самый общий случай интеркомпонент­ной корреляции, когда при выводе суммарных и средних оценок были приняты во внимание также и различные (неодинаковые) коэффициенты значимости q (см. стр. 203) отдельных компонентов этого комплекса (в разобранных выше примерах эти коэффициенты предполагались совер­шенно одинаковыми, всюду равными 1).Пусть, например, для комплекса 5-ти признаков, много раз приводимого в предыдущих главах (см., напр., стр. 239), мы имеем следующие коэффициенты значимости q:для 1 признака Ях =  1я II и ч
я А

=  20 III я =  2
п IV п Я* =  0
п V . 0 Яь =  3.При этих условиях за „внутрикомплексный* коэффи­циент корреляции р0 мы можем принять „взвешенное" сред­нее арифметическое из всех „парных" коэффициентов кор­реляции г с „весами", пропорциональными произведению соответствующих коэффициентов значимости q.В нашем примере мы имели следующие 10 „парных- коэффициентов корреляции г между отдельными признаками или 20 коэффициентов, принимая во внимание двукратную их повторяемость. (См. табл, на стр. 253).При вычислении „взвешенного" среднего из всех 10 чисел, записанных в клетках правой верхней части этой таблицы, следует еще до суммирования помножить каждое из них на соответствующий „вес" р, равный произведению двух коэф­фициентов значимости тех признаков, к которым относится данный „парный" коэффициенту.

ОСОБЫЕ СЛУЧАИ ИНТЕРКОМПОНЕНТНОЙ КОРРЕЛЯЦИИ 2 5 3

I i II I I I I V V

I .  • •
+  0,80 +  0,60 +  0,80 +  0,85

и .  - • +  0,80 +  0,80 +  0,40 +  0,55

I I I  .  . , +  0,60 +  0,80 0
»

+  0,15

I V  .  ■ ■ -I- 0,80 +  0,40 0 +  0,95

V  . . • +  0,85 +  0,55 +  0,15 +  0,95

Так, например, коэффициент корреляции между I и II при­знаком: r12 =  - f  0,80следует помножить на произведение коэффициентов значи­мости 1-го и Н-го признака qx и q2. У  нас q-x =  l ,  q2 =  ^’следовательно произведение их:
Я 1Я 2 =  1-2 =  2.Это число (2), которое мы обозначим здесь символом р хг> и является „весом" коэффициента корреляции г12.Помножив коэффициент г12 на его „вес" р 12, получим:

Pi2ri2 — 2,- (+ 0 ,8 0 ) =  + 1 ,6 0 .Для следующего коэффициента корреляции г13 =  -|-0,60 (между I и III признаком) коэффициенты значимости qx =  1 
и q3 =  2. Следовательно „вес" этого коэффициента:

Р\й — Я\Яч “  1-2 =  2.Помножив г13 =  +  0,60 на его „вес" р 1а =  2, получим: 
Pisris ~  +  1)20.Поступая аналогично со всеми 10-ю коэффициентами корреляции г, получим следующий расчет:

ги — 0,80
rib =  +  0,60
гц — 4" 0)80 ris — +  0,85 
гп  =  +  0,80
Г24 ~  +  0,40

Р12 — Я\Яч 1’ 2 2 !
Р\ъ~ Я\Яг~  1-2 =  2 : 
Pu =  <h<Ii=l-0 =  0 
Р\ь — Я\Яъ ~  1-3 =  3 
Р№ =  ЯгЧ 3 =  2 .2 =  4 

=  0 =  0
=  2 (+ 0 ,8 0 ) =  +  1,60 

Р п г 13 =  2 ( -J— 0,60) =  +  1,20 
Pu,ru  = 0 ( + 0 .8 0 ) =  0Pi5r is — 3 ( +  0,85) =  +  2,55 №  =  4 (+ 0 ,8 0 ) =  +  3,20 
P ur24 — 0 ( +  0,40) =  0



254 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАг25 =  +  0,55 
г34=  0гй5 — -f- 0,15 
г45 =  +  0,95

A s  =  ЧлЯь =  2-3 =  6
Pi 4 =  А А  =  2-0 =  0
Р »  =  <7з? 5 = 2 .3  =  6 A s  =  А  А  — 0-3 =  0Сложив все произведения „ корреляции г, получим в сумме:

A s 7*25 — 6 (-)- 0,55) — +  3,30 
А4Г34 — 0 ( 0 ) =  О
Р&ьг35 — 6 ( +  0,15) =  —f- 0,90 A s r45 =  0 ( +  0,95) =  0.весов" р  на коэффициенты

Ърг =  +  1,60 + 1 ,2 0  +  0 +  2,55 +  3,20 +  0 +  3,30 +  0 +  +  0,90 +  0 = + 1 2 ,7 5 .Эту сумму произведений р  на г, т. е. £/?/-, следует теперь разделить на сумму всех „весов" р, т. е. на Ър. У  нас:
Е р =  2 +  2 +  0 +  3 +  4 +  0 + - 6 +  0 +  6 +  0 =  23.Разделив Е/?г =  +  12,75 на Е/? =  23, мы и получим „взве­шенное" среднее из всех 10 „парных" коэффициентов кор­реляции г, т. е. искомый „внутрикомплексный" коэффициент корреляции рд. В нашем примере, следовательно:

2 р г  12,75 . _ __
‘° °  — Ъ р  ~  23 ~~ ° ’^0-Тот же коэффициент р0 можно получить и не прибегая ■ к столь сложным вычислениям, требующим предваритель­ного определения всех 10 „парных" коэффициентов корре ляции г. Для этого нам нужно иметь суммарные оценки S, вычисленные с учетом коэффициентов значимости q („взве­шенные" суммарные оценки S).Соответствующие вычисления представлены в нижесле­дующей оценочной ведомости:1 признак 

<7i =  l

II признак 
q, =  2

III признак 
<7з =  2

IV  признак 
<7i =  0

V  признак 
<7s =  3 s==

Т./у//

А <7+i d-2 я А d3 <7+ А <7+1 *4 < 7 + 5

+  15 +  15 +  5 +  10 +  5 +  10 +  15 0 +  15 +  45 +  80

Ч -  5 +  5 +  15 +  30 +  15 +  30 — 5 0 0 0 +  650 0 0 0 0 0 0 0 — 5 -  15 — 15

-  5 — 5 -  5 — 10 — 15 — 30 +  5 0 +  5 +  15 - 3 0

- 1 5 - 1 5 — 15 - 3 0
У

— 5 — 10 — 15 0 - 1 5 — 45 -100

ОСОБЫЕ СЛУЧАИ ИНТЕРКОМПОНЕНТНОЙ КОРРЕЛЯЦИИ 2 5 5Здесь под заголовками признаков проставлены коэф­фициенты значимости q, в рубрике d выписаны децисиг- мальные оценки, а рядом в рубрике qd — произведения этих оценок d  на соответствующие коэффициенты значимости q. -Сложив в каждой горизонтальной строчке все произведения d на q (т. е. числа столбцов qd), мы и получим „взвешенные" суммарные оценки S , записанные в крайних справа клетках этих строчек (т. е. в крайнем правом столбце, озаглавлен­ном буквой S).Так, например, для самой верхней строчки (соответствую­щей оценкам испытуемого № 1) эта сумма произведений, т. е. „взвешенная" суммарная оценка:5  = +  1 5 + 1 0 + 1 0  +  0 +  45 =  +  80.Для следующих строчек эти оценки S  равны:+  65 — 15 — 30 и — 100.Для данного ряда взвешенных суммарных оценок 5  мы можем вычислить среднее квадратическое отклонение о,. :8 нашем примере для 5-ти чисел:+  80 + 6 5  — 15 — 30 , -  100 *)«среднее квадратическое отклонение:о0 =  1+4350 =  +  65,95, а о0* 2 =  4350.При помощи этой величины (о02) мы и можем теперь -вычислить „взвешенный внутрикомплексный" коэффи­циент корреляции р0 по формуле:
5из — 100 2<73

Ро “  100 (23<7 — 2р3) ’В этой формуле символом £ q 2 обозначена сумма квад­ратов всех коэффициентов значимости q, а символом Z2q — квадрат суммы этих коэффициентов. В нашем примере коэффициенты значимости q имели следующие числовые значения:
1 2 2

* )  С у м м а  и х  в с е г д а  р а в н а  н у л ю :

2 S  =  0

0 3 ,



2 5 6 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАа квадраты их (q2), следовательно:1 4 4 0 9,откуда сумма этих квадратов, т. е.:^ =  1 —}— 4 —1— 4 —(— 0 —j— 9 ,=  18.Так как сумма всех коэффициентов значимости (д): 
1 + 2  + 2 + 0 + 3  = 8, то квадрат этой суммы, т. е.:Е +  =  82 =  64.Итак, в нашем примере:2?2= 1 8 , а I?q — 64.Подставляя эти данные в указанную выше формулу,, нолучим:

4350 - 100-18
100(64— 18) =  + 0 ,5 5 ,что мы имели и раньше.Покажем теперь способ вычисления взвешенного группо­вого коэффициента р. Пусть, например, этот коэффициент требуется определить для 1-го признака. Корреляция этого признака с группой всех остальных определяется следую­щими 4-мя „парными" коэффициентами г(см. табл, на стр. 253):ri2 =  +  0,80 с „весом"

ris =  +  0,60 „ „
r i 4  =  +  0,80 „ris =  +  0,85 „

P i2 — 2 (так как qx — 1, a q2 =  2)Л з =  2 ( „ „ qi =  l ,  „ qa =  2)
Pi 4 =  0 ( „ „ ^  =  1, „ qi — 0)
P l S ~ &  ( » » Я\ === 1 > n ?5  ==  3 ).Сумма произведений всех коэффициентов г на их веса /?, т. е.:

Ърг =  2 ( +  0,80) +  2 ( +  0,60) +  0 ( +  0,80) +  3 ( +  0,85) ==  +  1,60 +  1,20 +  0 +  2,25 =  +  5,35.Сумма всех весов р, т. е.:
Zp =  2 +  2 +  0 +  3 =  7.

ОСОБЫЕ СЛУЧАИ ИНТЕРКОМПОНЕНТНОЙ КОРРЕЛЯЦИИ 2 5 7Разделив Ърг =  +  5,35 на Zp =  7, мы и получим „взве­шенное" среднее арифметическое для всех 4-х чисел г, при- нии^емое здесь за групповый коэффициент р. Итак:2 рг -р 5,35 
р ~  Ър  7 f  0,76. *)Более простой способ определения р заключается в вычи­слении вспомогательного коэффициента корреляции о> между рядом децисигмальных оценок d данного изолированного признака (в нашем примере следовательно 1-го признака) и взвешенными суммарными оценками S.Прокоррелировав эти два ряда чисел (см. стр. 254):

S: — ЮО — 30 — 15 + 6 5  + 8 0  
d: — 15 — 5 0 +  5 + 1 5 ,получим „вспомогательный" коэффициент:ш =  +  0,96.С  помощью этого коэффициента корреляции (<•>) мы и можем теперь вычислить взвешенный групповый коэффи­циент р по формуле:

з0 «о — 10 q 
рг= 10(S q -  д) 'Здесь сумма всех коэффициентов значимости l>q =  8, а данный коэффициент значимости (I признака) q =  1. Кроме того, ранее (см. стран. 255) мы вычислили о0 =  + 65,95.Подставляя эти данные в указанную выше формулу, получим:

_  65,95 ( + 0 ,9 6 ) -  10-1 =  I о,76,р —  10 (8 - 1) ' ’
Iчто мы имели и раньше. ,Взвешенный „междукомплексный" коэффициент корре­ляции р12, определяющий зависимость между отдельнымикомпонентами двух частных комплексов, мы можем вычи­слить, как взвешенное среднее из соответствующих парных коэффициентов г.

*) Взвешенный групповый коэффициент р можно было бы получить 
и по формуле:

Вариапионная статистик,.. 17



258 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАПусть, например, первый комплекс состоит из I и II при­знака, а второй — из III, IV и V.„Парные11 коэффициенты г и их веса р  будут иметь здесь следующие значения (см. табл, на стр. 253):/+ =  +  0,60 P ia  =  2 (так как Р\ =  ■ 1, а Рй =  2)
r u  =  +  0,80 Р и  =  0 ( >7 Рх =  1, 77 P t  =  0 )По =  +  0.85 P i s  =  3 ( О 77 Рх =  1, 77 P s =  3)Газ — +  0,80 A s  =  4 ( О 77 Яг =  2, 77 Р& —  2) '
r.2i =  +  0,40 P i  4 =  0 ( „ P i =  2, 77 P i  — 0)
/"2 5 = +  0,55 P i s  — 5 ( „ 77 P i — 2, 77 Рь —  3)-Перемножив эти коэффициенты г  на соответствующие имвеса р  и сложив все эти произведения, получим в сумме:

Ърг =  4  10,25.Сложив все б весов р, получим в сумме:£// =  15.Откуда взвешенный междукомплексный коэффициент кор­реляции:
Pl-2

2 р г __+  10,25
Y p  ~  15 =  +  0,68.Для получения этого же коэффициента р12 сокращенным способом необходимо иметь два ряда взвешенных суммар­ных оценок +  и £ 3 по  каждому из частных комплексов отдельно.Необходимые для этого вычисления выполнены в ниже­следующей оценочной ведомости:Для 1-го частного комплекса: Для 2-го части, комплекса:

I призн. 
<7i — 1

II призн.
<7» =  2

/7, Pip\ + <72̂ 2

+  15 +  15 +  5 +  10 +  25

+  5 + . 5 +  15 +  30 +  35

0 0 0 0 0

-  5 — 5 . -  5 — 10 - 1 5

— 15 — 1.5 . - 3 0 — 45

III призн.
<7з =  2

IV призн.
<74 = 0

V призн.
<75 = 3

S3
d-6 | Q^d,

' 1
P i <7t<4 Р» <75̂ 5

+  5 + 1 0 + 15 0 + 15 +  45 +  55

+ 15 +  30 — 6! 0 0 0 +  300 0 0 0 — 5 15 -15

— 15i — 30 + 5 1 0 +  5 +  15 -  15

— 5! — 10 — 15 0 -  15 -45 — 55

ОСОБЫЕ СЛУЧАИ ИНТЕРКОМПОНЕНТНОИ КОРРЕЛЯЦИИ 259Прокоррелировав два ряда суммарных оценок:
Sp. — 45 -  15 0 + 3 5  + 2 5
S 2:. - 5 5  — 15 -  15 + 3 0  +  55,получим вспомогательный коэффициент корреляции:

“ 12 =  +  0,93

плекса:

и оба средние квадратические отклонения этих рядов:== +  ̂28,64 а2 =  + 3 8 ,4 7 .С  помощью этих данных можно вычислить взвешенный междукомплексный коэффициент р12 по формуле:
Gj Gg d i j  о

P l2 = =  lO O S p r , 2  <7, ‘В нашем примере сумма коэффициентов значимости двух признаков, входящих в 1-ый комплекс:2<71 =  1 + 2  =  3,а сумма этих коэффициентов для трех признаков 2-го ком-2 =  2 +  0 +  3 =  5.Подставляя эти данные в указанную выше формулу, получим:
28,64-38,47 (+0,93) , п

р12~  100-3-5 +  0,о8,что мы имели и раньше.Взвешенный комплексный коэффициент р01, определяющий зависимость между компонентами данного частного комп­лекса и всеми остальными компонентами входящими в состав генерального комплекса, представляет собой взвешенное сред­нее из соответствующих парных коэффициентов корреляции г. Пусть, например, частный комплекс состоит из первых трех признаков: I, II и III. Связь этих признаков с двумя осталь­ными (IV и V) определяется здесь следующими 6-тью коэф­фициентами /• с их весами р  (см. табл, на стр. 253):
г 14 =  +  0,80 
г1Ъ — +  0,85 
r2i — +  0,40 
г2ь — +  0,55
г-и — 4~ о *С35 — 4~ 0,15

Ри  =  0 (так как q1 =  1, a qt =  0) 
Р15 —-3 ( „ „ i/i =  l ,  „ q§ 3)
P-2i — 0 ( и я Pi — 2, „ q± =  0)
P is  0 ( „ » Р 2 2, » Ps 5)
Р а ==  0 ( „ „ q% — 2, v P i  0)
Ръо =  6 ( „ „ qs =  2, „ q5 3).17*



2 6 0 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАПеремножив г на р  и сложив все эти произведения, по­лучим в сумме:
рт =  —J— 6,75.Сумма же всех 6-ти весов р, т. е.:1 +  — 15.Разделив Е/?г — -4-6,75 на Ер = 1 5 , мы и получим взве­шенный комплексный коэффициент корреляции:

—  \P J —  

Р°1  —  S  р  —

± 6,75
1 5

=  +  0,45.Для вычисления коэффициента р01 упрощенным способом необходимо иметь ряд взвешенных суммарных оценок +  по трем признакам данного частного комплекса. Вычисление их представлено в следующей оценочной ведомости:I призн. (7, =  1 11 призн. ?„ =  2 III призн. q3 =  2 +
•к я А ds d3 didз+  15 +  15 +  5 +  ю +  5 +  10 +  35+  5 +  5 +  15 +  30 +  15 +  30 +  650 0 0 0 0 0 0— 5 — 5 — 5 — 10 — 15 — 30 — 45— 15 — 15 — 15 — 30 — 5 -  10 -5 5Прокоррелировав эти оценки +  с суммарными оценками генерального комплекса 5  (см. стр. 254):+ :  — 55 — 45 0 + 6 5  + 3 5

S: — 100 — 30 — 15 + 6 5  + 8 0 ,получим следующий вспомогательный коэффициент кор­реляции: <о01 =  +  0,92и оба средние квадратические отклонения:

ОСОБЫЕ СЛУЧАИ ИНТЕРКОМПОНЕНТНОЙ КОРРЕЛЯЦИИ 2 6 1С помощью этих данных можно вычислить коэффи­циент poi по формуле:
-    Д1 (д0 М01Ро1 100 2(7,  (S9 -  2qt) 'Здесь сумма коэффициентов значимости трех признаков данного частного комплекса:

Х +  =  1 +  2 +  2 =  5;а сумма коэффициентов значимости всех 5-ти признаков, входящих в состав генерального комплекса:
£ ?  =  1 + 2  +  2 +  0 +  3 =  8.Следовательно:

45,83 (65,95-0,92 — 45,83)_____, п , г
р«  — 100-5(8-5) 'т- 0 ’ Ь’что мы имели и раньше.Итак, для вычисления „взвешенных* коэффициентов р9, р. Pis и Poi служат следующие основные формулы:

50з — 100Ро ~~ 100 (23<7 — V ) .
а0 а> — 10 q 

p — W p q - q )

Pl2=: 100 2 ^ 2 ^
__________ °1  ( °0  <->01 —  gl )P o l_  100 2 (7, (2 q — 2^) 'В применении к перцентилярным оценкам эти формулы будут иметь следующий вид:

12 с03 -  10 000 2(7»Р о —  10 000 (2»(7 —  2(7»)
__у/12 Од (о—100^

р —  100 (2 q — q)
______12 а, сгд ш1г

P l 2 _  10 0002(7,2^
___ 12 S| (с„ (й01 — О,)Poi — 10000 2 ? , (2? —2?,) 'В тех случаях, когда для генерального комплекса или для отдельных частных комплексов наряду со взвешенными с у м м а р н ы м и  оценками S  были вычислены также и все



2 6 2  ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАс р е д н и е  оценки Н  путем деления S  на сумму всех коэф­фициентов значимости Lq,  т. е. по формуле:
эти же интеркомпонентные коэффициенты р0, р, р12 и р01 для случая децисигмальной оценки могут быть получены по следующим формулам:

Щ  о0з — 100 Щ -*

р° 100 (2-9- 2^2)
2 а оп <о — 10 о

Ot> Ш >2Pi 2 — foo_ = 1  ( Д у д 0 Щ01 -  s <7i 3i)
Poi~  100 (S<7 — S^j) ’где средние квадратические отклонения з0, о1? о2 и т. д. вы­числяются из соответствующих рядов с р е д н и х  оценок Н  (а не суммарных S).В применении же к перцентилярным оценкам эти фор­мулы будут иметь следующий вид:

12 23<7 о *  _  Ю 000 
Р о ' ~  10000 (23<7 — 2q* )/1229 и0<а—100 ̂Р 100(29 — 9)

12 Oj о2 ш12Р12 — 10 000
__ 12 <»i (s 9 °о <во1 ~  Д Ч\ ai)Ро1— 10000(29 — 29t) ’где о0, а1? а2 и т. д'.‘ вычисляются также из с р е д н и х  оце­нок Н  (а не из суммарных S).

XXIV. Корреляционный анализ неоднородного
материала.В прошлых главах мы рассмотрели методы комплексной оценки и интеркомпонентного анализа такого материала, который варьировал только лишь по признакам, подлежа­щим нашей оценке, а во всех остальных отношениях пред­полагался вполне однородным. Однако в действительности это условие, очевидно, соблюдается далеко не всегда и не

КОРРЕЛЯЦИОННЫЙ АНАЛИЗ НЕОДНОРОДНОГО МАТЕРИАЛА 2 6 3В полной мере. Любая группа объектов антропометрических измерений или психотехнических испытаний чаще всего раз­личается также и по ряду других признаков, например по полу, возрасту и проч. Если эти различия окажутся значи­тельными, то игнорирование их в процессе интеркомпонент­ного анализа может привести к весьма грубым ошибкам и заведомо неправильным выводам.Для иллюстрации этих соображений приведем два число­вых примера.Пусть при каком-либо психотехническом обследовании, состоящем, скажем, из трех отдельных испытаний (N  =  3), мы имели 15 испытуе­мых (л =  15), распа­дающихся по своему возрасту на три груп­пы: старшую (напр. от 16 до 14 лет), среднюю (от 13 до 11 лет) и младшую (от 10 до 8 лет) по 5 человек в каждой такой группе.Предположим, что в результате этого обследования мы по­лучили следующие дан­ные, выраженные в абсолютных числах (в количестве секунд, по­траченных на одну опе­рацию; в числе опера­ций, выполненных в единицу времени;в ко­личестве правильно ре­шенных заданий и проч.).П р о а н а л и з и р у е м  этот материал, не при­нимая пока во внима­ние деления его на воз­растные группы.

но
с з
С Х

<2
Й 1

Испытания

СП
ОCQ 5 £  S  S’ I j И | III
зК N  1 60 11 40

№  2 56 7 V 30
о* №  3 54 8 25cjни №  4 52 9 20

№  5 48 5 10
№  6 36 23 30

: и й №  7 32 19 40
сС №  8 30 20 20
Си( J №  9 28 21 25

№  10 24 17 10
№  11 12 35 40

S3 №  12 8 31 25
03

№  13 6 32 30
п №  14 4 33 20

№  15 0 29 0 j



2 6 4  ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАДля этого прежде всего вычислим среднее арифметиче­ское М  и среднее квадратическое отклонение а по каждому тесту отдельно.Проделав обычные выкладки с числами трех заданных вертикальных столбцов, в конечном итоге получим:для 1-го испытания: Ж 1 =  30 ai =  +  20„ Н-го „ М 2 =  20 а2 =  +  Ю„ Ш-го „ М 3 — 25 '  0.3 =  + 1 0 .Произведя с помощью этих стандартов децисигмальную оценку каждого из 15-ти испытуемых по всем трем тестам, получим результаты, занесенные в оценочную ведомость на стр. 265.В целях выяснения вопроса о целесообразности ком­плексной оценки этих испытуемых по совокупности всех трех тестов одновременно, вычислим внутрикомплексный коэффициент корреляции р0.В нашем примере сумма квадратов суммарных оце­нок S,  т. е.: S S 2 =  2 676,число признаков Л/ =  3, а число испытуемых п — 15. Следо­вательно среднее квадратическое отклонение для ряда сум­марных оценок (S):

У 2-f  =  1/Т7М.а квадрат этой величины: 178,4.Подставляя эти данные в формулу для вычисления внутри- комплексного коэффициента корреляции (см. стр. 239):
100 Nполучим в числах:

Р о :

100 N (N 
178,4- 100-3
100-3(3  -  1)

1)

=  - 0 , 20.Отрицательный коэффициент р0 указывает на то, что при данном способе оценки (без учета возрастных различий этих 15-ти испытуемых) связь между тремя заданными призна-

К О Р Р Е Л Я Ц И О Н Н Ы Й  АНАЛИЗ НЕОДНОРОДНОГО МАТЕРИАЛА 2 6 5

Испы-
И с п ы г а н И Я Суммарн. оценка

( II III
S S3туемые

Ух d, f 2 1 d2 Уг

№ 1 60 : +  15 11 — 9 40 1 +  15 +  21 441

№ 2 56 +  13 7 -  13 30 +  5 +  5 25

№ 3 54 +  12 8 — 12 25 ' 0 0 0
№ 4 52 +  11 9 — И 20 -  5 — 5 25

№ 5 48 +  9 5
4

— 15
}

10 - 1 5 — 21 441

№ 6 36 +  3 23 +  3 30 +  5 +  11 121
Ха 7 32 +  1 19 —  1 40 +  15 +  15 225

Ха 8 30 0 20 0 20 — 5 -  5 25

№  9 28 — 1 21 +  1 25 0 0 0
Ха 10 24 —  3 17 —  3 10 —  15 -2 1 441

№  11 12 -  9 35 +  15 40 +  15 +  21 441

№  1 2 8 - 1 1 31 +  П 25 0 0 0
№  13 6 —  1 2 32 +  1 2 30 +  5 +  5 25

[Ха  14 4 - 1 3 33 +  13 20 -  5 -  5 25

№  15 0 —  15 29 +  9 10 - 1 5 —  2 1 441

К / М г - =  30 м , - =  2 0 м .,г -=  25
а  S 3 =  2676/ \

/  N
«1 ==  +  2 0 <5о ==  +  1 0 С3 п =  ± ю

ками в среднем имеет очень слабый (даже обратный) харак­тер, что несомненно лишает нас права оценивать этих инди­видуумов по всем трем тестам одновременно.Однако совершенно иная картина получится здесь при оценке отдельных испытуемых по их возрастным стандар­там. Вычислив Ж и а для отдельных тестов по каждому возрасту отдельно, получим следующие результаты:



2 6 6 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКА

I испытание: II испытание: III испытание:

Старш. группа М  — 54 а +  4
. '

М  =  8 з =  ± 2 М  =  25 а =  + 1 0

Среди, группа М  =  30 I — ± 4 Л4 =  20 а =  +  2 М  — 25 а =  +  10

Младш. группа II о II н
- 4̂ М  =  32 з =  ± 2 М  =  25 а =  +  10

Просматривая эту таблицу, мы замечаем, что средние арифметические (М ) по I-му тесту вместе с возрастом уве­личиваются, по Н-му тесту, наоборот, уменьшаются, а по Ш-му — остаются без и з м е н е н и я , т о  время как средние квадратические отклонения (о) в различных возрастных группах сохраняют одно и то же неизменное значение. Эти зависящие от возраста разнохарактерные изменения сред­них арифметических М  очевидно и затемнили собою общую картину имеющейся здесь корреляции, искусственно придав ей обратный характер.Произведя переоценку всех испытуемых по этим новым возрастным критериям, получим следующие три оценочные ведомости: Д л я  с т а р ш е й  г р у п п ы :
Испы-

туемые

И с п J  ы т а н и я Суммарн. оценка

I II III
5 S 3

У* d2 +№ 1 60 ‘ + 1 5 11 +  15 40 +  15 +  45 2 025

№ 2 56 +  5 7 -  5 30 +  5 +  5 25№ 3 54 0 8 0 25 0 0 0
№ 4 52 | — 5 9 +  5, 20 -  5 -  5 ■ 25

№ 5 48 — 15 5 -  15 10 - 1 5 - 4 5 2 025

X
\Х
Х \

X  \ .И, =  54

= » ^ ± 4

м 2=  8

=  ± 2

М ъ =  25

о3 — +  10
2 S 3 =  4 100

КОРРЕЛЯЦИОННЫЙ АНАЛИЗ НЕОДНОРОДНОГО МАТЕРИАЛА 2 6 7

Здесь при N =  3, л =  5 и S 5- — 4100:

Щ  з0 =  ~j/"4100 =  У"820

и следовательно: з02 =  82О,откуда искомый коэффициент:
о03— 100 JV __ 820— 100-3 __ I Q gyр® ~  Ш Щ лГ—1) 100-3 (3 — 1) ' ’
Д л я  с р е д н е й  г р у п п ы :
И с п ы т а н И я Суммарн. оценка

Испы­

туемые
I II III

. S S2

ъ  1dr d2 у* d3

№ 6 36 +  15 23 +  15 30 +  5 +  35 1 225

№ 7 32 +  5 19 — 5 40 +  15 +  15 225

№ 8 30 0 20 0 20 — 5 — 5 25

№ 9 28 -  5 21 +  5 25 0 0 0
№ 10 24 — 15 17 — 15 10 - 1 5 — 45 2 025\ / Mr =  30 м 2=  20 Мз =  25

S S2=  35001 Х \ »1— i  4 ь =  ± 2 % =  + 1 0
/  \

Здесь при N  =  3, л =  5 и ~S 2 — 3 500:
=  =  1/700

и следовательно: °о“ == 700,
о,,*— 100 N    700— 100-3 | р Руоткуда: р0 =  FOOJVfJV^l) ~  100-3 (3 -  1)



2 6 8 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАД л я  м л а д ш е й  г р у п п ы :
Испы­

туемые

И с п ы т а н и я Суммарн. оценкаI II III
5 52

Vi Vi d3 d3

№ 11 12 +  15 35 +  15 40 +  15 +  45 2 025

№ 12 8 +  5J 31 -  5 25 0 0 0

№ 13 6 0 32 0 30 +  5 +  ^ 25

№ 14 4 -  5 33 +  5 20 -  5 — 5 25

№ 15 0 -  15 29 -  15 10 - 1 5 — 45
■
■

2025

\  /
\ /
/ \

/  \

M i — 6

== +  4

M , =  32

c2 ~  db ^

M 3 =  25

« ь = ± ю
2 S2 = 4 100

Здесь при N  =  3, п — 5 и £ S 2 =  4 100:
a0L ] / 4J0O =  -j/82Oи следовательно: з02 — 820,откуда: ao2- 1 0 0  N  _  820- 100-3 _  | п  „ 7 Рэ —  100ЛфУ— 1) ~  100-3 (3 — 1) “1“  и,в/Итак, при группировке нашего материала по возрастам мы получили следующие значения внутрикомплексных коэф­фициентов корреляции:для старшей группы р0 -= -}- 0,87 * средней „ р0 =  4-0,67„ младшей * Ро =  4-0,87.Столь высокие коэффициенты р0 указывают на доста­точно тесную связь между результатами всех трех испы­таний (при условии оценки их по возрастным критериям), что и дает нам право в данном случае выводить для отдель­ных испытуемых их комплексные оценки 5  или И  (но уже по данным возрастной оценки).Если бы мы произвели все эти вычисления в одной общей для всех 15 испытуемых ведомости (но все же по

Ч КОРРЕЛЯЦИОННЫЙ АНАЛИЗ НЕОДНОРОДНОГО МАТЕРИАЛА 2 6 9возрастным, а не по общим критериям оценки), то в конеч­ном результате получили бы внутрикомплексный коэффи­циент корреляции р0, равный среднему арифметическому из 3-х коэффициентов р0, только что выведенных для отдель­ных возрастов (-{-0,87, -I- 0,67 и — 0,87):
-  Ро = ------------ з--------- -  =  — з— _  +  0,80.

Этот расчет представлен в нижеследующей ведомости:

Во
зр

ас
т Испы­

туемые

И с п ы т а н и я Сумм, оценкаI II III
S S3

Vi dx У , d2 V3 | dz

Ст
ар

ши
й

№ 1 60 +  15 11 +  15 40 +  15 +  45 2025

№ 2 56 +  5 7 — 5 30 +  5 +  5 25

№ 3 54 0 8 0 25 0 0 0 „

№ 4 52 — 5 9 +  5 20 -  5 — 5 25

№ 5 48 — 15 5 — 15 10 -  15 - 4 5 2 025

Ср
ед

ни
й

№ 6 36 +  15 23 +  15 30 +  5 +  35 1 225

№ 7 32 +  5 19 — 5 40 +  15 +  15 225

№ 8 30 0 20 0 20 -  5 — 5 25

№ 9 28 — 5 21 +  5 25 0 0 0
№ 10 24 — 15 17 -  15 10 — 15 - 4 5 2 025

Мл
ад

ши
й

№ 11 12 +  15 35 +  15 40 +  15 +  45 2 025

№ 12 8 +  5 31 -  5 25 0 0 0
№ 13 6 0 32 0 30 +  5 + 5 25

№ 14 4 — 5 33 +  5 20 -  5 -  5 25

№ 15 0 — 15 29 - 1 5 10 -  15 - 4 5 2 025



2 7 0 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАЗдесь при N =  3, я =  15 и I S 2 =  11700:
ь - У 11 700 15 }/780

и следовательно: 780,
откуда: 100 N { N —\)

780- 100-3l i ^ ^  =  +  0’80>что вполне оправдывает высказанное выше положение.Если бы отдельные испытуемые распределились по воз­растным группам неравномерно, то этот общий для всего анализируемого материала коэффициент р0 оказался бы равен „взвешенному" среднему из соответствующих коэф­фициентов, 'вычисленных по возрастам. Так, если при тех же числовых значениях этих коэффициентов (+ 0 ,8 7 , + 0 ,6 7  и + 0 ,8 7 ) в старшую группу попали бы, скажем, 4 испы­туемых, в среднюю — 8, а в младшую — 3, то коэффициент р0 оказался бы равным сумме произведений отдельных воз­растных коэффициентов на численность соответствующих групп, разделенной на общее число всех испытуемых:
■ ( + 0,87)-4 +  ( + 0,67)-8 +  (— 0,87)-3 _
•'«— 4 + 8 + 3

+  3,48 +  5,36 +  2,61 __+  11,45____ , л“ --------- -15--------- — + Т +  - — +  и,/ь,-

а не + 0 ,8 0 , как это мы имели ранее при совершенно оди­наковой численности всех возрастных групп.В приведенном выше примере внутрикомплексный коэф­фициент корреляции р0 вследствие неучета возрастных груп­пировок оказался сильно преуменьшенным и при внесении соответствующей поправки заметно увеличился. Мыслим, очевидно, и обратный случай, когда оценка по возрастным или иным критериям в конечном результате исправит этот коэффициент р0 в сторону его уменьшения.Пусть, например, имеются следующие первичные данные, обработанные по обычным правилам в приведенной ниже оценочной ведомости без учета возрастных групцировбк:
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Испы-
И с п ы т а н и я Суммарн. оценка1 II III 1

S2туемые
е , dt е 2 d2 Ез d.

№ 1 60 +  15 31 +  н 40 +  15 +  41 1 681

№ 2 56 +  13 35 +  15 36 +  11 . +  39 1 521

№ 3 54 +  12 32 +  12 37 +  12 +  36 1 296

X» 4 52 +  П 29 +  9 38 +  13 +  33 1.089

№ 5 48 +  9 33 +  13 34 +  9 +  31 961

№ 6 36 +  з 19 — 1 28 +  з +  5 25

№ 7 32 +  1 23 +  з 24 -  1 +  з 9

№ 8 30 0 20 0 25 0 0 0
№ 9 28 — 1 17 — 3 26 +  1 — 3 9

№ 10 24 — 3 21 +  1 22 — 3 — 5 25

Ns 11 12 — 9 7 — 13 16 — 9 -3 1 961

№ 12 8 — 11 11 — 9 12 — 13 - 3 3 1089

№ 13 6 — 12 8 -  12 13 -1 2 — 36 1 296

№ 14 4 — 13 5 — 15 14 -  11 — 39 1 521

№ 15 0 — 15 9 — 11 10 -  15 — 41 1681

\  /  
\ /  
/ \

/  \

М г — 30

gi — Ч~ 20

М 2 =  20 
±  10

М 3 =  25

дз — + 1 0
2 S2 =  13 164

Здесь при N  — 3, п = 1 5  и L S 2= 1 3  164:
■ V1

13 16415 ~ : : У877,6 и следоват. а02 =  877,6, откуда:
Ро =

— юо лг 877,6- 100-3100 TV (N — I) 100-3(3-1) +  0,96.При обработке этих же данных по трем возрастным группам отдельно получим следующие значения М  и з :
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I испытание II испытание III испытание

Старшая группа . . М  — 54 а =  +  4 М  =  3 2  s  = + 2

СМ44IIОсоII5

Средняя группа . . М  =  30 з = + 4 М  =  20 а =  ± 2 A f  =  25 з =  + 2

Младшая группа . . Л4 =  6 з = ± 4 М  — 8 о =  + 2 М = - 13 з =  ± 2Здесь во всех трех испытаниях средние арифметические М  изменяются вместе с возрастом, что указывает на наличие прямой корреляции между возрастом и результатами от­дельных испытаний. Таким образом полученный нами высокий коэффициент р0 =  0,96 свидетельствует здесь нестолько о внутренней связи между тремя компонентами заданного комплекса признаков, сколько о связи каждого из этих компонентов порознь с четвертым, неучтенным нами признаком (возрастом), влияние которого нам и предстоит теперь устранить.Произведя переоценку всех вариант V  по новым возраст­ным критериям М  и з и выполнив обычные вычисления получим следующую оценочную ведомость (см. стр. 273).Здесь при Л/ =  3, п — 15 и 2 5 2 =  5100:/ 5100 ,___]5 =у/340 и следоват.
и0а — 100 ДГ 340— 100-3 

Р°1 —  100 //(TV — Т) 100-3(3—Т)

о02 — 340. =  +  0.07.Таким образом, устранив влияние возраста, мы получили очень слабую зависимость между отдельными компонентами заданного комплекса признаков.Подобно внутрикомплексному коэффициенту р0 такие же изменения, зависящие от группировки материала по различ­ным дополнительным признакам, могут иметь место и по отношению к другим интеркомпонентным коэффициентам: Р. Pi» и Poi> а также и по отношению к отдельным „ парным“ коэффициентам корреляции г.Выясним, например, характер изменения „парного“ коэф­фициента корреляции г2Я между II и III признаком в связи с учетом возрастных группировок. В первом из двух приве­денных выше числовых примеров (см. стран. 265) мы имели следующие децисигмальные оценки d2 и dA по II и III лри-
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НосЗСи
Испы­
туемые

И с п ы т а н и я Суммарн. оценка

1 II III
SСП

О
сс Ух dx Т'2 П +

О  2

Ст
ар

ши
й

Л? 1 60 +  15 31 -  5 40 +  15 +  25 625

№ 2 56 +  5 35 +  15 36 -  5 +  15 225

№ 3 54 0 32 0 37 0 0 0

№ 4
... .

52 -  5 29 - 1 5 38 +  5 -  15 225

№ 5 48 -  15 33 +  5 34 — 15 -  25 | 625

Ср
ед

ни
й

№ 6 33 +  15 19 -  5 28 +  15 +  25 625

№ 7 32 +  5 23 +  15 24 -  5 +  15 225

№ 8 30 0 20 0 25 0 0 0

№ 9 . 28 — 5 17 -  15 26 +  5 - 1 5 225

№ Ю 24 -  15 21 +  5 22 -  15 — 25 625

Мл
ад

ши
й

№ И 12 | + 1 5 7 -  5 16 +  15 +  25 625

№ 12 8 +  5 11 +  15 12 -  5 +  15 225

№ 13 6 0 8 0 13 0 0 0

№ 14 4 -  5 5 — 15 14. +  5 - 1 5 225

№ 15 0 - 1 5 9 +  5 10 — 15 — 25 625

знаку для всех 15 испытуемых при оценке результатов их испытания без учета возрастных группировок (см. стр. 274).Перемножив эти оценки d.2 и d.A попарно и сложив все полученные произведения, получим в сумме:
Zd.2d3 =  +  210,

*откуда, пользуясь упрощенной формулой (см. стран. 228),
г. х йУ/, 21028 100 п 100-15'

0,14.
Вариационная статистика. 18
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Испы­
туемые d„ d3 dodo

№ 1 — 9 | + 1 5 -  135

№ 2 13 +  5 — 65

№ 3 — 12 0 0

№ 4 — 11 — 5 +  55№  5 -  15 — 15 +  225

№ 6 +  з +  5 +  15

№ 7 ... 1 +  15 -  15

№ 8 0 -  5 0

№ 9 +  1 0 0

№ 10 — 3 — 15 +  45

№ 11 +  15 +  15 +  225

№ 12 ■ +  11 0 0

№ 13 +  12 +  5 +  60

№ 14 +  13 -  5 — 65

№ 15 +  9 — 15 -  135'

• 3  dxd% = +  210Вычислив же эти коэффициенты для каждой из трех возрастных групп отдельно, получим следующий расчет:

КОРРЕЛ ЯЦ И ОН Н Ы Й  А Н А Л И З Н ЕО Д Н О РО Д Н О ГО  М А Т ЕРИ А Л А  275Здесь при п — 5 в отдельных группах получаются сле­
дующие так называемые „парциальные11 (частные) коэффи­
циенты корреляции гДля старшей группы (от 16 до 14 лет):>- _ _   ̂dyd?. 23 100 п

+  400 
100-5 +  0,80.Для средней группы (от 13 до 11 лет):

У 014 -- S  dodo +  225 =  +  0,45.100 л 100-5 Для младшей группы (от 10 до 8 лет):
Г  о.Т-----

3 d2d. 100 п
+  425 __ | ллг
100-5 “  ‘ ° ’85-Если бы весь этот расчет (по новым возрастным крите­риям оценки) был выполнен в одной общей для всех 15-ти испытуемых оценочной ведомости, то сумма всех произве­дений do на do оказалась бы равной -(-1050, откуда при 

п — 15 и S dodo — 1050:
s d,d3

2Я~  100л +  1050 
100-15 =  +  0,70.'Это же значение г2Я можно получить и как среднее арифметическое из всех трех вычисленных ранее „парциаль- ных“ коэффициентов корреляции:

„ +0.80 +  0,45 +  0,85 __+ 2 ,10__  | т
' 2 3  —  0  0  —  IЭтот средний коэффициент обычно для краткости также называется „парциальным11.Итак, при определении корреляционной зависимости между II и III признаком в группе 15 объектов исследова­ния, различающихся между собою также и по некоторому дополнительному признаку (возрасту), мы получили не­сколько искаженную (затемненную) картину искомой зави­симости, характеризующейся величиной коэффициента кор­реляции:

г ‘ ‘ й  —  ~Ь 0) 14.После же устранения влияния со стороны этого допол­нительного фактора (т. е. как 6fii при полном уравнивании
18*



ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКА2 7 6возраста всех 15 испытуемых) искомая зависимость выяви­лась в своем чистом виде, и исправленный „парциальный" коэффициент корреляции оказался значительно выше преды­дущего: г23 =  -J- 0,70.В тех случаях, когда известными являются также и оба коэффициента корреляции между двумя данными признаками и третьим дополнительным, влияние со стороны которого требуется устранить, этот „парциальный" коэффициент может быть вычислен и проще, не прибегая к переоценке всех вариант с помощью новых (групповых) стандартов 
М  и а.Вычислим коэффициенты корреляции между возрастом испытуемых с одной стороны и результатами II и Ш-го их испытания с другой.Обозначив результаты Н-го испытания через Vx, резуль­таты Ш-го испытания — через V ,, а возраст испытуемых — через Vs, получим следующий обычный расчет (см. расчетную решетку). Здесь возраст от 16 до 14 лет условно принят равным в среднем 15 годам, возраст от 13 до 11 — 12 годам, а возраст от 10 до 8 лет — 9 годам.В нашем примере (см. табл, на стр. 277) средние ариф­метические:

М г =  20
К -  12-Суммы квадратов центральных отклонений:1500 Е г 2 =  90.Сумма произведений центральных отклонений:

'Zxz — — 360.Следовательно коэффициент корреляции между резуль­татами Н-го испытания (1+) и возрастом испытуемых (V)\

______  2 X Z  ______  —  360"  _  С  Ёх+Яг2”  ~  у7 ] 500-90 f  0,98.
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V , V , 1X 1 X 2 Z Z3 X Z

п  | 15 — 9 81 + 3 9 — 27
7 15 -  13 | 169 +  3 ;_____ 9 — 39
8 15 — 12 144 +  3 ! 9 - 3 6
9 15 — 11 121 +  3 9 -  33
5 15 — 15 225 +  3 ;- 9 45

23 12 +  3. ' 9 0 0 0
19 12 _  1 1 0 0 0
20 12 0 0 0 0 0
21 12 +  1 1 0 0 0
17 12 -  3 9 0 0 0
35 9 - +  15 225 — 3 9 — 45
31 9 +  11 121 - 3 9 — 33
32 9 +  12 144 — 3 1 9I — 36
33 9 +  13 169 — 3 1 9 — 39
29 9 +  9 81 - 3 9 - 2 7
— — 0 1500 0 90 — 360
Аналогичным расчетом легко убедиться в том, что коэф­фициент корреляции между результатами III испытания (V),)и возрастом испытуемых ( Ю , т. е.:
Ранее же (см. стран. 273) мы установили, что коэффи­циент корреляции между результатами П-го испытания ( V J  и результатами Ш-го испытания ( + ) ,  т. е.:

г = +  0,14
х у  1 1(выше мы обозначали этот коэффициент символом г„).



2 7 8 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАПри этих условиях искомый „ парциальный “ коэффициент корреляции между результатами П-го и Ш-го испытания (при постоянном возрасте), обозначаемый обычно сим­волом г г, может быть вычислен по следующей формуле:
г  ___ _________ Г х у  r x z '  r y z

X y - Z  ~  х/ (1 -/■„*) ( 1 - V )  'Подставляя в эту формулу найденные выше значения всех трех коэффициентов корреляции rxv, rxz и rvz, будем иметь:
^ху. г

+  0Л4 — ( -0 ,9 8 )-0  

v/ [1 —  ( -0 ,98 )*]. [1— 0] 

_  + 0 ,1 4  _  0,14 _ 
у/0,04 ~  0,2 ~~

+  0,14 —  0 

\ ( 1 - 0.96) - ]- 0,70,
что мы имели и раньше.Заметим, кстати, что эта общая формула для вычисления „парциального** коэффициента корреляции г г с -помощью трех коэффициентов: гху, гхг и rvz дает абсолютно точные результаты только лишь при соблюдении двух определен­ных условий, искусственно выполненных при составлении приведенного выше числового примера.Первое из этих условий заключается в изменении сред­них арифметических всех трех коррелирующих признаков ( К ,, V v и Vz) на одну и ту же постоянную величину от группы к группе *). Вспомним, что средние арифметические (М ) числовых результатов Н-го испытания в нашем примере имели следующее значение:для старшей группы: М  =  32 „ средней „ М  — 20„ младшей „ М  — 8.Следовательно здесь эти средние изменяются от группы к группе на постоянную величину =  12.

*) Или на величины, пропорциональные друг другу во всех трех при
знаках.

КОРРЕЛЯЦИОННЫЙ АНАЛИЗ НЕОДНОРОДНОГО МАТЕРИАЛА 2 7 9Точно также и средние арифметические результатов Ш-го испытания:для старшей группы: М  =  25 „ средней „ М  =  25„ младшей „ М  =  25отличаются друг от друга на постоянную величину, в данном случае =  0.Далее, средние значения третьего признака (возраста):для старшей группы (от 16 до 14 лет) в среднем 15 лет*„ средней „ ( ,  13 ,  11 ,  ) „ ,, 12 »„ младшей „ ( „ 10 „ 8 „ ) „ „ 9 „в смежных группах отличаются друг от друга также на по­стоянную величину =  3.Второе условие заключается в равенстве (в пределах каждого признака) всех средних квадратических отклоне­ний (а), вычисленных для отдельных возрастных групп.Вспомним, что в нашем примере для П-го испытания во всех трех группах: 3 =  + 1 0и для Ш-го испытания:
3 =  +  10(для разных испытаний эти сигмы могли бы оказаться и различными, лишь бы они были одинаковыми во всех воз­растных группах для одного и того же признака).Так как, далее, третий признак (возраст) внутри каждой отдельной группы вовсе не варьировал, то и здесь все три сигмы являются величинами постоянными, в данном случае равными 0.Формула для вычисления „парциального*1 коэффициента корреляции дает возможность исключать любой из трех при­знаков, связанных взаимной корреляцией.Пусть, например, имеем три антропометрических при­знака: Vx, V v и V , ,  которые для краткости мы будем в даль­нейшем называть просто х,  у  и z. Предположим, что коэф­фициенты корреляции:между признаками х  и у  . . . гху =  -4-0,84 .х „ г . . . гxz =  —(— 0,60 » - У " ,  г  - . . ' *  =  +  0,80.



2 8 0 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАВыключим третий признак (г), т. е. определим „парциаль­ный" коэффициент корреляции между признаками х  и у  как бы при постоянных значениях признака^:_ _  rxy -  rxz ■ ryz +  0,84 -  0,60 • 0,80
X V .  Z  Т -~ ~  ГГ-  —  -   — ■ =  = = =  — р т : . : " . " "  ------ -------------

V (1 -  rx/) (1 -  V )  ' О -  °-63) (’ -  0,8»)/\ +  0,84 — 0,48 (1 — 0,36) (1 — 0,64) " _  +  0,36 — ~ 0,48
=  +  0,36~ \ ' 0,64+36=  +  0,75.

+  0,36 
\/ 0,2304

Следовательно при различной (варьирующей) величине признака z корреляция между х  и у  выражается величиной коэффициента: 6,, =  +  0,84,а при подборе всех объектов исследования, обладающих одной и той же постоянной величиной признака z, испра­вленный коэффициент корреляции (парциальный):v . “ + 0*76-По этим же данным можно решить и другую задачу, напр.: какова будет корреляция между признаками _v и г при постоянной (искусственно уравненной) величине при­знака у?Для этого служит формула, вполне аналогичная преды­дущей, в которой лишь переставлены буквенные значки лг,
у  и z:

г  =  г * г  ~ ~  Г ху ' г * у  

xz'y  v7 (1 -  гх *) (1 - Г щ *) ‘Подставляя сюда наши числовые да-нные, получим:_  +0,60-0,84-0,80
хг у  у/ (1 — 0,842) (1 — 0 802)Совершенно также можно выключить и признак х, вы­числив „парциальный" коэффициент корреляции между при­знаками у  и z при постоянном а: по формуле:

ЭМПИРИЧЕСКИЕ л и н и и  РЕГРЕССИИ 2 8 1или в числах:
yz.x

+  0,80-0,84-0,60 /  (1— 0,842) (1— 0,603) =  +  0,70.Итак в нашем примере корреляции трех призников: д-, 
у и z мы получили следующие три „парциальные" коэффи­циента г z, rxz и rvZ г, которые для ясности мы сопоставимздесь с заданными коэффициентами: rxy, гг2 и гуг:

rxv — 0,84 ' • , , , ,=  +  0,75■ С. =  +  0,60 гх2у =  0,22
fyz =  - f  0,80 ryz х =  +  0,70.При- вычислении этих парциальных коэффициентов кор­реляции мы пользовались следующими формулами:

V  — r x y - r x z -' ГУ  г

' х у . 2 у / ( 1 -  Г ,  Я  ( 1 ~ Гу - / )
Г  ~~

г  —  Г
1 X Z  х у Г г у

Z X  . у у / ( 1 -  + , 2 )  0 -  + 3 )
г  —

Г  —  г
1 y z  у х г г х

'  Y Z . X у / ' ( 1 - r j )  ( 1 V 2 )

XXV. Эмпирические линии регрессии.При разбивке материала, варьирующего в отношении некоторого признака V  на те или иные группы, отличаю­щиеся друг от друга по величине другого признака Vх (или наоборот), во многих случаях полезно бывает выяснить ха­рактер изменения всех групповых средних (М ) по обоим признакам Vv и Vx, придав конечным результатам этих вы­числений наглядную графическую форму.Пусть, например, имеем следующие два ряда коррели­рующих друг с другом чисел (вариант):
V v : 5 15 12 16 32 20 28 30 17 25
V  : 2 2 4 4 4 6 6 6 8 8



282 В АРИ А Ц И О Н Н АЯ  СТ А Т И С Т И К АЗдесь варианты нижнего ряда (Vx) естественно распа­даются на 4 группы соответственно их значениям: 2, 4, 6 и 8, причем значение:
Ух — 2 повторяется 2 раза (р =  2)
К  =  4  „  3  „  ( р =  3 )^ . =  6 » 3 „ (/7 =  3)^  =  8 „  2 „ (/7 =  2).Вычислим средние арифметические верхних чисИт Vсоответствующих каждой отдельной группе о д и н а к о в ы х  нижних чисел V

X •Две крайние слева пары этих вариант, для которых V  =  2 имеют следующие значения V5 и 15.Следовательно среднее арифметическое этих чисел:
Следующая (в направлении слева направо) группа трех пар этих вариант, для которых Vx =  4, содержит следующие значения V r\ 12, 16 и 32.Следовательно среднее арифметическое чисел V  в этойгруппе:

Ж, =  1?+1б±?2= б_о_2 а

Далее для следующей группы трех вариант 1/, для ко­торой Vx == 6:
Наконец для крайней справа группы двух вариант V  для которых И . =  8:

Э М П И Р И Ч Е С К И Е  ЛИНИИ Р Е ГР ЕССИ И 283Итак:для Vx =  2 среднее арифметическое М г — 10„ Vx =  4 ,  „ М ,  =  20
„ Hv =  6 ,  „ M s =  26
„ Н- = 8  „ „ Л*4 =  21.Все эти данные и конечные результаты вычислений удобно изобразить в графической форме, воспользовавшись для этого системой прямоугольных осей координат с произвольно выбранными масштабами (см. черт. 108).

Условимся по горизонтальному масштабу (по оси абсцисс) откладывать варианты Vx, а по масштабу вертикальной оси (ординат)— варианты V .  Так, например, пару вариант: 
Vx =  6 и. V), =  20 мы пометим в плоскости чертежа точкой, отстоящей на 6 делений горизонтального масштаба вправо от вертикальной оси (т. к. Vw — 6) и поднятой над гори­зонтальной осью на 20 делений вертикального масштаба (т. к. V  — 20), как это и показано на чертеже 108.Пометив этим же способом все 10 точек, соответствую­щих 10 парам заданных вариант V  и V v, получим так на­зываемый „точечный график", представленный на чер­теже 109. Здесь все точки, для которых Vx имеют одина­ковую величину (2, 4, 6 или 8), соединены пунктирными



2 8 4 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАвертикальными прямыми, пересекающими горизонтальную ось в соответствующих масштабных делениях:2, 4, б и 8.Вспомним, что для двух вариант V  (5 и 15), для кото- рых 1/, =  2 (соответствующие этим вариантам две точки рас­положены на крайней слева вертикальной прямой), среднее арифметическое М 1 =  10. Это среднее значение (10) мы поме­тим на нашем чертеже в виде звездочки)*), расположив еена вы­соте Ю-го деления вертикального масштаба (см. черт. ПО).
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Черт. 109.На следующей вертикали (соответствующей Vx =  4) мы пометим звездочкой среднее арифметическое М 2 =  20, вычи­сленное ранее для группы трех вариант И : 12, 16 и 32 (см. черт. 110).Далее на вертикали, соответствующей Vx — 6, пометим - среднее Ж. =  26. Наконец, на крайней справа вертикали (для Vx — 8) поставим звездочку, соответствующую уИ4 =  21. Соединив все эти звездочки отрезками прямых, получим ло­маную линию, изображенную на черт. 110. Эта ломаная носит название „эмпирической линии регрессии" *).
*) Читателю рекомендуется самостоятельно выполнить все указанные 

здесь (и в дальнейшем) построения в крупном масштабе на листе миллимет­
ровой бумаги.

ЭМПИРИЧЕСКИЕ ЛИНИИ РЕГРЕССИИ 2 8 5Таким образом эмпирическая линия регрессии высотою отдельных своих ординат наглядно показывает характер изменения групповых средних арифметических признака Vy в зависимости от изменения числовых значений другого при­знака V r. Так, в частности, эмпирическая линия регрессии, например, веса по росту указывала бы на средние измене­ния веса людей в связи с последовательным увеличением их роста. При наличии - достаточной корреляции между ростом и весом эта линия имела бы тенденцию к поднятию

в направлении слева-направо. Это означало бы, что люди низкого роста (отмеченные на горизонтальной оси слева) имеют в с р е д н е м  также и незначительный вес (низкое положение линии регрессии), а у высоких людей (отмеченных справа) и с р е д н и й  вес достигает сравнительно больших значений (линия регрессии расположена высоко).Приведем еще один числовой пример построения эмпи­рической линии регрессии, выразив на этот раз первичные данные в форме обычной корреляционной решетки с зане­сенными в ее клетках частотами р. Здесь сверху и слева в заголовках указаны числовые значения вариант Vх и Vy> снизу подъитожены частоты рх ряда К,,, а справа—частоты 
р г ряда Vv. В правом нижнем углу этой решетки записана



2 8 6 ВАРИАЦИОННАБ СТАТИСТИКАобщая сумма всех частот р, т. е. общее число всех корре лирующих пар п — 20.

Облекая эти данные в форму „точечного графика1*, по­лучим картину, представленную на черт. i l l .Здесь у некоторых точек поставлены цифры: 3, 3 и 6, показывающие, что изображаемые этими точками пары ва­риант Vy и Ух встречаются в действительности не по одному
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Ч ерт. 111.разу, а по несколько. Так, например, пара вариант V r — 2 
К  =  5 по данным нашего задания встречается 3 раза. На этом основании у соответствующей точки (в левом нижнем углу чертежа) мы и поставим пояснительную цифру 3, кото­рая, таким образом, изображает здесь частоту р =  3 данного сочетания: Кг =  2 и Vy =  5. Там, где эти сочетания встре­

ЭМПИРИЧЕСКИЕ ЛИНИИ РЕГРЕССИИ 2 8 7чаются лишь по одному разу (/? =  1), у соответствующих точек частоты р  не проставлены вовсе (чтобы не з а г р о ­м о ж д а т ь  чертежа лишними цифрами).Для построения линии регрессиии вычислим средние арифметические М  в каждой группе вариант Vy с о д и н а к о ­в ым значением V с. Начнем с крайней слева группы точек» расположенных на вертикали Vх =  2. Там проставлены всего лишь 2 точки, соответствующие значениям: +  =  10 и Vy =  5, но нижняя точка V  =  Ъ изображает здесь не одно, а три таких значения + .  Следовательно всего мы имеем в этойгруппе 4 варианты V  : 10, 5, 5 и 5. Вычислим среднее арифметическое этой первой группы вариант V  по спо­собу сумм, приняв за начало отсчетов С  например число 15 (центральное по отношению ко всем имеющимся в задании значениям вариант V  ).Здесь при С  -= 1 5  итоги: / v

ax =  0 п2 =  0 25

К  ="1 Ь2 =  3, 20откуда:
15+  =  «1 — ьх II 0 1 11

10Так как классовый промежуток 
k =  5, а общее число измерений в 5данной группе п == 4, то искомое среднее арифметическое:

k s x
М х =  С =  15 + 5 - ( -  7 )

Р 0 0
1

—

0 - —

1

3

4

3 3

4 7 3

=  6,25.Так как при определении М х нам приходится вычислять лишь сумму + ,  для чего нужны только итоги ах и Ьх, то крайний справа столбец этой решетки оказывается в данном случае совершенно излишним. Поэтому в дальнейшем мы вовсе не будем его вычерчивать, ограничив расчетную ре­шетку всего только двумя вертикальными столбцами.Ниже представлена эта же расчетная решетка в сокра­щенном виде, а рядом с нею три таких же решетки для вычисления средних арифметических в следующих по по­рядку группах вариант V , соответствующих значениям



288 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАвариант: Vx =  4, 1+ =  6 и I/ == 8 (во всех случаях С — 15и k — 5).„
Для Для Vx =  4 Для +  =  б Для Vx —8+ Р 0 Vy Р 0 vy Р I 1 Р 3

25 25 25 25 1 1
20 20 20 1 1 20 1

—
2

15 0 — 15 1 - 15 1 — 15 0 —
10 1 4 10 3 9 10 Г 2 10
5 3 3 5 6 6 5 1 1 5

. 4 7 10 15 4 3 0
ах = 0 а1 = 0 ах = 1 а, — 3+  = 7 = 15 +  = 3 & ,= 0S, = - 7 +  =--15 - 2 + ■ 41 ’ + со

п = 4 п — 10 п = 4 п — 2
6,25 м , = 7,50 Л1,= 12,50 Mt= 22,50Эти же вычисления можно было бы выполнить и в одной общей для всех 4-х групп сложной расчетной решетке с контрольной сводкой (последнюю в целях удобства даль­нейшей обработки этого материала удобно составить из трех вертикальных столбцов):- 2 V* =  4 =  6 + =  8

С в о д к а...+ 0 Р 0 1 Р 1 Р 3 ^ Р 4 1
| 1 1 1 1 11 ' 1 1 2 2 3 —0 — 1 — 1 — , — 2 - —1 4 3 9 1 2 !

* 15 _

3 3 6 6 1 1 I F " 10 10
4 7 10 15 1 4 3 1 2 0 20 25 10

—7 5\ = - 1 5  [ с _  А, _ - 2  | +  = +  3 5, =  __ 21
М , = 6,25 м 2 = 7,50 J /173 = 12,50 М 4 = 22,50 М 0=  9,75Способ проверки всех этих вычислений мы уже знаем. Верхние итоги ах в сумме должны составить итог ах, полу­чившийся в сводке: О —)— 0 -f-1 —j— 3 =  4;

Ч

Э М П И Р И Ч Е С К И Е  ЛИНИИ Р Е Г Р Е С С И И 289сумма нижних итогов Ъх должна совпасть с итогом Ьх в сводке: 7 +  15 +  3 +  0 =  25,а сумма вспомогательных величин S x должна сойтись с той же величиной S x в сводке:— 7 — 15 — 2 +  3 =  — 21.Среднее же арифметическое М 0, полученное в сводке (для всех 20 вариант Vy), представляет собой „взвешенное" среднее из всех 4-х величин М,  вычисленных в отдельных частях расчетной решетки. Помножив каждое из этих частных средних (Мх, М 2 и т. д.) на численность соответ­ствующей группы вариант (для которой оно было вычислено), сложив все эти произведения и разделив эту сумму на общее число всех вариант я, мы получим , среднее арифметиче­ское М 0, найденное нами выше по данным контрольной сводки (т. е. в данном случае число 9,75):
6,25 -4  +  7,5 - 1 0 +  12,5.4 +  22,5- 2 _

М 0 — ' go
25 +  75 +  50 +  45 _  195 _  Q 

—  20 ,20 ’Нанеся (звездочками) все вычисленные нами средние арифметические: 6,25, 7,50, 12,50 и 22,50 на вычерченный уже ранее точечный график (см. черт. 111) и соединив эти звездочки отрезками прямых, мы и получим эмпирическую

Вариационная статистика, 19



2 S 0 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАлинию регрессии, соответствующую данным нашей корреля. ционной решетки (см. черт. 112).Наряду со средними арифметическими вариант V , соот­ветствующих определенным (постоянным) значениям V rt можно вычислить наоборот и ряд средних арифметических для отдельных групп вариант Vx, имеющих определенные (постоянные) значения V . Для этого в нашем примере при­дется обработать по способу сумм ряды частот р  по гори­зонтальным строчкам совершенно так же, как это мы сде­лали только что в применении к вертикальным столбцам. Чтобы облегчить запись частот р  из корреляционной ре­шетки в расчетную, перепишем заново наше задание, поме­няв в нем местами заголовки Vx и V  и соответствующим образом переставив во всех клетках частоты р.

р х  4  10 4  2

Новый порядок:

X  V v
+  X

5 10 15 20 25

8 1 1

6 1 1 1 1

4 6 3 1

2 3 1 1

Р у 10 5 2 2 1Составив по этим данным расчетную решетку из 5 частей (по 2 столбца в каждой) со сводкой из 3-х столбцов и при­няв, например, С  =  4, получим следующий расчет средних арифметических М  (при k =  2):
У *

=  5 v y =  10 Vy =  15 +  ==  20 Vy =  25 С в о д  к a:

V , р 1; p  1 1 P 1 P 3 P 2 P 8 2

8 ji !■ 1 1 1 1 2 2 2

6 1 li 1 1 1 1 1 1 2 0 1 4 6 —

4 6 —1 3 I  - 1 — 0 — 0 — 10 — —2 3 3 i 1 1 1 4 4 —

10 3| 5 | .1 2 0 2 0 1 0 20 4 0

$1 = — 2 5, = 0 5 ,= +  1 s , = -j-3 s , = +  2 5, =  +  4
м , = 3,60 M 2 =  4 M t = = 5 7 M 5 = 8 M =  4,40
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Проверка дает здесь следующие результаты:
а , :  1 +  1 +  1 + 3  +  2 =  8 
Ьг : 3 +  1 + °  +  0 +  °  =  4 5 , :  — 2 +  0 + 1 + 3  +  2 =  +  4

1Л 3,6 • 10 +  4 • 5 +  5 • 2 +  7 • 2 + 8  • 1
/И0 — 20 —

_  36 +  2 0 +  10 +  14 +  8 _  4 4П 20 *Эмпирическую линию регрессии, соответствующую этим значениям средних арифметических М, мы пометим на то­чечном графике, не меняя в нем положения осей координат, т. е. по прежнему откладывая варианты V  на вертикальной оси, а величину соответствующих средних арифметических М  отсчитывая по масштабу горизонтальной оси (см. черт. И З).Вычертив обе линии регрессии на одном общем чертеже

(без нанесения отдельных точек), получим следующую кар­тину наглядного их сопоставления (см. черт. 114).Первая из них, условно обозначенная символом Му, дает наглядное представление о характере изменения средних арифметических признака V v в зависимости от изменения числовых значений признака V x, а вторая (М х) — о характере изменения средних арифметических признака V , в связи с изменением признака Vy. Кривая M v обычно называется



2 9 2 ВАРИАЦИОННАЯ СТАТИСТИКАэмпирической линией регрессии у  на х  (или у  по х), а кри­вая М х — эмпирической линией регрессии х  на у  (или х по у).В данном случае при неполной корреляции между этими признаками (здесь г = -(-0 ,7 2 ) обе линии регрессии не со­впадают друг с другом. При г 1 они слились бы

в одну прямую, идущую наклонно от левого нижнего угла графика к правому верхнему его углу; при отсутствии кор­реляции (т. е. при г — 0) — обратились бы в две взаимно перпендикулярные прямые, идущие параллельно осям коор­динат (крестом), а при полной обратной корреляции (т. е. при г — — 1) — также слились бы в одну прямую линию, но наклон ее был бы противоположный (от левого верхнего угла графика к его правому нижнему углу).
XXVI. Криволинейная корреляция.Коэффициент корреляции г дает вполне точную характе­ристику связи двух признаков только лишь в том частном случае, когда обе эмпирические линии регрессии (у  по х  и 

х  по у) имеют форму прямых линий или во всяком случае не очень сильно искривлены. При большом же изгибе линий

КРИВОЛИНЕЙНАЯ КОРРЕЛЯЦИЯ 2 9 3регрессии коэффициент г уже теряет свое значение число­вого показателя корреляции и в самых крайних случаях кривизны этих линий может дать явно ошибочные (пре­уменьшенные) указания.Представим себе такой случай зависимости между при­знаками V  и V , при котором эмпирическая линия регрес­сии у  на х  имеет дугообразную форму (АВС) с подъемом в середине (В) этой кривой (см. черт. 115). Левый конец этой кривой (А) по своему положению на чертеже 115 ука­зывает на то, что малым значениям признака Vx (по гори­зонтальной оси) в среднем соответствуют также малые значения и признака V  (по вертикальной оси). На этом основании корреляция здесь должна быть признана прямой. Но правый конец ли­нии регрессии (С) сви­детельствует уже о противоположном ха­рактере этой зависи­мости, так как боль­шим значения признака 
] / х  здесь соответствуют черт, и5.не большие, а малыезначениям V . Это обстоятельство указывает уже на корреляцию обратного типа. Таким образом в данном случае мы имеем пример прямой и обратной корреляции одновременно, в результате чего коэффициент г может оказаться равным 0, что характеризует полное отсут. ствие какой бы то ни было зависимости между этими при­знаками. В действительности же здесь зависимость несо­мненно имеется, но носит несколько более сложный и необыч­ный характер, который и определяется формой заданной эмпирической линии регрессии АВС.В подобных случаях связь между двумя признаками удоб­нее всего характеризовать не коэффициентом корреляции г, а особым показателем т) (эта), носящим название „корре­ляционного отношения".Покажем способ вычисления корреляционного отноше­ния г) на числовых примерах, разобранных в предыдущей главе.


