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ВВЕДЕНИЕ

С усложнением межотраслевых связей в народном хозяйстве, формированием крупных народнохозяйственных комплексов возникает необходимость в принципиально новых методических решениях проблем взаимной увязки, сбалансированности и оптимизации функционирования системы народного хозяйства в целом и ее элементов. Побудительным мотивом к поиску новых методов системного отражения сложных взаимосвязей производства в планах и оперативном управлении явилось также ужесточение требований к повышению эффективности использования природных ресурсов.
Возможность предприятий самостоятельно принимать экономические и хозяйственные решения, определять перспективы развития и структуру производства вызывает необходимость применения экономико-математических методов и моделей в целом, и прежде всего они становятся важнейшим инструментом совершенствования хозяйственного механизма.
Данный курс лекций поможет студентам в изучении основных экономико-математических методов, системно обосновывать и ставить экономико-математическую задачу, приобрести профессиональные навыки подбора необходимой информации, овладеть методическими приемами конструирования конкретных экономико-математических моделей.
Р а з д е л  1. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ 

МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

ЭКОНОМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ

Лекция 1. Системы. Основные понятия
1.1. Определение системы

Специалист любого профиля и уровня – агроном, зооинженер, экономист – управляет теми или иными системами: производственными объектами, технологическими процессами, коллективами работников, предприятием и т. д. Совершенствование управления является важнейшим условием ускорения социального и экономического развития общества.

Управление общественным производством предполагает принятие и реализацию научно обоснованных решений, что связано с анализом предыдущего состояния системы, выявлением ее закономерностей, накоплением сведений о типах поведения системы при различных формах воздействия, прогнозированием ее в будущем. Знания о том, как поведет себя система в разных условиях, при различных формах управленческих воздействий, специалисты получают путем имитирования ее поведения на моделях. Модели позволяют воспроизводить поведение систем в очень широком диапазоне изменяющихся условий, включая и такие, которые в реальной действительности трудно наблюдать или которые сопряжены с большими затратами и риском. В результате «проигрывания» производственных ситуаций оказывается возможным исследовать большое число вариантов развития системы и выбрать наилучший с точки зрения достижения поставленных целей.

Таким образом, эффективное управление предполагает:

1) рассмотрение объекта как некоторой целостной системы, функционирующей в определенной среде;

2) обеспечение достаточной информацией об основных характеристиках системы, прежде всего, закономерностях ее поведения в различных условиях;

3) разработку моделей, представляющих собой отображение наиболее важных свойств реальных систем в соответствующей информационной системе;

4) определение стратегии развития управляемой системы, исходя  из цели ее функционирования – достижения наилучших конечных результатов;

5) обоснование эффективности достижения поставленной цели, т. е. выбор критериев оценки качества вариантов развития системы по принципу оптимальности;

6) принятие управленческих решений на основе исследования поведения модели путем «проигрывания» различных производственных ситуаций при изменяющихся условиях с учетом технических, технологических, хозяйственных, экономических, социальных и случайных факторов;

7) реализацию решений в управлении реальной системой и анализ реакции этой системы на управленческие воздействия.

Затем цикл повторяется с дальнейшей конкретизацией целей и характера управленческих воздействий.

Итак, эффективное управление в методологическом отношении включает такие основополагающие категории, как система, информация, модель, цель, оптимальность, критерий, эффективность, управленческие решения.

Термин «система» стал общеупотребительным. Мы говорим: «система машин», «система севооборотов», «система счетов бухгалтерского учета», «система взглядов», «система правил», «экономическая система» и т. д. В кибернетике, в современной теории системного анализа система рассматривается как одна из фундаментальных общеметодологических категорий.

В первом приближении любая система – это совокупность (множество) элементов: система машин состоит из отдельных машин, севообороты включают отдельные поля и т. д. Но не всякое множество образует систему. Это не механический набор, а совокупность взаимосвязанных и взаимодействующих элементов. Так, поля севооборота взаимосвязаны определенным чередованием культур с учетом последействия предшественников, машины в системе взаимодействуют по основным параметрам. Кроме того, предполагается наличие целенаправленного взаимодействия как свойства отношений между элементами исследуемого множества. В этом случае можно сказать, что система способна реализовать определенную функцию. Важной особенностью систем является наличие в них информационных процессов управления.

Следует подчеркнуть относительность понятий «элемент системы» и «система». Какая-либо система может служить элементом другой, более обширной (более высокого порядка) системы. Так, тракторная бригада, рассматриваемая как система, является элементом более крупной системы определения сельскохозяйственного предприятия. Определение, в свою очередь, входит в систему «сельскохозяйственное предприятие». Таким образом, системы низшего порядка последовательно агрегируются в системы более высокого порядка. Дезагрегирование системы показывает, что каждый ее элемент может снова рассматриваться как система, состоящая из элементов нижнего уровня. Так, элементами биологической системы «растение» являются отдельные органы, которые, в свою очередь, состоят из тканей. Ткани как системы состоят из клеток, которые могут быть дифференцированы на субклеточные структуры и т. д. В принципе, процесс деления (так же как и процесс последовательного агрегирования) бесконечен. Но можно определить первичный элемент, дальнейшее дробление которого невозможно без потери основного свойства (качества) данной системы. Предел деления системы на элементы (как и предел агрегирования, укрупнения элементов в системы) определяется конкретной задачей, в связи с которой система исследуется.

Элементы системы взаимодействуют между собой несколько иначе, чем с другими окружающими их элементами, т. е. система обладает особой связанностью, которая обусловливает ее обособление. Все, что к ней не относится, называется внешней средой.

Итак, системой называется относительно обособленная и упорядоченная совокупность обладающих особой связанностью и целесообразно взаимодействующих элементов, способных реализовать определенные функции.

Более глубокое определение системы связано не только с рассмотрением элементов и отношений между ними, но и с рассмотрением це​ли ее функционирования, процессов управления. Определение системы с учетом сказанного связано с более высоким уровнем обобщения понятия. Действительно, цель функционирования системы определяется отношением к ней исследователя. В зави​симости от конкретной задачи система может рассматриваться с разных точек зрения, т. е. осмыслить систему можно лишь как объект исследования. Так, если целью исследования является изучение производительности труда в тракторной бригаде, то в качестве элементов системы правомерно рассматривать агрегаты, например, на пахоте, уборке и т. д. Если же исследуется надежность узлов и механизмов в процессе эксплуатации тракторного парка в данной бригаде, то в качестве элементов системы могут рассматриваться отдельные детали, узлы, механизмы. В зависимости от цели исследования один и тот же объект может рассматриваться как элемент разных систем.
Например, та же система «тракторная бригада» может исследоваться как система машин, предназначенная для получения совокупного тягового усилия (инженерный подход), система средств производства с точки зрения эффективности использования, износа, амортизации     и т. д. (экономический подход), система организации производственных процессов при выполнении некоторых видов работ (организационный подход). Систему «совхоз» можно рассматривать как экономическую, социальную, техническую, систему отраслей и т. д.
Итак, понятие системы неправомерно ограничивать только материальными объектами. Более глубокое содержание системы как научной категории связано с распространением этого понятия на абстрактно-логические построения, такие как системы понятий, экономико-математических методов, знаковые и т. д.
Определение системы, описание ее содержания как понятия, таким образом, связываются с целью исследования и предполагают наличие не только исследуемой системы как объекта, но и исследователя с конкретной задачей как субъекта. Возникает вопрос: не привносится ли при таком подходе момент субъективизма в определение объективной научной категории.
Система как научная категория строится на единстве трех моментов:

1) система как объект наблюдения;

2) субъект как исследователь;

3) цель исследования, обусловливающая определение границ исследуемой системы и аспекта, в котором она рассматривается.

Представление об объектах и процессах как о системах – это способ научной абстракции, и в зависимости от степени обобщения определение системы может быть дано на разных уровнях:

1) множество взаимосвязанных и взаимодействующих элементов;

2) методическое средство в подходе к решению каких-либо задач;

3) философская категория познания.

1.2. Системные свойства

Системный анализ связан, прежде всего, с исследованием системных свойств объектов управления. Поэтому и в моделировании изучение этих свойств приобретает основополагающее значение.
Важнейшим и определяющим свойством системы является ее целостность, которая обусловливается взаимодействием элементов системы в соответствии с целью ее функционирования. Система как целое характеризуется множеством свойств. Некоторые из них можно вывести из анализа особенностей отдельных элементов. Но целое всегда обладает и качественно иными свойствами. Важнейшее свойство системы состоит именно в проявлении качественно новых характеристик, не присущих ее первичным элементам.
Общесистемные качества имеются во всех достаточно больших и сложных системах. Лес обладает свойствами, отличными от свойств отдельных деревьев, поведение толпы не является суммой поведения отдельных лиц и т. д. Системные свойства играют огромную роль в планировании и управлении производством. Так, сельскохозяйственное предприятие как система характеризуется показателями, отражающими ее своеобразие, свойства. Но исчерпывающая характеристика отрасли в целом не может быть получена путем механической сводки показателей предприятий. Отрасль как система более высокого порядка обладает новыми, не присущими предприятиям свойствами, которые должны получить отражение в новой системе показателей.
Под связностью системы понимают особый характер взаимосвязей между ее элементами. Именно связность является основой вычленения системы как целого, обособленного из окружающей среды. Свойство связности проявляется в форме упорядоченности отношений между элементами, определенной внутренней структуры. При этом понятие структуры должно рассматриваться как вторичное – как отношение между элементами системы. Эффективность функционирования систем существенно зависит от их структуры.
К свойству связности тесно примыкает понятие разнообразия системы. Степень разнообразия зависит от числа элементов системы, возможных состояний каждого элемента и вероятности этих состояний. Максимальное разнообразие соответствует случаю, когда поведение каждого элемента не зависит от другого, т. е. элементы не взаимосвязаны, обладают максимальной степенью свободы. Число независимых характеристик называют числом степеней свободы. В силу наличия взаимодействия и взаимосвязей между элементами любой системы число степеней свободы ограничено. Целенаправленное функционирование системы возможно лишь благодаря ограничению разнообразия элементов. Такое ограничение лежит в основе управления системой.
Каждой системе свойственна определенная степень сложности, зависящая от ее величины (числа элементов, образующих систему), степени разветвленности внутренней структуры, характера функционирования (одноцелевое или многоцелевое). Так, по числу элементов, внутренней структуре и выполняемым функциям тракторная бригада является менее сложной системой, чем отделение совхоза. Научно-технический прогресс в сельском хозяйстве сопровождается нарастанием сложности.
Управление производством требует соответствующей организации. Благодаря совершенствованию структуры и организованности повышается управляемость системы. Свойство организованности проявляется в изменении соотношения между нарастающей сложностью и совершенствованием структуры.

Связность, структура и организованность являются важнейшими характеристиками, определяющими понятия управления и управляемости систем.
1.3. Система и внешняя среда. Понятие о входных

 и выходных величинах

Определение системы означает ее распознание, выделение из окружающей среды как целого, относительно самостоятельного и обособленного, способного реализовать некоторую целевую функцию с рассматриваемой исследователем точки зрения. Поскольку любая система существует в некоторой среде, между ними осуществляется взаимодействие. Так, система «молочный комплекс» испытывает влияние таких факторов внешней среды, как состояние кормовой базы, наличие квалифицированной рабочей силы, уровень цен на комбикорма, основные средства производства и т. д. В свою очередь, комплекс оказывает влияние на среду, изменяя ее, потребляя рабочую силу, средства производства, природные ресурсы, поставляя продукцию и т. д. (рис. 1).

Среда оказывает определенное воздействие на систему через соответствующие элементы, которые называются входами системы, а факторы внешней среды, осуществляющие эти воздействия, называются входными величинами.
Система, в свою очередь, оказывает влияние на среду через определенные элементы, образующие выход системы. Факторы воздействия системы на среду определяются как выходные величины.
Отдельные производственные процессы можно рассматривать с точки зрения теории систем. Так, при уборке зерновых для уборочного агрегата входными величинами являются урожай на корню, топливо, смазочные и вспомогательные материалы, труд механизаторов; на выходе системы получаем ряд результативных величин: убранные гектары, намолоченное зерно и солома, экономические показатели работы агрегата.

Рис. 1. Система и среда

Входные величины как внешние воздействия называют импульсами, а выходные как результаты воздействия – реакцией на соответствующие импульсы. Когда в модели воспроизводится взаимодействие системы и среды, поведение системы описывают с помощью некоторого конечного числа входных и выходных величин, т. е. системой характеристик (на входе – 
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). Эти характеристики изменяются во времени и их целесообразно рассматривать как переменные системы.
Величины, значения которых в пределах данного исследования остаются неизменными, принято называть параметрами системы.
Факторы внешней среды представляют собой независимые переменные (обозначаются вектором х), а реакции системы – функции (вектор у). Формализованное выражение входа и выхода системы через переменные позволяет математически описать процесс исследования ее поведения, рассматривая выходные величины как функции от входных: 
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 Например, урожайность есть некоторая функция от доз внесения удобрений, объем намолоченного за день зерна – функция урожайности и скорости движения агрегата, прирост органической массы зеленого растения – функция фотосинтетически активной радиации солнца и т. д.
Система испытывает влияние бесконечного многообразия факторов внешней среды и соответственно может реагировать на них столь же многообразно. В реальной деятельности рассмотрение всех без исключения воздействий и реакций невозможно, т. е. перебор всех возможных переменных системы неосуществим. Обычно задача исследования заключается в рассмотрении того или иного конкретного аспекта явления, характеризующегося ограниченным набором переменных. В этом смысле система представляет собой совокупность наиболее существенных переменных, освещающих данное явление с исследуемой точки зрения. Так, для экономиста совхоза наиболее существенными переменными конкретного работника служат квалификация, стаж работы, образование и т. д., а с точки зрения врача более существенны такие переменные, как возраст, вес, частота пульса, артериальное давление и др.
Определение системы как комплекса существенных переменных служит основой математического моделирования ее поведения. Исследование системы предполагает определение ее элементов, выражение их в виде переменных, выбор наиболее существенных из них, исходя из цели исследования, нахождение меняющихся значений переменных, выделение параметров.
Глубина исследования системы зависит от степени детализации переменных на входе и выходе (разрешающий уровень). Минимальным является разрешающий уровень, когда наблюдатель различает лишь один вход и один выход, хотя предполагается, что в данной системе имеют место разнообразные импульсы и реакции. Например, рассматривая функцию зависимости урожайности от доз удобрений, экономист может ограничиться лишь одной входной величиной – «общая доза минеральных удобрений в ц д. в. в расчете на 1 га посева», тем самым агрегируя все факторы минерального питания растений в одной характеристике. Соответственно выходной величиной послужит показатель общего прироста урожая. При более глубоких биологических исследованиях на входе системы в качестве переменных могут рассматриваться конкретные формы усвояемого азота, фосфора, калия, микроэлементов и другие факторы, соответственно на выходе могут различаться реакции растений в виде изменения листовой поверхности, форм ветвления, интенсивности процессов фотосинтеза, роста, развития и т. д.
1.4. Классификация систем

Элементы, образующие систему, могут быть самыми различными по природе. Совокупность множества материальных объектов представляет собой физическую систему. По специфике составляющих элементов можно различать знаковые системы, системы понятий, взглядов, правил и т. д.
Одни из названных систем являются естественными, образовавшимися без участия человека, другие – искусственными.
По характеру взаимодействия со средой различают открытые и замкнутые системы. В открытой системе происходит непрерывный обмен энергией, веществом, информацией с внешней средой. В замкнутой системе элементы взаимодействуют только между собой и не связаны с внешней средой. Строго говоря, таких систем быть не может. Любые системы подвергаются воздействию среды и сами влияют на нее. Но иногда в методических целях полезно абстрагироваться от несущественных с позиций данной задачи взаимодействий системы со средой и рассматривать ее как замкнутую, например, только в информационном отношении. Так, электронно-вычислительная машина, выполняющая в автоматическом режиме расчеты по заданной программе, представляет собой информационно замкнутую систему.

Системы различают по характеру причинной обусловленности событий в процессе взаимодействия элементов. Если в процессе взаимодействий последовательность событий в цепи «причина – следствие» однозначна, системы называют детерминированными. Связи в них носят жесткий, функциональный характер. Поведение таких систем в любой момент времени предсказуемо. С точки зрения процессов управления такие системы не представляют интереса. Следует иметь в виду, что в реальной действительности строго детерминированные системы встречаются редко, это понятие относительно. Даже в самых простых детерминированных системах могут произойти случайные сбои.
Чаще всего встречаются вероятностные системы, последовательность событий в которых строго не детерминирована, носит вероятностный характер. Прогнозы о поведении таких систем формируют, используя термины теории вероятности. Например: «с вероятностью 0,95 можно утверждать, что прирост урожайности в расчете на 1 ц минеральных удобрений в данном хозяйстве в условиях данного года составит (2,5±0,4) ц». В этой формулировке вероятность 0,95 характеризует степень достоверности вывода (в пяти случаях из ста поведение системы может выйти за пределы 2,1–2,9 ц). Величина ±0,4 характеризует ошибку прогноза при заданной вероятности.
Выше было отмечено, что системы различаются числом элементов, степенью разветвленности структуры, разнообразием, т. е. сложностью. По степени сложности системы принято делить на простые, сложные, очень сложные.
Простыми называют системы, состоящие из небольшого числа элементов, с несложными взаимосвязями и неразветвленной внутренней структурой, предназначенные для выполнения эле​ментарных функций. Исследование и описание таких систем являются достаточно легкими (селекторная связь между двумя абонентами, чередование культур в севообороте и т. д.).
Система называется сложной, если число элементов в ней значительно, структура взаимосвязей и взаимодействий носит разветвленный характер, выполняемые функции разнообразны. В то же время, несмотря на сложность структуры и функций, система поддается описанию (например, сельскохозяйственное предприятие).
Очень сложными принято называть системы, сущность взаимосвязей которых не вполне понятна, недостаточно изучена. Исчерпывающее описание структуры и поведения таких систем при данном уровне знаний не представляется возможным (общество, экономика, мозг, вселенная).
В кибернетике, где предметом исследования являются процессы управления, нет необходимости рассматривать все возможные признаки классификации систем. Основная классификация систем осуществляется путем комбинирования двух признаков: сложности и характера причинной обусловленности поведения. Границы такой классификации достаточно условны. Жестких критериев дифференциации систем по сложности нет. Условность и относительность классификации состоят еще и в том, что иногда термин «сложная система» рассматривается не как элемент классификации, а как метод исследования при решении многоцелевых задач. Например, при обосновании выбора места для размещения откормочного комплекса приходится рассматривать одновременно несколько несравнимых аспектов: состояние кормовой базы, ресурсы рабочей силы, возможности поставки молодняка, технологию производства, размер капиталовложений, обеспечение водой, состояние охраны окружающей среды и т. д. Задача включает разнородные подзадачи, которые должны быть вычленены и изучены. Под сложной системой в данном случае понимают метод разложения проблемы на составные части по специальным аспектам. Решение состоит в отыскании области пересечения рассматриваемых аспектов.
Другой метод исследования основан на использовании поня​тия «большая система». Термин «большая система» не означает, что системы делятся на большие и малые. Подразумевается методический подход, используемый при анализе систем, когда невозможно охватить их в целом, поскольку они необозримы либо в пространстве, либо во времени, и поэтому исследуются по частям (а не по аспектам, как в сложной системе).
Таким образом, понятия «сложная система» и «большая система» с методической точки зрения представляют собой два способа разложения на подсистемы: в первом случае расчленя​ется задача исследования, а во втором – объект исследования.

1.5. Структура систем

Для сложных систем, рассматриваемых в кибернетике, ха​рактерны иерархические (многоуровневые) структуры. Принимая любой элемент системы в качестве отправного уровня, его можно рассматривать как подсистему вышестоящего уровня и в то же время как систему, включающую подсистемы нижестоящего уровня. Уровни иерархии могут различаться по признакам: организационному (определение субординации при решении управленческих задач), тому или иному аспекту деятельности системы (уровни связи по технологии производства, движению материальных потоков), способу расчленения сложной проблемы на иерархию более простых задач, временным интервалам и т. д. В каждом из названных случаев образуются многоуровневые или горизонтальные иерархические структуры. 

Иерархические структуры широко распространены и носят универсальный характер. Наличие многоуровневой иерархической структуры обеспечивает системе высокую надежность функционирования благодаря возможности создания элементной избыточности. Экономичность системы обеспечивается благодаря рациональной дифференциации энергетических, материальных и информационных потоков по уровням, целесообразной увязке и сочетанию локальных и общих интересов для организации оптимального режима функционирования системы. Иерархические структуры широко используются в системах управления производством.
Эффективность функционирования системы в значительной мере зависит от ее структуры, формы связей в иерархии, поэто​му одной из важных задач кибернетики является изучение закономерностей в иерархических структурах.

1.6. Динамические системы
Наибольший интерес с точки зрения управления представляют закономерности поведения сложных динамических систем, в которых переход из одного состояния в другое совершается не мгновенно, а в течение некоторого времени, т. е. процесс перехода можно наблюдать и описать.
Последовательное изменение состояний системы называется движением. Движение системы в широком смысле включает любое изменение во времени. Оно описывается значениями переменных в последовательные моменты времени. Если состояние системы в момент времени 
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. Например, в годовом отчете совхоза приводится стоимость основных производственных фондов, поголовье животных, число тракторов, работников и т. д. Эти показатели представляют собой переменные системы. Значения переменных, определенные на некоторый момент времени, характеризуют статическое состояние системы. Например, наличие тракторов, комбайнов и сельскохозяйственных машин в годовом отчете показывается по состоянию на 1 января следующего за отчетным года. Движение системы может характеризоваться путем сопоставления одноименных показателей в динамике за ряд лет.
Переход системы из одного состояния в другое обычно совершается по некоторому закону, строгое описание которого называют оператором. Переменная, подвергающаяся влиянию оператора, называется операндом, а новое значение переменной – образом. Так, под воздействием труда и средств производства исходное сырье или природный материал превращаются в продукцию.
Описание состояния системы и ее движения осуществляется различными способами: словесно, табличным, матричным, графическим. Иногда удается найти обобщенное математическое выражение, описывающее закономерность движения системы в аналитической форме. Переменные, характеризующие состояние системы, можно представить в виде координат в пространстве. Такое пространство, в котором каждому состоянию системы соответствует определенная точка, называется пространством состояний системы.
Область пространства, в которой реально может находиться точка, изображающая состояние системы, называется областью допустимых состояний. Эта область включает всевозможные траектории системы.
В процессе движения системы один и тот же оператор обычно оказывает воздействие на множество операндов. Например, известкование почвы оказывает влияние не только на кислотность почвенного раствора, но и на микрофлору, механический состав, поглотительную способность и т. д.; дополнительные капитальные вложения оказывают воздействие на обеспеченность основными фондами, вооруженность труда, занятость рабочей силы, сезонность производства, рентабельность и другие переменные предприятия. Новые значения перечисленных переменных образуют множество образов. Оператором приходится избирать сложную и не всегда достаточно изученную закономерность изменения множества переменных.
Переход множества операндов в множество образов под воздействием некоторого оператора называется преобразованием. Оно может быть однозначным, взаимно однозначным, однозначным односторонне и неоднозначным.
В процессе движения системы имеет место преобразование входных величин в выходные. Иначе говоря, импульсам на входе системы 
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 соответствуют реакции на выходе системы 
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В производственных системах для нас наибольший интерес представляют процессы преобразования входных ресурсов в выходные результаты. С точки зрения задач управления часто важно не само состояние системы, а характер зависимости ее выхода от входных величин, представление этой зависимости в виде некоторой функции 
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, где х – аргументы, у – результирующий признак (функция). Саму систему в данном смысле можно рассматривать как некоторый преобразователь. С этой точки зрения производство есть преобразователь ресурсов (природных, основных и оборотных средств, труда         и т. д.) в производимую продукцию. Этот подход вплотную подводит нас к понятию модели. Рассматривая любую систему как некоторый преобразователь, ее поведение можно изучить путем анализа входных и выходных величин. При этом о поведении системы делается вывод только на основе исследования импульсов и реакций без учета внутренней структуры и протекающих в ней процессов. Такой способ изучения поведения системы получил название «черного ящика». Метод используется чаще всего в тех случаях, когда либо внутренняя структура исследуемой системы очень сложна и имеет многоуровневую иерархию, а системные свойства в целом невозможно вывести из свойств отдельных подсистем, либо внутренние свойства системы вовсе неизвестны, либо поведение реальной системы исследуется на ее аналоге, имеющем иную внутреннюю структуру. Оказывая на вход системы разнообразные воздействия, исследователь изучает ее реакции на выходе. Этот метод дает возможность предсказать поведение системы при любых импульсах.
Важно подчеркнуть, что одинаковым поведением могут обладать системы, имеющие совершенно разную структуру. Это открывает возможность изучать поведение менее доступных систем на более доступных и простых по структуре моделях. Этот принцип лег в основу широко используемого в кибернетике метода – моделирования. Процесс моделирования заключается в том, что реальное явление и его аналог рассматриваются как два «черных ящика», между входами и выходами которых существует однозначное соответствие. Это значит, что вход второго «черного ящика» может быть однозначно преобразован во вход первого и соответственно выход второго может однозначно преобразовываться в выход первого. Это явление получило название изоморфизма. Изоморфными относительно друг друга являются записи чисел на перфокартах, перфолентах, магнитных лентах, поскольку они тождественны по структуре и содержанию.
Следует иметь в виду, что явление всегда богаче, разносто​роннее, чем модель, на которой исследуются лишь наиболее существенные переменные реальной системы. Так, в экономико-математической модели оптимизации производства учитываются только основные условия хозяйства. По модели невозможно во всех деталях создать заново моделируемый объект, хотя в са​мом существенном их поведение тождественно. Каждому со​стоянию реальной системы однозначно соответствует опреде​ленное состояние модели. Но в модели отражаются лишь суще​ственные переменные, а в реальной системе переменных значительно больше. Поэтому состояние реальной системы не может однозначно определяться данным состоянием модели. Следовательно, в моделировании мы имеем случай соответствия, однозначного лишь в одну сторону, называемого гомоморфизмом. В предельном случае гомоморфизм становится изоморфизмом. В кибернетике используются гомоморфные модели. Так, экономико-математическая модель является гомоморфной моделью какого-либо экономического процесса.

1.7. Экономические системы. Особенности производственных

 систем. Система управления

Экономическая система является функциональной подсистемой общества, в которой осуществляются производство, распределение, обмен и потребление материальных благ. Она необычайно сложна по составу элементов и структуре – включает разнообразные технические, биологические, производственные и другие системы, которые сами по себе также очень сложны. Отличительной особенностью экономической системы является участие в ней человека как пользователя и ресурса труда, носителя и преобразователя информации. В то же время человек стоит над экономической системой, определяя цель ее функционирования.
Связи между элементами экономической системы чрезвычайно многообразны, поскольку охватывают все процессы производства, обмена, распределения и потребления материальных благ.
В производственной подсистеме экономической системы осуществляется производство материальных благ – собственно преобразование энергии и вещества природы в продукцию для общественного потребления. Процесс производства, включающий цепочку технологических преобразований от природного сырья до готового продукта, все более усложняется в связи с развитием производительных сил под влиянием научно-технического прогресса. Вовлечение новых природных ресурсов, создание новых типов средств производства, изготовление новых видов продуктов обусловливают рост количественных характеристик производства как системы. В силу углубления общественного и технологического разделения труда производственно-технологические связи все более усложняются, соответственно расширяется информация об этих процессах.
Предметом изучения производственных систем являются закономерности управления производством на основе исследования системных свойств. Особенности производственных систем в кибернетике рассматриваются с точки зрения процессов управления и возможности их автоматизации.
Эти особенности заключаются, прежде всего, в следующем:

1) масштабы производства как управляемой системы несравненно больше, чем любой управляемой технической системы;

2) производство как система постоянно совершенствуется, и управление им включает управление процессами совершенствования;

3) в связи с научно-техническим прогрессом и развитием производительных сил изменяются параметры системы, что обусловливает необходимость исследования новых закономерностей развития производства и их использования в управлении;

4) с усложнением производства повышаются требования к методам сбора, накопления, перерабсаки информации, ее дифференциации по уровням иерархии с учетом существенности с точки зрения принятия управленческих решений;

5) участие человека в производстве как неотъемлемой части производительных сил общества обусловливает необходимость учета комплекса социальных, биологических, экологических и других факторов;

6) участие в сельскохозяйственном производстве биологических систем как средств производства, их существенная зависимость от случайных природных факторов обусловливают вероятностный характер многих производственных процессов, что необходимо учитывать в управлении производством.

Многие социальные факторы, оказывающие значительное влияние на производство, также имеют стохастический характер. Формирование потребностей общества хотя и определяется производством, все же испытывает влияние и случайных факторов (статистический характер изменения спроса на некоторые продукты, миграционных процессов и т. д.). Производство функционирует в условиях неопределенности среды и представляет собой очень сложную вероятностную динамическую систему.
Внутреннее состояние экономической системы характеризуется ее потенциальными возможностями, которые описываются с помощью показателей (численность рабочей силы, ее квалификация, масса основных и оборотных средств, их качественные характеристики и т. д.).
Входными величинами производственных систем служат материальные ресурсы (природные, средства производства), трудовые ресурсы, капиталовложения, информационные ресурсы (сведения о ценах, технологии и др.). Выходными величинами являются объем произведенной продукции, размер прибыли, экономическая информация и т. д.
Производственная система функционирует в экономической среде. Внешней средой являются все связанные с данной производственной системой экономические объекты и природная среда.
Для производственных систем характерна динамичность. В управлении ими вопросы устойчивости, оптимизации режимов поведения на основе экономико-математических методов имеют чрезвычайно важное значение. В настоящее время разрабатывается теория оптимального функционирования народного хозяйства как единой экономической системы.
В структурном отношении экономическая система имеет многоаспектный характер. Материальное производство представляет собой многоуровневую иерархическую структуру с разветвленными вертикальными и горизонтальными связями.
Различаются следующие виды структур в экономической системе: функционально-отраслевая; продуктовая; территориально-производст-венная; организационно-управленческая; социально-экономическая. Между структурообразующими элементами производственно-техноло-гической системы осуществляются материальные, энергетические и информационные связи, которые исследуются путем разработки межотраслевых балансов производства и распределения продукции.
Иерархический характер структуры не ограничивается пространственной градацией по вертикали и горизонтали, имеет также временной аспект. Иерархия по времени характеризуется наличием некоторого периода между моментом принятия реше​ния и его исполнением.
Рассматривая социально-экономический аспект структуры, следует отметить, что в процессе воспроизводства материальных благ воспроизводятся и определенные отношения собственности.
Существенной особенностью экономической системы является наличие инфраструктуры. В экономике под инфраструктурой понимают совокупность отраслей и видов деятельности, обслуживающих как производственную, так и непроизводственную сферы экономики и создающих условия для эффективного функционирования экономики в целом, развития производитель​ных сил общества. Развитие инфраструктуры является важным условием повышения эффективности общественного производства. Основные подсистемы инфраструктуры аналогичны структуре экономической системы.
В экономической кибернетике рассматриваются не любые системы, а только определенный их класс, называемый «управляемые системы». Особенностью управляемых систем является способность изменять поведение под влиянием управляющих воздействий. Свойство управляемости присуще объектам самой различной природы (техническим, биологическим, экономическим и т. д.). Конкретные особенности этих систем, зависящие от их природы, не являются предметом нашего рассмотрения. Представляют интерес общие закономерности изменения их поведения под влиянием различных управляющих воздействий. Объектом исследования является абстрактная кибернетическая система, при рассмотрении которой мы не принимаем во внимание материальные и энергетические взаимосвязи ее со средой. Нас интересуют только информационные потоки, а материальные и энергетические потоки выступают лишь как их носители.

Такой подход позволяет вычленить и исследовать специфические процессы управления, протекающие в системе.
Система управления имеет особую структуру. В простейшем случае она состоит из двух подсистем – управляющей и управ​ляемой. Они соединены каналами связи. С точки зрения управления системой важным является рассмотрение информационных процессов. Управляющая подсистема в зависимости от цели оказывает определенные воздействия на вход управляемого объекта. Линия, по которой осуществляется это воздействие, называется каналом прямой связи.
Под влиянием управляющих воздействий исходное состояние управляемой подсистемы преобразовывается. Цель управ​ляющих воздейст-вий – перевести систему в желаемое состояние, а если речь идет об управлении поведением системы – добиться соответствия движения управляемого объекта по некоторой траектории его функциям. В этом смысле управление есть процесс, ведущий к достижению некоторой цели, т. е. заставляющий систему выполнять определенную программу.
Управляемый объект испытывает влияние неконтролируемых управляющей подсистемой случайных воздействий среды. В связи с этим выходные величины могут отклоняться от требуемых значений. Если не знать об этом, фактическое поведение системы очень скоро отклонится от заданной траектории настолько, что достижение цели управления станет невозможным. Поэтому очень важно, чтобы информация о выходных величинах (или о величине их отклонений от заданных) систематически поступала в управляемую подсистему, т. е. необходим канал связи, соединяющий выход системы с входом. Эта линия называется линией обратной связи, а информационное воздействие выхода на вход – обратной связью. Благодаря наличию обратной связи создается возможность постоянно сопоставлять выходные величины с требуемыми значениями и в зависимости от величины отклонений принимать управленческие решения. При этом, естественно, управляющая подсистема должна учитывать не только отклонения выходных величин от заданных, но также принимать во внимание изменения условий внешней среды и оценивать возможное влияние этих изменений на поведение управляемого объекта.
Лекция 2. ЗАДАЧИ ИНФОРМАЦИОННОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ УПРАВЛЕНИЯ
В управлении сложными производственными системами существенное значение имеют информационные процессы. Управленческие решения принимают на основе информации об управляемой системе. При этом производственная система адекватно отображается моделью соответствующей информационной системы. Поэтому процесс управления всегда связан с организацией информационного обеспечения, включающей сбор, хранение, обработку и использование информации о состоянии и движении управляемой системы. Научно обоснованное решение этих вопросов основывается на современной теории информации. Классическая теория информации сформировалась на основе фундаментальных исследований Н. Винера, К. Шеннона, А. Н. Колмогорова, А. Я. Хинчина, А. А. Харкевича и др. Она опирается на результаты исследований математической статистики, термодинамики, теории вероятностей; новый импульс она получила в связи с развитием общей теории систем, системного анализа, теории управления и автоматического регулирования. С отделением и формированием кибернетики как науки об общих законах управления теория информации стала рассматриваться в качестве отдельного раздела этой науки. Современные представления об информации связаны также с системным анализом в экономике.
Предмет теории информации – закономерности формирования, передачи, хранения и преобразования информации в системах управления. Важнейшими ее задачами являются: разработка методологии исследования информационных процессов в системах управления; исследование закономерностей передачи, хранения, преобразования информации; построение систем информационного обеспечения управления производством.
Естественно, решение этих задач имеет специфические особенности в зависимости от природы конкретных управляемых систем.
Информационное обеспечение управления является неотъемлемой частью обеспечивающих подсистем автоматизированной системы плановых расчетов (АСПР) и отраслевых автоматизированных систем управления (ОАСУ).

Под АСУ отрасли понимают систему, обеспечивающую автоматизацию процессов сбора, хранения, систематизации и обработки информации в целях оптимизации управления. Структура АСУ отображает иерархический характер АПК, его отраслей и предназначается для комплексной автоматизации функций управления деятельностью всех его подсистем для обеспечения наилучшего использования природных, материальных, трудовых, финансовых, технологических и информационных ресурсов и максимизации конечных результатов комплекса.
Отраслевая автоматизированная система управления состоит из двух типов подсистем: функциональных и обеспечивающих.
Функциональные подсистемы, в свою очередь, включают подсистемы управления общим развитием комплекса и его отраслями на основе оптимального планирования и прогнозирования учета и отчетности, экономического анализа, оперативного управления. Перечисленные подсистемы имеют внутреннюю структуру и включают комплекс задач, соответствующих принятию управленческих решений.
Комплекс задач планирования, прогнозирования, учета, анализа, оперативного управления дифференцируется по уровням и объектам управления, процессам и сферам деятельности (растениеводство, животноводство, материально-техническое обеспечение, капитальное строительство, транспорт, реализация продукции, подготовка кадров   и т. д.). Следовательно, функциональная часть ОАСУ совмещает два аспекта структуры – позадачный и пообъектный.
Обеспечивающая часть отраслевой автоматизированной системы управления включает информационное, математическое, программное и техническое обеспечение. Конкретные требования к обеспечивающим подсистемам формулируются при составлении технического задания на разработку автоматизированной системы управления отраслью.
Эффективность систем управления в определяющей степени зависит от качества информационного обеспечения. Подсистема информационного обеспечения включает единую систему технико-экономичес-ких показателей, системы документации, классификаций и кодирования технико-экономической информации, информационные и алгоритмические языковые средства и массивы информации, используемые в системе управления.
К системе информационного обеспечения предъявляются следующие требования:
– достаточность информации для решения функциональных задач управления;
– информационная совместимость различных задач, уровней управления, совместимость с внешними системами, взаимодействующими с данной системой;
– гибкость и возможность развития системы информационного обеспечения с учетом изменений в системе управления;
– возможность реализации принципов «безбумажной технологии» при одноразовом вводе и многократном использовании информации, минимальном дублировании ее в хранимых и обрабатываемых массивах и др.
Информационные массивы формируются в виде системы иерархически организованных банков данных в соответствии со структурой организации функциональных подсистем. При этом должны соблюдаться единые методологические требования к построению, методам представления и обработки информации.
Функционирование автоматизированных систем управления возможно лишь на основе системы экономико-математических моделей. Применительно к сельскому хозяйству принципы построения интегрированной системы экономико-математических моделей были разработаны Р. Г. Кравченко и Э. Н. Крылатых.
Принцип методологического и методического единства означает общность подходов к построению моделей разных уровней и объектов и единство требований к их информационному обеспечению, что предполагает унификацию плановых документов, системы показателей, наличие единых классификаторов и кодификаторов, единство и совместимость математического, программного и технического обеспечения. Из этого принципа следует принцип соответствия и адаптации, отражающий требование адекватности моделей разных уровней соответствующим уровням управления системой воспроизводства в отрасли. При этом сама система моделей и соответствующее информационное обеспечение должны быть способны адаптироваться к изменяющимся организационным формам производства и управления им.
К принципу соответствия и адаптации непосредственно примыкает принцип необходимого разнообразия моделей и методов, используемых в планировании и управлении. Процессы воспроизводства чрезвычайно разнообразны, и для их информационного отображения необходимо соответствующее разнообразие моделей, использующих широкий спектр математических методов (балансовые, сетевые, игровые, оптимизационные, имитационные, методы математической статистики, математического программирования и др.).
В процессе моделирования реализуется принцип взаимного дополнения моделей и их увязки в системе. Модели, используемые в системе, различаются по функциональному назначению.

Можно выделить модели, предназначенные для обоснования исходной информации управленческих задач – прогнозирования урожайности, продуктивности животных, оценки тенденций некоторых качественных показателей производства (себестоимость продукции, производительность труда и т. д.). Другая группа моделей используется для решения оптимизационных задач, различных балансовых расчетов для обоснования и принятия управленческих решений. Третья группа используется для дополнительных и вспомогательных расчетов. Все эти модели должны быть увязаны в единую систему логически, алгоритмически и информационно.
Система моделей в целом ориентируется на формирование конечных выходных показателей, отражающих результаты оптимального функционирования отрасли.
Принцип относительной автономности отражает возможность вычленения из общей системы относительно обособленных локальных подсистем обработки информации на базе соответствующей локальной подсистемы моделей. В дальнейшем агрегирование таких подсистем в единую систему обеспечивается благодаря реализации принципа методологического, методического, информационного единства.
Принцип развития предполагает возможность постоянного совершенствования системы моделей и их информационного обеспечения с учетом динамики самой системы управления.
В настоящее время разработаны общие концепции создания Единой системы информационно-вычислительного обеспечения управления агропромышленным комплексом страны (ЕС ИВОУ АПК).
Р а з д е л  2. ЭКОНОМЕТРИКА И ЕЕ МЕСТО 
СРЕДИ ЭКОНОМИЧЕСКИХ ДИСЦИПЛИН

Лекция 1. Предмет и структура эконометрики 

Эконометрика – быстроразвивающаяся отрасль науки, цель которой состоит в том, чтобы придать количественные меры экономическим отношениям.

Термин «эконометрика» был впервые введен бухгалтером Цьемпой (Австро-Венгрия, 1910 г.). Цьемпа считал, что если к данным бухгалтерского учета применить методы алгебры и геометрии, то будет получено новое, более глубокое представление о результатах хозяйственной деятельности.

Слово «эконометрика» представляет собой комбинацию двух слов: «экономика» и «метрика».

Советский ученый Вайнштейн считал, что название настоящей науки основывается на греческом слове «метрия» (геометрия, планиметрия и т. д.), соответственно по аналогии – эконометрия.

Эта наука возникла в результате взаимодействия и объединения в особый «сплав» трех компаний: экономической теории, статистических и математических методов. Впоследствии к ним присоединилось развитие вычислительной техники, как условие развития эконометрики.

Ученый Фриш дал следующее определение эконометрике: «Эконометрика – это не то же самое, что экономическая статистика, она не идентична и тому, что мы называем экономической теорией, хотя значительная часть этой теории носит количественный характер. Эконометрика не является синонимом приложений математики и экономики. Каждая из этих отправных точек – статистика, экономическая теория и математика – необходимое, но не достаточное условие для понимания количественных соотношений в современной экономической жизни. Это – единство всех трех составляющих. И это единство образует эконометрику».

Существует много различных определений. Известный эконометрист Цви Гриллихес писал: «Эконометрика является одновременно нашим телескопом и нашим микроскопом для изучения окружающего эконометрического мира».

Таким образом, эконометрика – это наука, которая дает количественное выражение взаимосвязей экономических явлений и процессов.

1.1. Сведения об истории возникновения эконометрики

Каждая наука проходит сложный путь зарождения и выделения в самостоятельную область знания. Эконометрика не исключение. Рассмотрим ступени ее формирования.
Первая ступень. Первоначальные попытки количественных исследований в экономике относятся к XVII в. (политические арифметики). Ученые Петти, Кинг систематически использовали цифры и факты в своих исследованиях и прежде всего в расчете национального дохода. Одним из первых был сформулирован «закон Кинга», в котором на основе соотношения между урожаем зерновых и ценами на зерно была выявлена закономерность спроса.

Исследователям хотелось достичь в экономике того, что Ньютон достиг в физике.

Вторая ступень. Статистическая теория получает свое развитие в трудах Гальтона, Пирсона и др. Здесь уже появляются первые парные корреляции при изучении связей между уровнем бедности и формами помощи бедным.

Параллельно происходило развитие неоклассической теории, но она была слишком удалена от действительности. Для ее практического значения требовалось количественное выражение базовых понятий «эластичность спроса», «предельная полезность».

Третья ступень. Происходит анализ макроэкономических проблем на основе временных рядов таких показателей, как, например, валютные курсы. Это явилось важным шагом в подготовке развития эконометрики. Ученые признают, что первой книгой, которую можно назвать эконометрической, является книга ученого Муро «Законы заработной платы» (1869). Он стремился показать, что сложные математические построения, наполненные фактическими данными, могли составить основу социальной стратегии.

Четвертая ступень. В 1956 г. итальянский ученый Бенини применяет метод множественной регрессии для оценки функции спроса.

Значительной вехой в формировании эконометрики явилось построение эконометрических барометров. Успех имел гарвардский барометр. 

Идея эконометрических барометров заключалась в следующем: в динамике различных элементов экономики существуют такие показатели, которые в своих изменениях идут впереди других, а потому могут служить предвестниками последних. 
Пятая ступень. Эконометрические барометры быстро утратили свою значимость, после чего основным методом макроэкономического анализа становится метод «затраты – выпуск» В. В. Леоньева.
Шестая ступень. В этот же период делаются эконометрические построения с использованием методов гармонического анализа. В основе его лежит теорема Фурве, согласно которой всякая периодическая функция, произвольно данная в некотором промежутке, может быть разложена на ряд простых гармонических колебаний и в конечном счете представлена тригонометрическим рядом.

После этого сложились предпосылки для выделения эконометрики в отдельную науку. Стало ясно, что специалисты, занимающиеся развитием эконометрической науки, должны использовать в той или иной степени математику и статистику.

Седьмая ступень. В 1930 г. по инициативе Фишера и других ученых на заседании Американской ассоциации развития науки было создано эконометрическое общество, на котором норвежский ученый Фриш дал новой науке название «эконометрика». Уже в 1950 г. под редакцией Фриша стал издаваться журнал «Эконометрика», который и сейчас играет важную роль в развитии эконометрической науки. Вплоть до 1970 г. ХХ в. Фриш определяет соотношение между теорией и данными наблюдениями следующим образом: теория, абстрактно формулирующая количественные соотношения, должна быть проверена множеством наблюдений.

Свежие статистические данные и другие факты призваны предостеречь теорию от опасного догматизма.

Все изменилось в 70-е гг. В макроэкономике возникли противоречия между кейнсианцами, монетаристами и марксистами. Экономическая теория потеряла свое решающее значение. 

Другим важным событием стало появление компьютеров с высоким быстродействием и мощной оперативной памятью.

В настоящее время эконометрика располагает огромным разнообразием типов моделей – от больших макроэкономических, включающих несколько сот, а иногда и тысяч уравнений, до малых, предназначенных для решения специфических проблем.

1.2. Особенности эконометрического метода и экономических 
данных 

Становление и развитие эконометрического метода происходит на основе высшей статистики – на методах парной и множественной корреляции и регрессии, выделения тренда.

Большое внимание в эконометрике уделяется проблеме данных – методам работы при наличии данных с пропусками, влиянию агрегирования данных на эконометрические измерения.

Информация может отсутствовать по единицам совокупности и быть только на уровне более крупных единиц (например, не по отдельным организациям, а по организациям администрации района). При агрегировании данных существует опасность искажения результатов измерения, добавляется эффект автокорреляции – происходит погашение случайной компоненты.

Для анализа экономических данных могут применяться все разделы прикладной статистики, а именно:

– статистика случайных величин;

– многомерный статистический анализ;

– статистика временных рядов и случайных процессов;

– статистика объектов нечисловой природы, в том числе статистика интервальных данных.
В эконометрике решаются задачи описания данных (в том числе усреднения), оценивания, проверки гипотез, восстановления зависимостей, классификация объектов и признаков, прогнозирования, принятия статистических решений и др.

Однако в некоторых отношениях экономические данные отличаются от технических или астрономических, и эти отличия необходимо учитывать при выборе методов анализа конкретных экономических данных.

Многие экономические показатели неотрицательны. Значит, их следует описывать неотрицательными случайными величинами. А вот нормальные распределения принципиально не подходят, поскольку для них вероятность отрицательных значений всегда положительна.

Экономические процессы развиваются во времени, поэтому большое место в эконометрике занимают вопросы анализа и прогнозирования временных рядов, в том числе многомерных. При этом в одних задачах больше внимания уделяют изучению трендов (средних значений, математических ожиданий), например, при анализе динамики цен. В других же важны отклонения от средней тенденции, например, при применении контрольных карт (карт Шухарта, кумулятивных сумм     и др.). Однако в целом спектральный анализ и выделение различных периодов и типов волн менее распространены, чем, скажем, в биометрике и медицине.

В экономике доля нечисловых данных существенно выше, чем в технике и технологии, соответственно больше применений для статистики объектов нечисловой природы (ниже разберем это утверждение подробнее).

Количество изучаемых объектов в экономическом исследовании часто ограничено в принципе, поэтому обоснование вероятностных моделей в ряде случаев затруднено. Уникальные объекты, например город Москву, трудно рассматривать как элемент выборки из генеральной совокупности с каким-то определенным распределением, поскольку подобное рассмотрение противоречит здравому смыслу. Вспоминается давняя обложка журнала «Крокодил», на которой изображены два хозяйственника с монетой в руках: «Если упадет орлом, будем строить завод, если решкой – не будем». Подобная рандомизация решений выглядит бессмысленной при принятии ровно одного решения, однако при контроле качества в массовом производстве такой подход оправдан.

Поэтому в эконометрике часто применяются детерминированные методы анализа данных, в отличие, например, от технических наук, в которых обычным является использование вероятностных моделей. Неопределенность приходится описывать не в терминах вероятностно-статистических моделей, а иными способами, например, в терминах теории нечеткости (fuzzy sets theory) или математики и статистики интервальных данных.

Есть два принципиально различных подхода к изучению поведения организаций и людей. Согласно первому из них вполне допустимо описывать действия человека в вероятностных терминах, например, считать его ответ на заданный вопрос случайной величиной. Сторонники второго подхода полагают, что поведение человека или организации является детерминированным, определяется теми или иными причинами, а случайность при анализе выборки возникает лишь из-за случайности при отборе лиц для опроса или предприятий для изучения. Если ответ на вопрос имеет вид «да» или «нет», то число ответов «да» при первом подходе, как известно, имеет биноминальное распределение, а при втором – гипергеометрическое. К счастью для эконометриков, при увеличении объема генеральной совокупности эти два распределения сближаются (если доля выборки в генеральной совокупности мала, например, меньше 10 %, то вместо гипергеометрического распределения можно использовать биноминальное). Так, при обоих подходах можно применять одни и те же эконометрические методы, не тратя сил на решение философского вопроса о детерминированности или случайности поведения экономического агента-человека или организации.

Итак, специфика эконометрики проявляется не в перечне применяемых для анализа конкретных экономических данных статистических методов, а в частоте использования тех или иных методов.

В теоретических и практических задачах экономики и менеджмента постоянно используются различные величины, обычно рассматриваемые как числовые, например, рыночная цена товара, прибыль предприятия, индекс инфляции, валовой внутренний продукт, чистая приведенная величина для потока платежей и т. д. При более тщательном анализе оказывается, что подобные величины не имеют определенного численного значения, они размыты, имеют нечисловой характер и описывать их следует с помощью нечисловых математических понятий, относящихся к тем или иным классам объектов нечисловой природы, таким как нечеткие множества, интервалы, распределения вероятностей и др.

Нечеткость в неявной форме присутствует и в натуральных показателях. Пусть, например, выпущена партия из 100 автомашин определенной марки. Нечеткость, связанная с этой партией, состоит в неопределенности реального срока службы автомашин, полезных и вредных эффектов от их эксплуатации. Для снятия этих неопределенностей необходимо, в частности, экономически оценить потери от гибели людей в автокатастрофах. Сколько стоит жизнь человека? При всем уважении к оценкам страховых компаний, сама постановка этого вопроса вызывает неловкость. Многие этические и религиозные учения исходят из бесценности человеческой жизни. Из-за принципиальной недопустимости выражения стоимости человеческой жизни в денежных единицах не получили распространения, в частности, методы статистического контроля качества, основанные на учете народнохозяйственного ущерба от пропуска дефектных изделий при контроле.

Более подробно рассмотрим проблемы управления инвестиционными процессами. Одна из них – проблема сравнения инвестиционных проектов. С чисто финансовой точки зрения такой проект – это финансовый поток (cash fiow), другими словами, поток платежей и поступлений, т. е. последовательность моментов времени, каждому из которых соответствует некоторая величина платежей (для определенности учитываем их со знаком «минус») или поступлений (учитываем со знаком «плюс»). Как оценивать такие потоки в целом, как их сравнивать? Из многих характеристик потоков платежей рассмотрим здесь две – чистую приведенную величину, называемую в отечественных публикациях также чистой текущей стоимостью или чистым дисконтированным доходом (есть и иные названия) и обозначаемую NPV (Net Present Value), и внутреннюю норму доходности, или прибыли IRR (Internal Rate of Return).

При определении NPV, как известно, для приведения величин платежей и поступлений к одному моменту времени используется постоянный дисконт-фактор. В реальности дисконт-фактор не является заранее известной функцией от времени и зависит от динамики как макроэкономических показателей – ставки рефинансирования Центрального банка РФ и индекса инфляции, так и микроэкономических – финансового положения инвестора, кредитной и депозитной ставок конкретного банка и др. Кроме того, размеры и моменты осуществления платежей и поступлений также могут быть известны лишь с некоторой точностью. Следовательно, как функция от неопределенных (размытых) величин такая характеристика инвестиционного проекта, как NPV, сама является неопределенной. Лишь частично эту неопределенность можно снять, рассматривая NPV как функцию одной независимой переменной – дисконт-фактора. Если все перечисленные неопределенности можно описать интервалами (т. е. задать границы «от» и «до»), то NPV также описывается интервалом, границы которого можно рассчитать с помощью подходов, развитых в статистике интервальных данных. В результате в ряде случаев становится невозможным сделать однозначный выбор при сравнении двух инвестиционных проектов по NPV. Дело в том, что сравнение чисел можно провести всегда, а сравнение интервалов – лишь тогда, когда они не пересекаются. 

При обосновании информации используются различные методы, основные из которых следующие:

а) данные технологических карт;

б) метод экстраполяции;

в) экспертные оценки;

г) корреляционные и оптимизационные модели и др.

Данные технологических карт позволяют получить информацию о значении нормативов урожайности, затрат труда, затрат на создание техники и ее эксплуатацию при определенных усредненных условиях. Недостатком метода является то, что он оторван от реальной ситуации. Технологические карты предполагают показатели часто идеальные, часто прогнозные и могут существенно отрываться от реальных в условиях определенных предприятий.

Метод экстраполяции предполагает перенесение сложившихся тенденций на перспективу. Например, по данным анализа выясним, что снижение среднегодовых рабочих в хозяйствах скотоводческо-льно-водческого типа составляет 1,46 %. Мы эту же тенденцию переносим на ближайшие 3–5 лет.

Существенное место в обосновании информации принадлежит экспертным оценкам. Ценность этих методов особенно возрастает в период преобразований, перехода от одних форм хозяйствования к другим. Поэтому в нынешних условиях при обосновании программ развития было бы правильно начинать обоснование программы с экспертных оценок. Они должны дать ответ на вопрос, в каком направлении осуществить развитие. Таким образом экспертные оценки позволяют обосновать стратегию развития.

В использовании экспертных оценок существует два подхода.

1. Оценка тенденции, направления развития осуществляется по совокупности факторов одной количественной величиной, чаще всего по 5-балльной системе.

Например: 5 – концепция полностью принимается;

4 – решение положительное, но есть элементы сомнения;

3 – решение положительное, но элементы сомнения усиливаются;

2 – решение отрицательное, хотя есть элементы «за»;

1 – решение отрицательное, элементы «за» невелики;

0 – категорически отклоняется.

Если по сумме баллов рассматриваемая концепция имеет 4,51–          5 баллов – концепция принимается как единственная и доминирующая; 3,51–4,50 – концепция преобладающая, однако есть параллельные, на которые следует обратить внимание и к рассмотрению которых следует быть готовыми; 2,51–3,50 – есть альтернативные концепции, заслуживающие внимания, которые должны получить развитие (например, районирование пород животных и сортов растений. Ни одна из пород не получит 4,5–5 баллов, и в связи с этим в каждой крупной зоне получает развитие несколько пород животных или сортов растений).

2. Использование экспертных оценок основано на том, что крупная концепция расчленяется на элементы и оценка важности отдельных элементов позволяет, во-первых, установить приоритет, т. е. очередность решения составляющих проблемы; во-вторых, дать положительную или отрицательную оценку проблемы в целом.

Методика предполагает ранжирование элементов проблемы. Число рангов зависит от числа показателей. Если проблема включает пять элементов, то самый важный элемент, по мнению эксперта, получает ранг или балл 5, и так до 1. С помощью специальных формул рассчитывается коэффициент согласованности оценок экспертов. Если выяснится, что он высок, т. е. отвечает критерию проверки, то проблема решается в очередности, вытекающей из суммы рангов по определенным элементам проблемы.

Гипотеза о важности отдельных положений, т. е. составляющих, и программы внедрения рыночных отношений подтверждается и является устойчивой.

1.3. Измерения в эконометрике

Поскольку понятие «эконометрика» включает экономические измерения, остановимся на этом вопросе более подробно. Измерения понимаются по-разному. 

Прежде всего, признаками измерения называют получение, сравнение и упорядочение информации.

Другое понимание измерения исходит из числового выражения результата, т. е. измерение трактуется как операция, в результате которой получается численное значение величины с обязательным наличием единицы измерения (эталона).

Все понятия измерения могут быть объединены на базе определенной шкалы измерения. Для определения шкалы необходимо дать название объекта или отождествить его с некоторым свойством (сельскохозяйственное предприятие, девушка сероглазая, легковой автомобиль и т. д.).

Если это требование оказывается единственным, то шкала называется номинальной.

Измерением в номинальной шкале можно считать любую классификацию, по которой класс получает числовое наименование (номер научной или учебной специальности).

Шкала, в которой порядок элементов по уровню проявления некоторого свойства существен, а количественное выражение несущественно, называется порядковой. Она допускает операции или измерения (равенства – неравенства, больше – меньше), например, при определении рейтинга того или иного кандидата, оценки силы землетрясений.

Кроме этого используются интервальные шкалы. Измерения в них более совершенны, чем в порядковых, поэтому дают возможность не только упорядочить объекты по количеству свойств, но и сравнить между собой разности количества, т. е. мы можем не только установить место его в ранжированном ряду, но и описать его отличие от других объектов (например, производительность труда, себестоимость, рентабельность, ликвидность и т. д.).

В случае если на шкале можно указать абсолютный нуль, это будет более высокий уровень измерения, а именно шкала отношений (например, х4 = 40К, ах2 = 2К). При измерении на такой шкале можно сказать, что х4  вдвое больше х2. 

Специфика экономических измерений состоит в наличии большого числа разнородных данных, разнородных ресурсов, разнородных результатов (например, товаров, услуг). Отсюда большое значение имеют стоимостные показатели (метрики), далеко не всегда отвечающие поставленным задачам. Это не исключает потребность в натуральных единицах измерения.

Количественная определенность функционирования экономики имеет объемные и структурные характеристики. Объемные определяют масштаб явления, структурные – его разнообразие, организацию и соподчиненность. Они дополняют друг друга. Так, измерение объема теневой экономики дает возможность уточнить валовой внутренний продукт (ВВП) и все производные показатели, а измерение ее удельного веса в ВВП позволяет судить о распространенности этого явления.

Экономические измерения осложняются сосуществованием характеристик, которые неизмеримы.

Нередко в экономических измерениях возникает задача отражения иерархии измерителей.

Экономику часто относят к «неточным» наукам, так как невозможно произвести измерение с малой погрешностью. Однако, даже имея это в виду, нельзя говорить о «неточных» и «точных» науках, так как нет таких наук, а есть неточные представления о точности.

Точность измерения – это его адекватность. Универсальные критерии точности отсутствуют. Критерий точности каждого вида измерения определяется в соответствии с целями этого измерения. Погрешности измерения не сводятся к арифметическим погрешностям.

Лекция 2. АЛГОРИТМ МЕТОДА ПОТЕНЦИАЛОВ

Метод потенциалов относится к числу специальных методов. Его использование ориентировано на решение таких задач, когда необходимо обосновать лучший вариант распределения ресурсов между потребителями.
Последовательное улучшение исходного решения является основой метода потенциалов или модифицированного распределительного метода.
Решить данную задачу возможно при наличии информации: о ресурсах, потребностях в ресурсах и оценочных коэффициентах или коэффициентах целевой функции.
При этом информация должна отвечать следующим требованиям:
а) все виды ресурсов должны измеряться в единых величинах
(физических или стоимостных);
б) наличие ресурсов и потребность в них должны быть уравнены;
в) процесс  перераспределения  ресурсов  должен  выражаться в натуральных или стоимостных оценках.
Целью решения задачи является нахождение минимума или максимума функции, т. е.
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где i, I0 – соответственно номер и множество поставщиков;

j, J0 – соответственно номер и множество потребителей; 
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– материально-денежные затраты (или доход) для использования единицы ресурса поставщика i потребителем j;

хij – объем ресурса поставщика i для потребителя j. 

Экстремум должен быть обеспечен при соблюдении приведенных ниже условий.
1. По использованию возможностей каждого из поставщиков
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где Аi – запасы поставщика i. 
Данное соотношение обозначает, что объем ресурсов, полученных потребителями от поставщика, будет равен запасам этих ресурсов у поставщика. Количество таких ограничений будет равно числу поставщиков (
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). Например, применительно к первому поставщику  (i = 1) ограничение может иметь вид х11 + х12 + х13 + ... + х1п = А1.
2. По удовлетворению запросов каждого из потребителей
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где Вj  – заказы потребителя j.
Соотношение обозначает, что объем ресурсов, полученных от разных поставщиков, будет равен заказу каждого из потребителей. Число таких ограничений будет равно количеству потребителей (
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3. По соотношению наличия ресурсов (возможности поставщиков) и потребности в них (заказов потребителей)
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Данное соотношение определяет тип задачи: открытый или закрытый. В первом случае наличие ресурсов не равно потребности в них, во втором – равно.
Решение предусматривает нахождение хij, т. е. объема ресурса i для потребителя j. При этом решение задачи может быть ориентировано как на минимум, так и на максимум.
Рассмотрим пример реализации алгоритма данного метода.

1. Возможности поставщиков ресурсов, т: А – 330, В – 592, С – 710, Д – 1240. Итого – 2872 т.

2. Заказы потребителей ресурсов, т: первый – 542, второй – 810, третий – 792, четвертый – 800. Итого – 2944 т.

3. Материально-денежные затраты на перевозку грузов (ресурсов) от поставщиков к потребителям представлены в табл. 1.

4. Переменные не должны быть отрицательными, т. е. хij > 0.
Т а б л и ц а  1. Материально-денежные затраты на перевозку 1 т грузов, у.е.
	Поставщики
	Потребители

	
	1-й
	2-й 
	3-й 
	4-й 

	А
	3,10 
	3,37 
	2,43 
	2,87 

	В
	2,95 
	2,64 
	2,96 
	3,97 

	С
	4,30 
	3,06 
	3,21 
	3,51 

	Д
	2,42 
	4,05 
	3,21 
	2,59 

	Фиктивный (Еф)
	0,00 
	0,00 
	0,00 
	0,00 


Поскольку наличие ресурсов (Ai), т. е. возможности поставщиков, не равно потребности в ресурсах, т. е. заказам потребителей (Вj), то задача является открытой. Преобразуем ее в закрытую задачу. Для этого вводим положительную величину, которая увели​чивает меньшее значение, т. е. наличие ресурсов (
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). Поскольку ресурсов недостает, то вводим пятый (недостающий) фиктивный ресурс (или поставщика Еф) с объемом, равным 72 т, Еф = 2944–2872. При этом материально-денежные затраты (
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) по перевозке недостающего груза от поставщика к потребителю i будут нулевыми. Всего поставщиков будет пять (i = 1, ..., 5), а потребителей – четыре (j = 1, ..., 4).
Для того чтобы не произошло смешивания информации, коэф​фициенты запишем в верхних правых углах клеток табл. 2.
Т а б л и ц а  2. Исходная информация для решения задачи
	Поставщики
	Потребители
	Наличие ресурсов, т

	
	1-й
	2-й
	3-й
	4-й
	

	А
	3,10

х11
	3,37

х12
	2,43

х13
	2,87

х14
	330

	В
	2,95

х21
	2,64
х22
	2,96
х23
	3,97

х24
	592

	С
	4,3

х31
	3,06

х32
	3,21

х33
	3,51

х34
	710

	Д
	2,42

х41
	4,05

х42
	3,21
х43
	2,59

х44
	1240

	Еф
	0

х51
	0
х52
	0
х53
	0

х54
	72

	Потребность в ресурсах, т
	542
	810
	792
	800
	2944


Решение задачи методом потенциалов предусматривает постепенное улучшение исходного плана (допустимого или опорного) до оптимального. При этом опорное решение можно получить способами северо-западного угла и предпочтительных оценок.
Рассмотрим способы получения опорного решения.
Способ северо-западного угла. Сущность его состоит в следующем. Задание по перевозкам (хij) начинаем распределять с верхней клетки слева, условно принятой за северо-западный угол (1; 1). В нее записываем число x11, равное меньшему из значений, стоящих в строке (330) и столбце (542), которые содержат эту клетку, т. е. записываем 330.        В этом случае ресурсы первого поставщика исчерпаны, но заказ первого заказчика не выполнен на 212 т (542 – 330). Чтобы удовлетворить этот заказ, рассматриваем возможности второго поставщика В (В = 592) и в клетку х21 запишем меньшее из значений для этой клетки (212 и 592), т. е. 212. Теперь заказ первого потребителя в количестве 542 т выполнен, однако возможности поставщика В недоиспользованы на 380 единиц (592 – 212). Их распределяем второму потребителю, начиная с клетки (2; 2). Для нее характерны следующие значения: в строке – оставшийся ресурс поставщика В (второго) – 380 т и заказ – 810 т (в соответствующем столбце). По тому же принципу план распределяем и дальше. Таким образом, получаем опорный план (табл. 3).
Т а б л и ц а  3. Опорный план задачи, определенный способом 

северо-западного угла
	Поставщики
	Потребители
	Наличие ресурсов, т 

	
	1-й
	2-й
	3-й
	4-й
	

	А
	3,10 

330
	3,37
	2,43
	2,87
	330

	В
	2,95

 212
	2,64 

380
	2,96
	3,97
	592

	С
	4,3
	3,06
430
	3,21 

280
	3,51
	710

	Д
	2,42
	4,05
	3,21 

512
	2,59
728
	1240

	Еф
	0
	0
	0
	0
72
	72

	Потребность в ресурсах, т
	542
	810
	792
	800
	2944


Недостаток способа северо-западного угла состоит в том, что при его использовании коэффициенты 
[image: image27.wmf]ij

l

 не учитываются. Это приводит к увеличению объема вычислений в процессе поиска оптимального плана.
Способ предпочтительных оценок. При использовании способа предпочтительных оценок учитываем следующее:
1) распределение плана осуществляем исходя из значений 
[image: image28.wmf]ij
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. Следует отметить, что при решении задачи на минимум лучшей будет клетка с меньшим значением 
[image: image29.wmf])
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, а на максимум – с большим (
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);
2) построение опорного плана начинаем со строки или столбца с наибольшим количеством запрещенных клеток (обозначаются такие клетки прочерком). В этой строке или столбце выбираем лучшую       (в соответствии с целью задачи) клетку и в нее записываем меньшее число (по наличию ресурса или потребности в нем в строке или столбце для этой клетки). Затем определяем следующую клетку и продолжаем этот процесс до тех пор, пока ресурсы поставщика не будут исчерпаны (в строке), а заказы потребителя – выполнены (в столбце);
3) если имеются нуль-строка или нуль-столбец, то при решении
задачи на минимум план записываем в ту нуль-клетку, для которой характерна большая по абсолютной величине разность между нулем и лучшим (в соответствии с целью задачи) значением целевой функции (0 – 
[image: image31.wmf]ij
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), стоящим в строке или столбце для этого нуля. При решении задачи на максимум за основу принимаем нуль с соответствующей меньшей разностью. В данном случае 
[image: image32.wmf]i
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l

= 0 (в строке для этого нуля стоят нулевые оценки). Таким образом, рассматриваем коэффициенты столбца (0; 2,42), затем (0; 2,64), (0; 2,43), (0; 2,59). Большая разность характерна для клетки к52 (0; 2,64). В нуль-клетку к52 записываем возможный план х52 = 72. При этом возможности поставщика Еф будут исчерпаны. В другом случае рассматривали бы клетку х54 (0; 2,59)        и т. д.;
4) после распределения плана в строках (столбцах) с запрещенными клетками и в нуль-строке (столбце) распределение плана выполняем по оставшимся клеткам, начиная с лучшей (с точки зрения достижения цели). В нашем примере такой клеткой будет клетка k41 при 
[image: image33.wmf]41
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= 2,42. В нее записываем 542 и, таким образом, заказ первого потребителя будет выполнен. Затем находим лучшую клетку из оставшихся и продолжаем этот процесс до полного распределения плана. Следующей лучшей клеткой будет клетка k13 при 
[image: image34.wmf]13
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 = 2,43. В нее заносим план, равный 330, и т. д. В результате получим опорный план (табл. 4).

Таким образом, использование способа северо-западного угла обеспечило нахождение опорного плана, т. е. решения, при котором ресурсы распределены, а заказы выполнены.
Затраты материально-денежных средств на выполнение плана, полученного данным способом, составят:
F = 330 × 3,10 + 212 × 2,95 + 380 × 2,64 + 430 × 3,06 +

+ 280 × 3,21 + 512 × 3,21 + 728 × 2,59 + 0 × 72 = 8376,15.
Т а б л и ц а  4. Опорный план, определенный способом предпочтительных оценок

	Поставщики
	Потребители
	Наличие ресурсов, т 

	
	1-й
	2-й
	3-й
	4-й
	

	А
	3,10
	3,37
	2,43 

330 
	2,87
	330

	В
	2,95
	2,64 

592 
	2,96
	3,97
	592

	С
	4,3
	3,06

 146 
	3,21 

462 
	3,51 

102 
	710

	Д
	2,42 

542 
	4,05
	3,21
	2,59

 698 
	1240

	Еф
	0
	0
72 
	0
	0
	72

	Потребность в ресурсах, т
	542
	810
	792
	800
	2944


Затраты материально-денежных средств на выполнение опор​ного плана, полученного способом предпочтительных оценок, составят:
F = 330 × 2,43 + 592 × 2,64 + 146 × 3,06 + 462 × 3,21 +

+ 102 × 3,51 + 542 × 2,42 + 698 × 2,59 + 72 × 0 = 7772,00.
Сравнение материально-денежных затрат на выполнение исходного плана, полученного способами северо-западного угла и предпочтительных оценок, свидетельствует о том, что второй план экономичнее, т. е. в большей степени приближается к оптимальному плану.
При построении опорного или исходного плана важно обеспечить соблюдение следующего правила: число заполненных клеток должно составлять сумму строк (т) и столбцов (п) без единицы (т + п – 1).     В нашем случае число строк равно пяти, столбцов – четырем. Следовательно, заполненных клеток должно быть восемь. В обоих случаях их количество равно восьми. В том случае, если число заполненных клеток меньше        т + п – 1, можно сделать следующее: а) поменять местами несколько строк или столбцов; б) поставить нуль в лучшую (с точки зрения достижения цели) из оставшихся пустых клеток. Следует помнить, что число заполненных клеток будет меньше т + п – 1, если какое-либо значение в строке «потребность в ресурсах» равно значению суммы или разности значений столбца «наличие ресурсов» (или наоборот).
Построенный опорный план необходимо проверять на оптимальность. Проверка включает два этапа.
1. Нахождение потенциалов (оценочных коэффициентов) для заполненных клеток, т. е. клеток, в которых записан план.

2. Проверка на потенциальность незаполненных клеток. Проверка состоит в том, чтобы выяснить, имеются ли свободные клетки для улучшения плана, т. е. уменьшения значения F (функции) при решении задачи на минимум или увеличения F при решении задачи на максимум. Рассмотрим содержание этапов.

Потенциалы для заполненных клеток определяем по формуле
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где 
[image: image38.wmf]j

v

 – потенциал столбца или потребителя j;

j = 1 – потенциал строки i или поставщика i, i = 1, ..., 5.
Поскольку в уравнении (1) имеется два неизвестных, то одному из них придаем произвольное значение, например и1 = 0. При этом за основу дальнейших расчетов принимаем опорный план, полученный способом предпочтительных оценок. В табл. 5 введем дополнительную строку (для обозначения потенциалов столбцов vj) и дополнительный столбец (для обозначения потенциалов строк иi).

Поскольку иi = 0, то по коэффициенту 2,43 (
[image: image39.wmf]13
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) занятой клетки k13 определим: 
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. Так как в строке u1 больше нет заполненных клеток, то берем вновь определенный потенциал v3 и на его основе (с учетом 
[image: image41.wmf]ij
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 заполненных клеток столбца v3) найдем новые потенциалы. В столбце v3 заполненной является клетка k33, для которой следует определить потенциал строки u3. Согласно формуле (3) 
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. Поскольку в столбце v3 больше заполненных клеток не имеется, то принимаем за основу найденное значение u3 = –0,78 и рассчитываем по данным заполненных клеток к34 и к32 потенциалы v4 и v2. Они соответственно равны: v4 = λ34 + и3 = 3,51 +  + (–0,78) = 2,73; v2 =λ32 + и3 = 3,06 + (–0,78) = 2,28. Таким образом, вычисления продолжаем до определения потенциалов для всех строк и столбцов. После этого проверяем возможность улучшения плана за счет незаполненных клеток, т. е. проверяем план на потенциальность. Решение будет оптимальным, если для незаполненных клеток выполняются условия:
при решении задачи на минимум
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при решении задачи на максимум
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Т а б л и ц а  5. Рабочая таблица оптимизации распределения ресурсов
 между потребителями
	Поставщики
	Потребители
	Ресурсы
	Потенциалы поставщиков, иi

	
	1-й
	2-й
	3-й
	4-й
	
	

	А
	3,10
	3,37
	2,43 
330
	2,87
	330
	и1
0

	В
	2,85
	2,64 
592
	2,96
	3,97
	592
	и2
–0,26

	С
	4,3
	+ 3,06 
146
	3,21 
462
	3,51 
102   –
	710
	и3
–0,78

	Д
	2,42 
542
	4,05
	3,21
	2,59
698
	1240
	и4
0,04

	Еф
	0
	0 
72  –
	0
	0 
+
	72
	и5 
2,28

	Потребность 
в ресурсах
	542
	810
	792
	800
	2944
	–

	Потенциалы потребителей, vj
	v1
2,56
	v2
2,28
	v3
2,43
	v4
2,73
	
	


В нашем случае проверяем незаполненные клетки по формуле (4). Нарушения будут иметь место, если для незаполненной клетки характерно неравенство 
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. При этом величина нарушения потенциальности (kij) составит: 
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Из табл. 5 следует, что нарушение характерно для клетки k54. Величиной нарушения потенциальности является kij, т. е. k54 = 2,73 –  2,28 –   – 0 = 0,45. С экономической точки зрения величина непотенциальности означает, на сколько денежных единиц изменится значение F (при решении задач на минимум F уменьшается, на максимум – возрастает), если в непотенциальную клетку вследствие перераспределения плана введем задание (хij), равное единице. Клетка с нарушением потенциальности становится основой для улучшения плана. Если же в результате проверки определено несколько нарушений, то при решении задач на минимум и максимум в качестве исходной для улучшения плана принимают клетку с наиболь​шим нарушением. Улучшение плана выполняем на основе цикла, который строится по приведенным ниже правилам.
1. Цикл начинают строить с непотенциальной клетки (и завершают также в ней) с наибольшим нарушением потенциальности (в случае, если за основу цикла принята клетка не с максимальным нарушением, то для получения оптимального плана потребуется построить больше циклов).
2. Вершины цикла проходят только по заполненным клеткам. При этом поворот линии цикла осуществляют только в занятых клетках и под углом 90°. Число вершин цикла в строке или столбце должно быть четным (если число заполненных клеток меньше чем т + п – 1, то в цикле могут получиться две и более незаполненные клетки). Решение в подобной ситуации возможно, если номер другой незаполненной клетки (кроме той, что послужила началом цикла, т. е. непотенциальной и с наибольшим нарушением), будет нечетным по отношению к начальной клетке цикла.
3. В непотенциальную клетку цикла ставится знак «плюс», в следующую – «минус» и так поочередно (если число заполненных клеток цикла меньше чем т + п – 1, то в другие клетки цикла, кроме начальной, ставится нуль). При этом необходимо, чтобы знак для данных нулевых клеток был положительным, что достигается, если номера этих клеток будут нечетными (принимая номер клетки начала цикла за 1).
В нашем случае непотенциальной клеткой является клетка к54. Она является началом цикла, который пройдет по клеткам k54 – k52 – k32 – k34. Проставляем знаки в вершинах цикла: k54 (+), k52 (–), k32 (+), k34 (–). По цепи цикла перемещаем меньшее число клетки со знаком «минус» (т. е. 72) и получаем новый план (табл. 6).
Материально-денежные затраты на выполнение плана составят:
F2 = 330 × 2,43 + 592 × 2,64 + 218 × 3,06 + 462 × 3,21 + 30 ×

× 3,51 + 542 × 2,42 + 698 × 2,59 + 72 × 0 = 7739,60.
Т а б л и ц а  6. Улучшенный план распределения ресурсов

	Поставщики
	Потребители
	Ресурсы
	Потенциалы поставщи​ков иi 

	
	1-й
	2-й
	3-й
	4-й
	
	

	А
	3,10
	3,37 
	2,43 
330 
	2,87
	330
	0

	В
	2,95
	2,64 
592 
	2,96
	3,97
	592
	–0,36

	С
	4,3
	3,06
218 
	3,21 
462 
	3,51 
30 
	710
	–0,78

	Д
	2,42 
542 
	4,05 
	3,21 
	2,59 
698 
	1240
	0,14

	Еф
	0 
	0 
	0 
	0
72 
	72
	2,73

	Потребность
в ресурсах
	542
	810
	792
	800
	2944
	–

	Потенциалы по​требителей Vj
	2,56
	2,28
	2,43
	2,73
	
	


Новый план вновь проверяем на потенциальность, т. е. опять выполняем расчеты двух этапов. И продолжаем эти расчеты до тех пор, пока в незаполненных клетках не будет нарушений. В нашем случае таких нарушений нет. Следовательно, F2 = Fmin = 7739,6 у.е. Значения F, следующие после первого, можно определять по упрощенной схеме по формуле
Fj+1 = Fj ± bj+1 + pj+1 ,
где Fj – значение функции, определенной по данным из предыдущей таблицы; 

bj+1 – величина непотенциальности клетки, положенной в основу цикла; 

pj+1 – значение плана, перемещаемое по циклу (знак «–» – при минимуме или знак «+» – при максимуме).
В нашем случае F1 = 7772,0 у.е., bj+1 = 0,45, pj+1 = 72. В результате имеем:
F2 = 7772,0 – 0,45 × 72 = 7739,6 у.е.
Оптимальная программа предусматривает удовлетворение потребности третьего потребителя за счет ресурсов первого поставщика (А), т. е. х13 = 330, потребности второго – за счет ресурсов второго поставщика (х22 = 592) и т. д. Значение х54, равное 72, означает, что при недостатке ресурсов поставщиков и критерии оптимальности, которым является минимум материально-денежных затрат, целесообразнее всего недовыполнять заказ четвертого потребителя.
Лекция 3. АЛГОРИТМ СИМПЛЕКСНОГО МЕТОДА

Симплексный метод является универсальным экономико-мате​матическим методом. Для его использования условия задачи необходимо представить в виде уравнений и неравенств, количественно описывающих особенности функционирования изучаемого объекта.
Существенным достоинством метода является его универсальность, т. е. возможность использования для решения любых задач, условия которых записаны в виде системы уравнений и неравенств. Наряду с этим симплекс-метод обладает тем достоинством, что при приближении полупространства, выражающего целевую функцию, к экстремальной крайней угловой точке, он позволяет пропускать целый ряд промежуточных крайних угловых точек.
Метод получил свое название из геометрической интерпретации ограничений задачи. Они позволяют получить многогранник решений или симплекс, крайняя угловая точка которого, будучи равна значениям переменных, превращает функцию в максимум или минимум.
Имеется несколько вариантов алгоритма симплекс-метода: обычный, m-метод (искусственного базиса) и др.
Рассмотрим вариант, позволяющий осуществлять наиболее прос-тые вычисления.
Алгоритм симплекс-метода включает несколько этапов:
1) подготовка информации (включает введение переменных и формирование ограничений);

2) преобразование ограничений и запись их в матрицу;

3) поиск опорного решения;

4) поиск оптимального решения.

К примеру, имеем следующую экономико-математическую задачу:
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Преобразование ограничений связано в первую очередь с превращением неравенств в уравнения. Если при этом ограничения приведены к типу «≤», то процедура вычислении значительно упрощается. Для этого ограничения типа «≥» умножим на (–1).
Превращение неравенств в уравнения связано с введением дополнительных переменных. В ограничениях типа «≤» дополнительные переменные обозначают величину недоиспользования ресурсов, в ограничениях типа «≥» – величину превышения ресурсов над минимумом потребности в них.
В уравнения дополнительные переменные не вводятся (или вводятся равными нулю):
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При этом всякое решение осуществляется из допущения, что
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Решение получаем поиском опорного и оптимального решений.

Опорное решение получим при значениях переменных, когда ограничения задачи выполняются. Признаком выполнения ограничений является отсутствие нуль-значений среди базисных переменных и отрицательных свободных членов.
При этом переменные, исходя из значений которых начинаем решение, будут базисными.
В первой симплексной таблице (табл. 7) такими базисными будут дополнительные переменные, т. е. вектор дополнительных переменных. Остальные переменные, обозначающие вектор-столбцы, будут небазисными. В табл. 7 небазисными будут основные переменные.
Т а б л и ц а  7. Симплексная таблица № 1
	Базисные

 переменные 
	Свободные члены
	Небазисные переменные

	
	
	х1
	х2
	х3
	…
	хn

	y1
	A1
	a11
	a12
	a13
	…
	a1n

	y2
	A2
	a21
	a22
	a23
	…
	a2n

	y3
	–A3
	–a31
	–a32
	–a33
	…
	–a3n

	……………………………………………………………………

	0
	Am
	am1
	am2
	am3
	…
	amn

	F
	0
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Если в столбце дополнительных переменных есть нуль, то это сви​детельствует об искаженности базиса, т. е. отсутствии опорного решения. Таким образом, полученная запись при хj = 0 свидетельствует о том, что базисное решение отсутствует по двум признакам, а именно:

– имеются отрицательные свободные члены;

– имеются нуль-значения среди базисных переменных.

Всю информацию при допущении, что хj = 0, заносим в таблицу; табл. 7 содержит т + 2 строк (где т – число строк ограничений) и п + 2 столбцов (где п – число небазисных переменных).
Коэффициенты целевой функции в табл. 7 записываются с противоположным знаком.
Нахождение опорного решения предполагает замену базисных переменных небазисными или поиск нового базиса. Чтобы исключить нуль с вектора базисных переменных, необходимо в нуль-строке найти такой коэффициент, от деления на который коэффициента Аm получим наименьшее положительное частное. Для этого вектор-столбец свободных членов делим на соответствующие коэффициенты столбцов х1, х2, х3, ..., хп. Допустим, что при делении на коэффициенты первого столбца, т. е. 
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. Это означает, что требование не выполняется. В другом случае (при 
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. Допустим, что при делении 
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 меньше всех других значений.
Тогда коэффициент атп можно принять за разрешающий.
Он указывает на то, что нуль-значение и коэффициент хп поменяются местами. Эта замена означает, что целевая функция (или полупространство F) переместилась параллельно самой себе и поэтому значение коэффициентов изменяется. Замена значений требует вычислений, которые всегда осуществляются по одним и тем же правилам.
Для записи формул, по которым определяются коэффициенты новой симплексной таблицы (табл. 8), введем условные обозначения, в частности, аij – коэффициент, стоящий в строке i и столбце j. При этом F-строка будет иметь значение i + 1, а столбец свободных членов j = 0.
Т а б л и ц а  8. Симплексная таблица № 2

	Базисные 

переменные 
	Свободные члены Bi
	Небазисные переменные

	
	
	х1
	х2
	х3
	0

	y1
	A/1
	a/11
	a/12
	a/13
	a/1n

	y2
	A/2
	a/21
	a/22
	a/23
	a/2n

	y3
	–A/3
	a/31
	–a/32
	a/33
	–a/3n

	……………………………………………………………..
	
	
	……………………………………………………………………

	xn
	A/m
	a/m1
	a/ m2
	a/m3
	a/mn

	F
	0
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Допустим, что коэффициент аrk – разрешающий, т. е. стоит в строке r и столбце k при 
[image: image70.wmf]j

k

  

i

r

Î

Î

,

. При делении значений столбца свободных членов на соответствующие коэффициенты столбца k частное от деления Аi на аrk было наименьшим.
Условимся, что коэффициент следующей таблицы будем обозначать со штрихом, т. е. 
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. Элементы новой симплексной таблицы рассчитаем по нижеприведенным правилам.
1. Новый коэффициент (вместо разрешающего) равен обратному от него, т. е. 
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2. Новые коэффициенты столбца разрешающего элемента равны коэффициентам предыдущей таблицы, деленным на разрешающий коэффициент с противоположным значением:
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т. е. в данном случае – 
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3. Новые коэффициенты строки разрешающего элемента равны коэффициентам предыдущей таблицы этой строки, деленным на разрешающий коэффициент:
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4. Остальные коэффициенты, не стоящие в строке и столбце разрешающего элемента, определяются по правилу прямоугольника, т. е. в числителе от произведения коэффициентов главной диагонали, среди которых находится разрешающий, вычитаем произведение побочной диагонали и результат делим на разрешающий коэффициент:
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или              
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Перебросив нуль-значения из базисных в небазисные, получим в         n-мерном пространстве т независимых векторов. Затем вычеркиваем нуль-столбец, который в дальнейших расчетах участия не принимает. Просматривая столбец свободных членов, находим среди них отрицательные члены. Чтобы получить опорное решение, превращаем отрицательные свободные члены в положительные. Для этого базисные переменные с отрицательными свободными членами необходимо перевести в небазисные. При этом делаем столько шагов (таблиц), сколько имеется отрицательных свободных членов. За основу принимаем любую строку с отрицательным свободным членом. Лучшим вариантом является та строка, среди коэффициентов которой имеется больше единиц или целых чисел. Иногда все свободные члены являются отрицательными и им соответствуют отрицательные коэффициенты в каком-то из столбцов. В этом случае опорное решение можно получить за один шаг, взяв в качестве разрешающего коэффициента отрицательный коэффициент, от деления на который получается наибольшее положительное частное. Таким образом, за один шаг все отрицательные свободные члены будут превращены в положительные.
С точки зрения геометрической интерпретации (выпуклых множеств) это будет означать, что из мнимого многогранника решений мы переместились на реальный многогранник, но находимся не в самой лучшей выпуклой угловой точке.
Чтобы найти разрешающий коэффициент, делим значения столбца свободных членов на соответствующие коэффициенты столбцов небазисных переменных.
Если 
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, то получим меньшее значение, чем от деления других частных 
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Допустим, что в данном случае частное 
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 меньше всех других. Следовательно, коэффициент (
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) является разрешающим.
Меняем местами x1 и у3, после чего проводим расчеты (табл. 9).
Т а б л и ц а  9. Симплексная таблица № 3

	Базисные переменные 
	Свободные члены 
	Небазисные переменные

	
	
	у3
	х2
	х3

	y1
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	……………………………………………………………………………………………
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В этой таблице содержится опорное решение. Оно получено при следующих значениях переменных:
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После того как было получено опорное решение (т. е. все ограничения выполняются), находим оптимальное, признаком которого является наличие положительных значений коэффициентов целевой функции при ее решении на максимум и отрицательных – на минимум.
Чтобы найти оптимальное решение, выбираем разрешающий столбец. Им будет тот, в F-строке которого стоит наибольшее по модулю отрицательное значение при решении задачи на максимум и наибольшее положительное – на минимум.

Допустим, что 
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. Следовательно, вектор-столбец 
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 является разрешающим. При этом разрешающим элементом является тот коэффициент, от деления свободного члена на который будет получено наименьшее положительное частное, т. е. 
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Допустим, что от деления 
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 было получено наименьшее положительное частное. Следовательно, х2 и х1 меняются местами, и мы находим новое решение по четырем правилам.
Вычисления будем продолжать до тех пор, пока в F-строке не получим положительные значения (при решении задачи на максимум) или отрицательные (при решении задачи на минимум).
Затем целесообразно проверить выполнение требований каждого из ограничений. Для этого переменные подставляются в каждое из ограничений. Если нарушения отсутствуют, то расчеты верны, если присутствуют – имеется ошибка в арифметических действиях.
Рассмотрим пример реализации данного алгоритма.
Пусть необходимо определить минимальный по стоимости (у.е.) состав рациона для головы крупного рогатого скота. Для содержания животного требуется не менее 30 ц к. ед., 3,17 ц переваримого протеина, от 7 до 12 ц концентратов, не менее 10 ц сена, не более 40 ц сенажа, не более 60 ц зеленого корма.
Неизвестными этой задачи является масса кормов, ц: х1 – кон​центраты; х2 – сено; х3 – сенаж; х4 – зеленый корм.
Составим систему уравнений и неравенств, а также целевую функцию, которые в совокупности будут отражать требования к рациону. Требования состоят в том, чтобы, во-первых, содержание питательных веществ в рационе было не менее установленного минимума, во-вторых, масса отдельных кормов не превышала допустимые пределы,      в-третьих, стоимость рациона была минимальной.
Следовательно, требуется найти массу отдельных кормов в рационе (х1, х2, х3, х4) при следующих условиях:

1) содержание кормовых единиц в рационе составляет не меньше минимума: 1,2х1 + 0,5х2 + 0,3х3 + 0,2х4 ≥ 31;
2) содержание перевариваемого протеина в рационе составляет не меньше минимума: 0,13х1 + 0,05х2 + 0,033х3 + 0,02х4 ≥ 3,17;
3) нижняя граница по массе концентратов х1 ≥ 7;
4) верхняя граница по массе концентратов х1 ≤ 12;
5) нижняя граница по массе сена х2 ≥ 10;
6) верхняя граница по массе сенажа х3 ≤ 40;
7) по массе зеленого корма  х4 ≤ 60.

Минимальная стоимость рациона выражается уравнением
F = 12x1 + 4,2x2 + 2,4x3 +1,2x4 → min.
Система неравенств задачи имеет следующий вид:

1) 1,2х1 + 0,5х2 + 0,3х3 + 0,2х4 ≥ 31;

2) 0,13х1 + 0,05х2 + 0,033х3 + 0,02х4 ≥ 3,17;

3) х1 ≥ 7;

4) х1 ≤ 12;                                                                                               (6)

5) х2 ≥ 10;

6) х3 ≤ 40;

7) х4 ≤ 60;

Fmin = 12х1 + 4,2х2 + 2,4x3 + 1,2x4.
Приводим все ограничения к типу «меньше – равно» (≤). Для этого ограничения типа «≥», т. е. 1, 2, 3, 5, умножаем на –1:
1) –1,2х1 – 0,5х2 – 0,3х0 – 0,2х4 ≤ –31;

2) –0,13х1 – 0,05х2 – 0,033х3 – 0,02х4 ≤ –3,17;

3) –х1 ≤ –7;

4) х1 ≤ 12;                                                                                               (7)

5) –х2 ≤ –10;

6) х3 ≤ 40;

7) х4 ≤ 60;

F = 12х1 + 4,2х2 + 2,4x3 + 1,2x4 → min.
Превращаем неравенства в уравнения. Для этого вводим допол​нительные переменные уi, где i – номер ограничения. При этом дополнительных переменных вводим столько же, сколько имеется ограничений типа «≤». В нашем случае вводим семь дополнительных переменных:
1) –1,2х1 – 0,5х2 – 0,3х3 – 0,2х4 + y1 = –31;

2) –0,13х1 – 0,05х2 – 0,033х3 – 0,02х4 + y2 = –3,17;

3) –х1 + y3 = –7;

4) х1 + y4 = 12;                                                                                        (8)

5) –х2 + y5 = –10;

6) х3 + y6 = 40;

7) х4 + y7 = 60;

F = 12х1 + 4,2х2 + 2,4x3 + 1,2x4 → min.
С экономической точки зрения дополнительные переменные обозначают величину недоиспользования ресурсов, если исходные ограничения имеют вид «меньше – равно» (≤), или величину превышения минимума, если исходные ограничения имеют вид «больше – равно» (≥).
К примеру, согласно системе неравенств (6) первое ограничение по содержанию кормовых единиц
1,2х1 + 0,5х2 + 0,3х3 + 0,2х4  ≥ 31
имеет вид «больше – равно». Допустим, что сумма произведений переменных левой части данного неравенства на коэффициенты по результатам решения равна 32. В этом случае 32 > 31. В ограничении системы неравенств (7) имеем –32 < –31. Тогда у1 в системе (8) равен 1, т. е. –32 + 1 = –31. Поскольку число 31 является минимальной нормой, а 32 – фактически полученной, то у1 = 1 есть величина превышения минимума содержания кормовых единиц.
Решение задачи включает два этапа: поиск опорного, т. е. допустимого, и оптимального решений.
Опорное решение получается при значениях переменных, которые, будучи подставленными в условия (ограничения) задачи, обеспечивают выполнение всех ее условий. Поиск опорного решения начинается с допущения, что искомые переменные (т. е. xj) равны нулю. В нашем случае x1, х2, х3, х4 = 0. Тогда, подставив эти значения в систему уравнений (8), получим: у1 = –31, у2 = 3,17, у3 = –7, у5 = –10, у6 = 40, у7 = 60, F = 0.

Признаком наличия опорного решения (т. е. выполнения условий при xi = 0) будут являться положительные свободные члены. При наличии хотя бы одного отрицательного свободного члена (или нуля) опорное решение будет отсутствовать. В нашем случае опорное решение отсутствует. Для его поиска сведем информацию в табл. 10.

Переменные столбца 1, исходя из значений которых начинается поиск оптимального решения, являются базисными. Базисные переменные в случае, когда искомые переменные х1, х2, х3, х4 равны нулю, будут равны свободным членам. Их значения заносятся в столбец 2. Остальные переменные (в нашем случае хj, т. е. х1, х2, х3, х4) являются небазисными. Они всегда равны нулю.
Т а б л и ц а  10. Симплексная таблица № 1
	Базисные переменные 
	Свободные члены Bi
	Небазисные переменные 
	Единичный базис 

	
	
	х1
	х2
	х3
	х4
	у1
	у2
	у3
	у4
	у5
	у6
	у7

	у1
	–31
	–1,2
	–0,5
	–0,3
	–0,3
	1
	
	
	
	
	
	

	у2
	–3,17
	–0,13
	–0,05
	–0,033
	–0,024
	
	1
	
	
	
	
	

	у3
	–7
	
	
	
	
	
	
	1
	
	
	
	

	у4
	12
	1
	
	
	
	
	
	
	1
	
	
	

	у5
	–10
	
	–1
	
	
	
	
	
	
	1
	
	

	у6
	40
	
	
	1
	
	
	
	
	
	
	1
	

	у7
	60
	
	
	
	1
	
	
	
	
	
	
	1

	Fmin
	0
	–12
	–4,2
	–2,4
	–1,2
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0


На пересечении базисных и небазисных переменных записываем коэффициенты системы уравнений (8), т. е. в клетку k11 = –1,2; k12 =       = –0,5 и т. д. При записи коэффициентов F-строки (т. е. целевой функции) их знаки меняем на противоположные.
Находим опорное решение. Для этого необходимо, чтобы в процессе преобразований отрицательные свободные члены стали положительными, а нули в числе базисных переменных были перемещены в небазисные. При этом для упрощения расчетов и уменьшения размерности матрицы исключим столбцы единичного базиса, т. е. 
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Методика определения опорного решения предполагает следующее. Среди отрицательных свободных членов 
[image: image116.wmf]i
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 выбирается любой (для упрощения расчетов, особенно когда они выполняются вручную, следует начать решение с отрицательного свободного члена, в строке которого стоят единицы). Допустим, был выбран свободный член      В3 = –7. Затем в строке данного отрицательного свободного члена находим первый отрицательный коэффициент. Им будет 
[image: image117.wmf]31

a
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= –1. Делим все свободные члены на соответствующие коэффициенты столбца, в котором мы выбрали отрицательный элемент, т. е. делим значения столбца свободных членов на соответствующие коэффициенты столбца х1 (при этом соответствующими будем считать коэффициенты, стоящие в одной и той же строке). В нашем случае
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Коэффициент F-строки и столбца x1, равный –12, принадлежит целевой строке и в расчетах по поиску разрешающего элемента не участвует.
В случае, если частное от деления на выбранный отрицательный элемент получится наименьшим по сравнению с другими частными, то этот отрицательный коэффициент станет разрешающим элементом.       В нашем случае от деления на коэффициент 
[image: image122.wmf]31
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= –1 получено частное 7,0, которое меньше 25,8; 24,4 и 12,0. Следовательно, элемент 
[image: image123.wmf]31
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= –1 будет разрешающим.
Разрешающий элемент показывает ту небазисную переменную, которая заменит базисную. В нашем случае базисная переменная у3 заменит небазисную переменную х1. С экономической точки зрения введение х1 в число базисных переменных означает, что переменная вошла в решение, т. е. получит не нулевое значение.
Иногда частное от деления на отрицательный элемент не является самым меньшим. Например, пусть от деления свободных членов на коэффициенты вектор-столбца x1 получены значения 25,8; 6,8; 7,0; 12,0. Тогда 7 не будет меньшим положительным числом и, следовательно, коэффициент 
[image: image124.wmf]31

a
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= –1 нельзя принимать в качестве разрешающего элемента. В этом случае поступаем следующим образом.
В строке отрицательного свободного члена находим следующий отрицательный элемент и делим свободные члены на соответствующие коэффициенты этого столбца, т. е. столбца с новым отрицательным элементом. Если частное от деления на новый отрицательный коэффициент будет меньшим положительным числом по сравнению с другими, то этот коэффициент примем за разрешающий. Если частное не является наименьшим положительным, то ищем третий отрицательный коэффициент в строке отрицательного свободного члена или производим те же вычисления в строке другого отрицательного свободного члена до тех пор, пока не найдем разрешающий коэффициент. После нахождения разрешающего элемента производим преобразование, т. е. приступаем к заполнению следующей симплексной таблицы (табл. 11). Преобразование выполняем по изложенным ранее правилам.
1. Новый коэффициент вместо разрешающего равен единице, деленной на разрешающий; 
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 – новый коэффициент вместо разрешающего;
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 – разрешающий элемент, стоящий в строке r и столбце k при 
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Разрешающий элемент обводим кружком.
Т а б л и ц а  11. Симплексная таблица № 2
	Базисные 
переменные 
	Свободные члены 
[image: image132.wmf]i

A


	Небазисные переменные

	
	
	y3
	х2
	x3
	x4

	y1 
	–22,6
	–1,2
	–0,5
	–0,3
	–0,2

	y2 
	–2,26
	–0,13
	–0,05
	–0,033
	–0,02

	x1
	7
	–1
	0
	0
	0

	y4 
	5
	1
	0
	0
	0

	y5
	–10
	0
	
	0
	0

	y6 
	40
	0
	0
	1
	0

	y7
	60
	0
	0
	0
	1

	F min
	84
	–12
	–4,2
	–2,4
	–1,2


2. Новые коэффициенты строки разрешающего элемента 
[image: image133.wmf]rj
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 равны предыдущим коэффициентам 
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, деленным на разрешающий. В нашем случае 
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3. Новые коэффициенты столбца разрешающего элемента 
[image: image136.wmf]ik

a

 равны предыдущим коэффициентам, деленным на разрешающий элемент с противоположным знаком.
В нашем случае
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4. Новые коэффициенты, не стоящие в строке и столбце разрешающего элемента (
[image: image140.wmf]ij

a

), равны частному от деления разности произведения коэффициентов главной и побочной диагоналей на разрешающий элемент.
Например, чтобы найти новый коэффициент вместо 
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 = 12, строим прямоугольник, главная диагональ которого составлена коэффициентом 
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 = 12 и разрешающим элементом 
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Аналогично определяем новый коэффициент вместо 
[image: image151.wmf]0
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= 0. Прямоугольник для него включает 
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В табл. 11 опорное решение отсутствует, так как три свободных члена имеют отрицательные значения.
По изложенным выше правилам ищем разрешающий элемент в строке отрицательного свободного члена у5. Этим элементом будет 
[image: image156.wmf]52

a

= –1, так как при делении свободных членов на соответствующие коэффициенты столбца х2 наименьшее положительное частное получено при делении на коэффициент 
[image: image157.wmf]52
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По данным правилам делаем преобразования, т. е. находим новые коэффициенты симплексной таблицы № 2. При этом базисную переменную у5 поменяем местами с небазисной основной переменной х2. Таким образом, получаем симплексную таблицу № 3 (табл. 12).
В столбце х2 табл. 11 все коэффициенты имеют отрицательные знаки. И этим коэффициентам в столбце свободных членов со​ответствуют отрицательные значения. В данном случае в качестве разрешающего элемента можно взять коэффициент, от деления на который получили наибольшее положительное частное. При подобном подходе опорное решение получается быстрее, но поскольку такие ситуации бывают нечасто, то его нахождение продолжаем обычным способом.
Т а б л и ц а  12. Симплексная таблица № 3
	Базисные
переменные
	Свободные члены 
[image: image158.wmf]i

A


	Небазисные переменные

	
	
	y3
	y5
	y3
	y4

	y1
	–17,6
	–1,2
	

	–0,3
	–0,2

	y2 
	–1,76 
	–0,13 
	–0,05 
	–0,033 
	–0,02 

	x1 
	7 
	–1 
	0 
	0 
	0 

	y4 
	5 
	1 
	0 
	0 
	0 

	x2 
	10 
	0 
	–1 
	0 
	0 

	y6
	40 
	0 
	0 
	1 
	0 

	y7
	60 
	0 
	0 
	0 
	1 

	F 
	126,0 
	–12,0 
	–4,2 
	–2,4 
	–1,2 


Так как в табл. 12 опорное решение отсутствует, то продолжаем его поиск.
Выбираем любой из двух оставшихся отрицательных свободных членов.  Например, –17,6. Первый отрицательный коэффициент в его строке 
[image: image159.wmf]11
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= –1,2 не является разрешающим, так как от деления на него меньшее положительное частное не получается. Проверка показывает, что 
[image: image160.wmf]12

a

= –0,5. Коэффициент является разрешающим. При этом в равной мере разрешающим может быть также и коэффициент во второй строке (
[image: image161.wmf]22
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 = –0, 05 ) , так как полученные частные одинаковы:
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Заменяем небазисную переменную у5 базисной у1 и делаем пре​образования (табл. 13).

Т а б л и ц а  13. Симплексная таблица № 4
	Базисные переменные 
	Свободные члены,

[image: image164.wmf]i
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	Небазисные переменные

	
	
	y3
	y1
	х3
	x4

	y5 
	35,2 
	2,4 
	–2,0 
	0,6 
	0,4 

	y2 
	0,000 
	–0,010 
	–0,100 
	–0,033 
	0,000 

	x1 
	7 
	–1 
	0 
	0 
	0 

	y4
	5 
	1 
	0 
	0 
	0 

	x2 
	45,2 
	2,4 
	–2,0 
	0,6 
	0,4 

	y6 
	40 
	0 
	0 
	1 
	0 

	y7
	60
	0
	0
	0
	


	F 
	272,54 
	–1,92 
	–8,40 
	0,12 
	0,48 


Итак, опорное решение (план) получено при следующих значениях основных переменных: x1 = 7,0; х2 = 45,2; дополнительных – у5 = 35,2;   y2 = 0; у4 = 5; у6 = 40; у7 = 60 и F = 272,54 у.е.
Таким образом, после подстановки значений x1 и х2 в систему неравенств (6) все условия будут выполнены.
Поиск оптимального решения. Опорное решение является оптимальным, если коэффициенты целевой функции F-строки будут отрицательными (или нулевыми) при поиске минимума или положительными (или нулевыми) при поиске максимума (за исключением свободного члена F-строки). В данном случае оптимальное решение (минимум функции) отсутствует, так как здесь имеются положительные коэффициенты.
Поиск оптимального решения начинается с определения разре​шающего столбца. Разрешающим столбцом при поиске минимума функции будет являться тот, в строке целевой функции которого находится наибольший положительный коэффициент, а при поиске максимума функции – наибольший по абсолютной величине отрицательный коэффициент.
В данном случае в F-строке для переменной х4 имеется наибольший положительный коэффициент (0,48). Следовательно, столбец х4 является разрешающим. Чтобы найти разрешающий элемент, делим столбец свободных членов на соответствующие коэффициенты разрешающего столбца. Разрешающим будет элемент, от деления на который получается меньшее положительное частное. В данном случае таковым будет 
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Меняем местами переменные х4 и у7 и определяем по изложенным выше правилам новые коэффициенты (табл. 14).
Т а б л и ц а  14. Симплексная таблица № 5
	Базисные 
пе​ременные 
	Свободные 
чле​ны 
[image: image169.wmf]i
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	Небазисные переменные

	
	
	y3 
	y1 
	х3 
	y7

	y5
	11,2
	2,4
	–2,0
	
	–0,4

	y2 
	0,00 
	–0,01 
	–0,10 
	–0,03 
	0,00 

	x1
	7 
	–1 
	0 
	0 
	0 

	y4
	5 
	1 
	0 
	0 
	0 

	х2 
	21,2 
	2,4 
	–2,0 
	0,6 
	–0,4 

	y6
	40,00 
	–4,00 
	3,30 
	1,00 
	0,66 

	х4
	60 
	0 
	0 
	0 
	1 

	F
	243,74 
	–1,92 
	–8,40 
	0,12 
	–0,48 


Оптимальное решение здесь отсутствует, так как в F-строке столбца х3 имеется положительный коэффициент. Этот столбец будет разрешающим. По отношению значений столбца свободных членов и соответствующих коэффициентов столбца x3 определяем, что разрешающим будет коэффициент 
[image: image170.wmf]13
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 = 0,6 .
Заполняем новую таблицу, меняя при этом местами переменные у5 и х3 (табл. 15).
Т а б л и ц а  15. Симплексная таблица № 6
	Базисные 
пе​ременные 
	Свободные 
члены 
[image: image171.wmf]i
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	Небазисные переменные

	
	
	y3
	y1
	y5
	y7

	x3
	18,54 
	4,00 
	–3,30 
	1,70 
	–0,66 

	y2 
	0,050 
	0,012 
	–0,010 
	0,005 
	–0,002 

	x1 
	7 
	–1 
	0 
	0 
	0 

	y4 
	5 
	1 
	0 
	0 
	0 

	x2 
	10 
	0 
	0 
	–1 
	0 

	y6
	21,46 
	–4,00 
	3,30 
	–1,70 
	0,66 

	x4 
	60 
	0 
	0 
	0 
	1 

	F
	241,5 
	–2,4 
	–8,0 
	–0,2 
	–0,4 


Таким образом, оптимальное решение получено. Минимум функции составляет 241,50 денежной единицы при значениях переменных   x1 = 7, х2 = 10, х3 = 18,54, х4 = 60. Значения дополнительных переменных составили: у3, у1, у5, у7, у6. Подставим значения переменных в систему неравенств (8):
1) –1,2x1 – 0,5x2 – 0,3х3 – 0,2х4 + у1 = –31,
или
–1,2 × 7 – 0,5 × 10 – 0,3 × 18,54 – 0,24 × 60 + y1 = –31;
–31 + y1 = –31; y1 = 0.
В табл. 15 имеем то же, а именно: у1 = 0;
2) –0,13 × 7 – 0,05 × 10 – 0,033 × 18,54 – 0,02 × 60 + у2 = –3,17;

–3,22 + y2 = –3,17; y2 = 0,05.
Превышение над минимумом составляет 0,05;
3) –7 + у3 = –7; у3 = 0;
4) 7 + у4 = 12; у4 = 5,
что и в симплексной таблице № 6, т. е. ресурс недоиспользован на       5 единиц (ц);
5)  –10 + у5 = –10; у5 = 0;
6) 18,54 + у6 = 40; у6 = 21,46, что и в симплексной таблице № 6;
7) 60 + у7 = 60; у7 = 0.
Fmin = 12 × 7 + 10 × 4,2 + 18,54 × 2,4 + 60 × 1,2 = 241,5 денежной единицы. Следовательно, все условия задачи выполнены, решение получено.
В отдельных случаях среди ограничений задачи могут быть уравнения. Допустим, что в данной задаче условие (6) имеет вид х1 = 7. Тогда вводить дополнительную переменную у, как это сделано в системе (8), не требуется. Вместо у3 в табл. 10 в числе базисных переменных стоял бы нуль. Свободный член был бы равен 7, а коэффициент a31 = 1. Наличие нуля в базисных переменных (как и отрицательных свободных членов) свидетельствует об отсутствии опорного решения. Для получения опорного решения требуется избавиться от отрицательных свободных членов и переместить нули из базисных переменных в небазисные. Методика переноса нулей состоит в том, что в строке с нулем в базисных переменных находят разрешающий элемент по обычному правилу, т. е. по наименьшему положительному частному от деления свободного члена на коэффициент. В данном случае при делении свободных членов на соответствующие коэффициенты столбца x1 коэффициент a31 = 1 стал бы разрешающим. Выполнив преобразования по изложенным выше правилам, мы имели бы в небазисных переменных вместо хj нуль, а в базисных переменных вместо нуля – х1. После этого следует вычеркнуть весь нуль-столбец и продолжать решение, но с тремя вектор-столбцами небазисных переменных.
Лекция 4. ЭКОНОМИЧЕСКОЕ СОДЕРЖАНИЕ 
СИМПЛЕКС-МЕТОДА

4.1. Экономическое содержание коэффициентов 

пропорциональности
Выполнение расчетов по симплекс-методу предполагает нахож​дение параметров переменной в какой-то новой крайней угловой точке многогранника решений. Поиск параметров связан с преобра​зованиями, которые сохраняют не только математическую логику, но и смысловое содержание. Чтобы это выяснить, проследим изменения коэффициентов (сравним первую и вторую симплексные таблицы). Для выяснения сущности этих изменений обратимся к примеру.
П р и м е р. Рассчитать размеры отраслей с целью получения мак​симальной прибыли.
1. Ограничение по использованию пашни, га:
х2 + х2 + х3 ≤ 1000.
2. Ограничение по использованию труда, чел.-дн.:
9х1 + 22х2 + 8х3 + 20х4 ≤ 20000.
3.
Ограничение по использованию фондов, у.е.:
600х1 + 1200х2 + 300х3 + 1500х4 ≤ 1352000.
4.
Ограничение по использованию и производству кормов, ц к.ед.:
50х4 ≤ 5000 + 15х1 + 20х2 + 30х3.

Целевая функция
F = 300x1 + 600x2 + 1000х4 → mах,
где х1 – площадь зерновых, га; 

х2 – площадь картофеля, га;

х3 – площадь силосных, га; 

х4 – поголовье коров, гол.
Сведем эту исходную информацию в табл. 16.
Т а б л и ц а  16. Симплексная таблица № 1
	Базисные 
пе​ременные 
	Свободные члены, 
[image: image172.wmf]i
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	Небазисные переменные

	
	
	x1 
	х2
	х3 
	х4 

	у1 
	1000 
	1 
	1 
	1 
	0 

	у2 
	20000 
	9 
	22 
	8 
	20 

	у3 
	1352000 
	600 
	1200 
	300 
	1500 

	у4
	5000
	–15
	–20
	–30
	


	F
	0 
	–300 
	–600 
	0 
	–1000 


Поскольку решаем данную задачу на максимум, то разрешающим будет столбец х4. С экономической точки зрения разрешающий элемент определяется самым лимитированным ресурсом, так как он дает наименьшее положительное частное Полученные преобразованные исходные данные заносим в табл. 17.
Т а б л и ц а  17. Симплексная таблица № 2
	Базисные 
пе​ременные
	Свободные члены, 
[image: image173.wmf]i
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	Небазисные переменные

	
	
	х1
	х2
	х3
	у4

	у1 
	1000 
	1 
	1 
	1 
	0 

	у2 
	18000 
	15 
	30 
	20 
	0,4 

	у3 
	1202000 
	1050 
	1800 
	1200 
	–30 

	х4 
	100 
	–0,3 
	–0,4 
	–0,6 
	0,02 

	F
	100000 
	–600 
	–1000 
	–600 
	20 


С экономической точки зрения новый коэффициент (вместо разрешающего) означает то, сколько единиц переменной х4 можно получить за счет единицы ресурса у4 (0,02). При этом
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Новые коэффициенты столбца разрешающего элемента 
[image: image175.wmf]rk
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 показывают, сколько единиц ресурсов требуется при знаке «плюс» (или сколько их получим при знаке «минус»), если в план или в базис введем небазисные переменные в размере, равном значению нового коэффициента вместо разрешающего (0,02). При этом
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Новые коэффициенты строки разрешающего элемента 
[image: image177.wmf]rk

a
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 показывают, на сколько единиц увеличивается ранее введенная в план переменная, если в план или в базис введем небазисную переменную в размере 1 (увеличивается при знаке «минус» и уменьшается при знаке «плюс»). Например, согласно данным табл. 16 при введении в план х1 в размере 1 требуется: первого ресурса – 1, второго – 9, третьего – 600, а четвертого получим 15 единиц. Согласно табл. 17 за счет 15 единиц четвертого ресурса можно иметь приращение х4 на 0,3 (так как на единицу х4 требуется 50 ц к. ед. ресурса у4), при введении х2 = 1 – приращение х4 на 0,4 и т. д.


[image: image178.wmf]ik

rj

ij

rk

ik

rj

rk

rk

ij

rk

ik

rj

rk

ij

ij

a

a

a

a

a

a

a

a

a

а

a

a

a

a

a

¢

-

¢

=

¢

¢

¢

-

¢

¢

¢

=

¢

¢

¢

-

¢

¢

=


при 
[image: image179.wmf]0

,

,

¹

¢

¹

¹

rk

a

k

j

r

i

. 

Согласно данным табл. 16 при введении в базис х1 в размере 1 требуется ресурсов: у1 = 1, у2 = 9, у3 = 600 и получаем ресурс у4 = –15, а значение F (
[image: image180.wmf]1

l

¢

= –300) возрастет. Согласно данным табл. 17 при введении х1 = 1 значение х4 возрастет на 0,3 (
[image: image181.wmf]41

a

= –15/50 = –0,3). Логика формирования 
[image: image182.wmf]ij

a

 такова.
При x1 = 1 значения 
[image: image183.wmf]ij

a

составляют:

y1 = 1; y2 = 9; y3 = 600; y4 = –15; x4 = 0; F = –300.
В расчете на x4 = –0,3 изменение коэффициентов (
[image: image184.wmf]ij

a

,
[image: image185.wmf]ik

a

) составит:

0 × (–0,3); 20 × (–0,3) = –6; 1500 × (–0,3) = –450; х4 = у4; аrk = –0,3; 

–1000 × (–0,3) = 300.

Новые значения вектор-столбца в табл. 17 составят:
1 – 0 = 1; 9 – (–6) = 15; 600 – (–450) = 1050; 0 – 0,3 = –0,3; 

–300 – (+300) = –600.

Новые коэффициенты, не стоящие в столбце и строке разре​шающего элемента, включают расход (при знаке «+») или поступление (при знаке «–») ресурсов на одну небазисную переменную, а также на величину приращения ранее введенной в план переменной (пример с коэффициентами вектор-столбца x1). В табл. 17 эти коэффициенты включают расход или поступление ресурсов от введения в план х1 в размере 1, а также расход и поступление ресурсов в расчете на 0,3х4.
4.2. Корректировка оптимальных решений

Поскольку экономические объекты отличаются динамичностью, то изменяется и соответствующая информация (изменяются ресурсы, технологии и, следовательно, окупаемость ресурсов). В связи с этим полученное ранее оптимальное решение может уже не быть таковым и потребовать нового решения, т. е. увеличить или уменьшить размеры отрасли, ввести новые или исключить ранее выгодные отрасли. Чтобы избежать повторного решения задачи, достаточно произвести корректировку ее прежнего оптимального решения. Для этого используем информацию последней симплексной таблицы. В ней на основе коэффициентов пропорциональности следует произвести необходимые изменения. При этом коэффициентами пропорциональности называют коэффициенты симплекс-таблицы (начиная со второй), которая количественно выражает взаимосвязи переменных между собой и с ресурсами.
Обратимся к последней симплексной таблице (табл. 18). 

Т а б л и ц а  18. Последняя симплексная таблица 
	Базисные 
пе​ременные 
	Свободные члены, Bi 
	Небазисные переменные

	
	
	y1 
	y2 
	x3 
	y4 

	x1 
	800 
	2 
	–0,066 
	0,66 
	0,026 

	x2 
	200 
	–1 
	0,066 
	0,34 
	–4,4 

	y3 
	2000 
	–300 
	–50 
	–100 
	0,032 

	x4 
	420 
	0,56 
	–0,017 
	–0,85 
	0,02 

	F 
	780000 
	200 
	26,7 
	136 
	9,3 


Корректировку оптимального решения осуществляем по формуле
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где 
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– значения основных (дополнительных) переменных после корректировки; 
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 – значения основных (дополнительных) переменных до корректировки; 

aij – коэффициенты пропорциональности (вектор-столбца, участвующего в корректировке);  
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– величина корректировки по основной или дополнительной переменной.
Корректировка может производиться по небазисным и базисным переменным, а среди них – по основным и дополнительным переменным.
Корректировка по небазисным переменным.
Корректировка по основным небазисным переменным (переменные, не вошедшие в план, в данном случае х3). При изменении цен или технологий не вошедшие в план (т. е. невыгодные) отрасли могут стать выгодными и их следует ввести в базис. Введение переменных предполагает изменение размеров других отраслей, использования ресурсов и экономических резервов.
Методика корректировки оптимального решения приведена ниже.
1. Из небазисных основных переменных выбираем те, по которым наметились наибольшее возрастание эффекта или наиболее существенные изменения в технологии.
2. Находим максимальную величину корректировки по формуле
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где 
[image: image191.wmf]j
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 – минимальное положительное частное от деления свободных членов на коэффициенты пропорциональности столбца, по которому делаем корректировку.
3. Придаем величине 
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значение, не превышающее максимально допустимую величину, т. е.
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4.
По общей формуле находим новое решение.
В данном примере среди небазисных имеется одна основная переменная х3. Тогда
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Допустим, что возможности хозяйства, исходя из наличия семян, потребности рынка или новых договорных поставок таковы, что ∆х3 должно быть равно 100.
Тогда новое решение соответственно будет следующим:
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Если проверить его по ограничениям, то получится, что объемы ресурсов используются полностью.

Корректировка по дополнительным небазисным переменным (уi).
Ресурсы уменьшаются, если 
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Например, имеем ограничение по использованию пашни
х1 + х2 + х3 = 1000.
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 была максимальной  и равнялась 1000, при этом 
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Если у1 возрастал, то величина справа и слева от него уменьшалась, т. е. уменьшался ресурс.
Методика корректировки решения приведена ниже.
1. Выбираем дополнительную переменную, стоящую в ограни​чении по использованию того ресурса, который уменьшился или будет уменьшаться.
Причинами уменьшения ресурса могут быть: разгосударствление и приватизация, вследствие чего ресурсы пашни и фондов бывшего хозяйства уменьшаются; создание фермерских хозяйств в рамках многоотраслевых хозяйств; выделение фермерских хозяйств из кооперативов, акционерных предприятий.
2. Максимальную величину определяем так же, как и в преды​дущем случае.
3. В рамках возможного ∆уi придаем значение, которое определяет величину уменьшения ресурса.
4. Новое решение определяем по основной формуле корректировки.

Допустим, что создается фермерское хозяйство площадью 150 га,  т. е. ∆уi = уi = 150. Тогда в кооперативе с площадью пашни 1000 га происходит уменьшение ресурса.
Ресурсы увеличиваются, если ∆уi = уi ≤ 0.
Причинами увеличения ресурсов являются: объединение нескольких кооперативов (кооператив приобрел фонды); увеличение площади землепользования фермерских хозяйств; увеличение численности работников и т. д.
Методика корректировки следующая:
1) находим ресурс, по которому возможно увеличение;

2) находим максимальную величину корректировки:
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Она равна минимальному по модулю отрицательному частному от деления свободных членов на коэффициенты пропорциональности столбца, по которому делаем корректировку;
3) придаем ∆уi значение корректировки со знаком «–», меньшее по модулю, чем максимально возможная величина;
4) используя основную формулу, осуществляем корректировку. 

Допустим, что в кооперативе может увеличиться площадь пашни,  т. е. у1 < 0:
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Допустим также, что фермерское хозяйство взяло в аренду 5 га пашни. Тогда ∆уi = –5.
Значения остальных переменных получаем по изложенной выше методике, т. е. подставляя значение ∆уi = уi = –5.
Корректировка по базисным переменным.
1. Определяем небазисные переменные, которые будут участвовать в корректировке. Выбираем основные переменные в случае, когда в результате корректировки не должно произойти уменьшение какого-то ресурса.
Необходимость корректировки по базисным переменным может диктоваться тем, что изменяются ранее отработанные технологии или подходы к развитию отдельных отраслей.
Например, ранее работники АПК ориентировались на то, чтобы площадь зерновых не превышала 50 %, а часть зерна при этом закупали.
Потребность в валюте вынуждает наращивать площади сенокосов и пастбищ для увеличения производства кормов, а оставшуюся часть пашни (до 10 %) – использовать для производства зерна.
Другой пример – необходимость соблюдения экологической безопасности. Поскольку технология очистки отходов животноводческих комплексов далека от совершенства, то вместо возведения крупных животноводческих комплексов предпочтение отдают строительству средних. Этому способствует и то обстоятельство, что животноводство необходимо развивать на основе собственных кормов.
Однако при этом может потребоваться увеличение площади зерновых или уменьшение поголовья животных.
2. По данным общей формулы корректировки находим, какой должна быть величина ∆xj(∆уi) с тем, чтобы базисная переменная 
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 приобрела новое значение:
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Задаем значение 
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 и определяем величину 
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3. Находим максимальную величину корректировки по небазисной переменной по формуле
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Если 
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, т. е. максимально возможная величина превышает требуемую 
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, то корректировку осуществляем, используя один столбец.
Если 
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, т. е. максимально возможное значение меньше требуемой величины, то в корректировке используем не менее двух вектор-столбцов дополнительных переменных.
При этом на первом этапе 
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принимаем в размере
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Например, корректировку необходимо провести, чтобы 
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. Используя небазисную переменную хk, можем осуществлять корректировку, после которой xj может принять значение 650, т. е. хj = 650 .
На следующем этапе возьмем новую небазисную переменную, за счет которой обеспечим приращение хj на 50 единиц.
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