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Введение

Развитие инженерно-технического производства требует формирования и развития качественных профессиональных компетенций у современных инженерных кадров. К ним относятся пространственно-графические компетенции, образно-графические представления, изобретательские и творческие способности. Одним из инструментов формирования таких компетенций у студентов инженерных специальностей является учебная дисциплина «Инженерная графика». Этот предмет давно входит в состав обязательных общепрофессиональных дисциплин в высших учебных заведениях большинства стран мира, так как без него принципиально невозможно техническое творчество.
Учебная дисциплина «Инженерная графика» состоит из двух основных частей: начертательная геометрия и техническое черчение. Начертательная геометрия является теоретической основой построения изображений как реальных трехмерных объектов, так и объектов, существующих только в воображении конструктора. Возможности применения знаний начертательной геометрии при построении изображений на чертежах и изучении общих правил оформления чертежей в соответствии с принятыми стандартами реализуются в проекционном и техническом черчении. Важное прикладное значение этой дисциплины состоит в том, что она учит грамотно владеть выразительным техническим языком ( языком чертежа, создавать чертежи и свободно читать их. Изучение начертательной геометрии способствует развитию у студента пространственно-образного воображения и навыков правильного логического мышления. Совершенствуя способность мысленно создавать по плоскому изображению представление о пространственной форме объекта, начертательная геометрия готовит будущего инженера к успешному изучению специальных предметов и к техническому творчеству ( проектированию. Встречается ошибочное мнение о том, что при внедрении в учебный процесс дисциплины «Компьютерная графика» не нужна будет дисциплина «Начертательная геометрия». Эффективность использования машин однозначно зависит от знаний основ начертательной геометрии и умения использовать их как на стадии разработки системных программ, так и в решении прикладных задач. Студент, не умеющий читать и разрабатывать чертеж на бумаге, не сможет осмысленно это сделать и с помощью компьютера.

Чертеж – это конструкторский документ, представляющий собой изображение объекта: предмета, детали и т. п. на плоскости, по которому можно судить о форме, размерах, устройстве и назначении объекта. Чертеж должен давать и другие сведения об изображаемом предмете, как-то: о материале, особенностях процесса изготовления, способах контроля и т. д. Четкость отображения форм, правильность и грамотное оформление позволяют быстро и легко воспринимать графическую информацию. Это, в свою очередь, позволяет рабочему добиваться максимальной производительности труда, а инженеру – квалифицированно и творчески налаживать производственный процесс. 
В процесс создания и изготовления изделий различной степени сложности вовлекаются инженеры, техники и рабочие десятков предприятий самых различных отраслей промышленности. Поэтому появилась необходимость единых, обязательных для всех правил оформления чертежей и других документов, которые делали бы их понятными для любого участка производства. Такие правила устанавливают стандарты Единой системы конструкторской документации (ЕСКД).

ЕСКД – комплекс государственных стандартов, устанавливающих взаимосвязанные правила и положения по порядку разработки, оформления и обращения конструкторской документации, разрабатываемой и применяемой организациями и предприятиями СНГ. Стандарты ЕСКД соответствуют требованиям ISO (Международной организации по стандартизации). Основное назначение стандартов ЕСКД заключается в единстве правил выполнения, оформления и обращения конструкторской документации. Они обеспечивают возможность взаимообмена конструкторскими документами между организациями и предприятиями без их переоформления; стабилизацию комплектности, исключающую дублирование и разработку излишних для производства документов; возможность расширения унификации при конструкторской разработке проектов промышленных изделий. Стандарты ЕСКД способствуют упрощению форм конструкторских документов и графических изображений, снижению трудоемкости проектно-конструкторских разработок, обеспечивают механизацию и автоматизацию обработки технических документов и содержащейся в них информации, улучшение условий технической подготовки производства и условий эксплуатации промышленных изделий, оперативную подготовку документации для быстрой переналадки действующего производства.

Стандарты ЕСКД распределены на девять классификационных групп. В каждой группе может насчитываться до 99 стандартов. Первоочередные для студента вуза стандарты «Общие правила выполнения чертежей» относятся к третьей классификационной группе. Они устанавливают форматы чертежей и других документов конструкторской документации всех отраслей промышленности и строительства. 
В этих стандартах указываются типы и назначение линий, которые применяются для отображения форм предметов на чертежах, а также требования к выполняемым на них надписям. Надписи выполняются соответствующим чертежным шрифтом по ГОСТ  2.304–81. Здесь, как и для других стандартов, цифра 2 обозначает класс, присвоенный всем стандартам ЕСКД, 3 – классификационную группу стандартов, 04 – порядковый номер стандарта в группе, 81 – год регистрации стандарта. Стандарты третьей группы регламентируют использование масштабов при построении изображений, нанесение размеров и обозначений, различных типов штриховок для графического обозначения материала. Эти же стандарты устанавливают правила изображения предметов на выбранной плоскости проекций, выполняемого по методу прямоугольного проецирования, и, наконец, аксонометрических, т. е. объемных трехмерных изображений. Так как стандарты ЕСКД разработаны для промышленности и не учитывают особенности учебного процесса, то допустимы некоторые незначительные отклонения от них при выполнении учебных чертежей, которые будут оговорены ниже.

Цель изучения курса начертательной геометрии заключается в следующем:

- научиться составлять чертеж на основе способов точного отображения существующих или создаваемых предметов;

- научиться читать чертеж, т. е. мысленно представлять по чертежу формы предмета в натуре и видеть взаимодействие его деталей;

- научиться решать пространственные задачи на проекционном чертеже;

- выработать навыки пространственного и логического мышления.

Курс лекций по первой части учебной дисциплины «Инженерная графика» представляет информативную сторону при обучении студентов инженерно-технических специальностей: мелиорация и водное хозяйство, техническое обеспечение мелиоративных и водохозяйственных работ. Он содержит сжатую теоретическую информацию из различных учебников и учебных пособий, предназначенную для студентов или строительных и транспортных специальностей, или машиностроительных специальностей. Студенты, обучающиеся по специальностям мелиорация и водное хозяйство, техническое обеспечение мелиоративных и водохозяйственных работ, должны в равной степени овладеть методом трехкартинного отображения проекций предмета (машиностроительные чертежи) и методом однокартинного отображения (мелиоративные и строительные чертежи). Представленная в курсе лекций теоретическая информация и примеры решения геометрических задач будут способствовать усвоению необходимого объема знаний для успешного овладения методом проекций и геометрических преобразований, которые необходимы при выполнении и чтении разнообразных чертежей. Представленные материалы позволят более подробно изучить основные разделы начертательной геометрии самостоятельно и должным образом подготовиться к экзамену по инженерной графике.
1. ПРЕДМЕТ И ОСНОВОПОЛАГАЮЩИЕ ПОНЯТИЯ
НАЧЕРТАТЕЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ
1.1. Предмет начертательной геометрии

Издавна люди научились отображать на любой двумерной поверхности разнообразнейшие предметы окружающего их трехмерного мира: горы, деревья, водоемы, животных, строения и самих себя. Эти плоские образы в виде совокупности точек и линий условно, с большей или меньшей степенью достоверности, в зависимости от мастерства автора, давали представление о прообразах реального мира.

Информация о третьем измерении восполнялась рядом разных приемов, и, пока требовалась только наглядность, было достаточно одной интуиции мастера. Но с развитием человечества потребовалось новое качество – точность. Необходимостью стало точное соответствие между прообразом и образом, между оригиналом и его изображением, между пространственными объектами и их плоскими моделями. Решение таких задач становилось необходимым при строительстве зданий, конструировании машин, проведении горных разработок, массовом производстве разнообразных товаров.

Все это требовало коллективного труда сотен и тысяч людей, точного графического языка как средства технического общения. Появилась необходимость в новой науке, перебрасывающей мост между пространством и плоскостью чертежа. Эта новая наука должна была указать правила, устанавливающие точное соответствие между объектами трехмерного пространства и их плоскими двумерными изображениями. Такой наукой и явилась начертательная геометрия.
Начертательная геометрия является одной из фундаментальных наук, составляющих основу инженерно-технического образования. Она изучает методы изображения множества точек, линий, поверхностей и тел, т. е. плоских и  пространственных геометрических фигур на плоскости, и способы решения по этим изображениям метрических и позиционных задач в пространстве. 

Методы начертательной геометрии, устанавливающие законы соответствия между пространственными объектами и их плоскими моделями, позволяют решать многие прикладные задачи специальных инженерных дисциплин (механики, химии, кристаллографии, картографии, инструментоведения и др.). Эти же методы широко используются при проектировании различных транспортных конструкций и сооружений, при конструировании сложных поверхностей технических форм в авиационной, судостроительной и других отраслях промышленности. В последнее время при подобном конструировании используется компьютерная графика и автоматизированное проектирование.
Начертательная геометрия как наука была создана в конце XVIII века великим французским геометром и инженером Гаспаром Монжем (1746–1818). Величайшей заслугой Г. Монжа явилось обобщение в 1795 году всех научных трудов его предшественников, всей теории о методах изображения пространственных фигур и создание единой математической науки об ортогональном проецировании – начертательной геометрии. Первым учебником этой науки справедливо считается книга «Начертательная геометрия» Г. Монжа, опубликованная в Париже в 1799 году. 

Изучение новой науки в Российской империи совпало с основанием в Петербурге первого в России высшего транспортного учебного заведения – Института Корпуса инженеров путей сообщения (1809). Питомцы этого института, его профессора и ученые С. А. Севастьянов, В. И. Курдюмов, Е. С. Федоров и др. внесли большой вклад в развитие геометрических методов изображения, в теорию и практику начертательной геометрии. Развитие науки происходило и позже, что нашло отражение в трудах ученых ΧΧ столетия: А. И. Добрякова, Д. И. Каргина, Н. А. Рынина, Н. Ф. Четверухина и др. Современные ученые-геометры, а именно: В. Н. Виноградов, В. Е. Михайленко, Н. Н. Рыжов, С. А. Фролов, А. А. Чекмарев и др. занимаются разработкой геометрического обеспечения систем автоматизированного проектирования (САПР). В последние десятилетия во всех развитых странах для выполнения чертежей широко применяется компьютерная графика, а также системы автоматизированного проектирования для разработки и выполнения конструкторской документации.
1.2. Термины и понятия начертательной геометрии
Любая математическая наука, в том числе геометрия, строится на основе дедуктивного метода. Сущность этого метода заключается в следующем:

- перечисляются основные (неопределяемые) понятия;

- формулируются аксиомы (постулаты), с помощью которых описываются свойства основных отношений;

- даются определения прочих геометрических отношений через основные понятия;

- доказываются теоремы на основе аксиом и определений.

Основные понятия классической геометрии ( это точка, прямая, плоскость. Точки, прямые линии (отрезки) и плоскости могут находиться в определенных соотношениях. Они могут принадлежать (лежать между), быть конгруэнтными, параллельными, перпендикулярными, обладать непрерывностью. Эти же понятия справедливы и для начертательной геометрии. Дополнительно может быть добавлено понятие пространственного расстояния и общее для всей математики понятие множества. Определение перпендикулярности может быть заменено ортогональностью.

Таким образом, неопределяемые понятия для начертательной геометрии – это множество, точка, прямая, плоскость, расстояние, принадлежность, параллельность, ортогональность, непрерывность.

Дальнейшие определения базируются на этих основных понятиях.

Геометрическая фигура (объект) – это множество точек.

Плоскость проекций – плоскость для отображения отдельных точек, отрезков, фигур, находящихся, как правило, на некотором расстоянии от плоскости.

Проецирующие прямые – это прямые, принадлежащие связке прямых, ортогональных плоскости проекций.

Проецирующая плоскость – это плоскость, проходящая через проецирующую прямую.

Проекцией точки называется точка пересечения прямой, проходящей через точку пространства, с плоскостью проекций.

Проекцией геометрической фигуры называется множество проекций ее точек.

Конкурирующими называются точки фигуры пространства, принадлежащие одной проецирующей прямой.

Вырожденной проекцией проецирующей прямой называется точка, являющаяся множеством проекций всех точек прямой.

Вырожденной проекцией проецирующей плоскости называется прямая, являющаяся множеством проекций всех линий этой плоскости.

Следом прямой является точка пересечения прямой пространства с плоскостью проекций.

Следом плоскости является линия пересечения плоскости пространства с плоскостью проекций. 

1.3. Метод проекций

В начертательной геометрии чаще всех других применяется слово «проекция». Объяснение простое – в основе начертательной геометрии лежит метод проекций, т. е. отображение реального объекта в выбранном месте пространства. Для определения такого отображения следует ввести три уже известных понятия:

- что проецируется, т. е. объекты проецирования;

- на что проецируется (поверхности проецирования);
- как проецируется (способ проецирования).

Объектами реального физического проецирования могут быть любые предметы окружающего нас мира. В качестве поверхностей проецирования может быть взята любая удобная поверхность: участок плоскости (лист фотобумаги), часть цилиндрической поверхности (экран в кинозале), сфера (купол планетария). Способ или направление проецирования может задаваться реальными физическими лучами: параллельными от далеких светил или расходящимися от лампы, находящейся рядом.
В абстрагированном мире начертательной геометрии в качестве основных элементов начального аппарата проецирования выбираются три простейших геометрических объекта: точка, прямая, плоскость.
Для обозначения геометрических фигур и их проекций, для отображения отношения между ними, а также для краткости записи геометрических предложений и решения задач в начертательной геометрии предлагается использовать геометрический язык, составленный из следующих обозначений и символов.
Геометрическая фигура обозначается Ф.

Точки обозначаются прописными буквами латинского алфавита или арабскими цифрами: A, B, C, …, L, M, N и т. д. или 1, 2, 3, …, 13, 14 и т. д. 
Линии, произвольно расположенные по отношению к плоскостям проекций, обозначаются строчными буквами латинского алфавита: a, b, c, d, …, l, m, n и т. д.
Линии уровня обозначаются: h − горизонталь; f − фронталь; p − профильная прямая.
Для прямых используются также следующие обозначения: (AB) − прямая, проходящая через точки A и B; [AB) − луч с началом едточке А; [AB] − отрезок прямой, ограниченный точками A и B.

Поверхности обозначаются строчными буквами греческого алфавита: α, β, γ, δ, …, λ и т. д.
Чтобы подчеркнуть способ задания поверхности, следует указывать геометрические элементы, которыми она определяется, например:

α (a ( b) − плоскость α определяется параллельными прямыми a и b;

β (d1d2g α) − поверхность β определяется направляющими d1 и d2, образующей g и плоскостью параллелизма α.

Углы обозначаются: (АВС − угол с вершиной в точке В, а также (αº, (βº, …, (φº и т. д.
Угловая величина (градусная мера) обозначается знаком, который ставится над углом: φº − величина угла φ.

Прямой угол отмечается квадратом с точкой внутри: (.

Для плоскостей проекций приняты обозначения π1, π2, π3: π1 − горизонтальная плоскость проекций; π2 − фронтальная плоскость проекций; π3 − профильная плоскость проекций.

При замене плоскостей проекций или введении новых плоскостей проекций последние обозначаются π4, π5 и т. д.
Плоскость проекций при построении аксонометрических и перспективных проекций обозначается строчной буквой с добавлением значка «штрих» ( π(.

Плоскость проекций (плоскость нулевого уровня)  в методе проекций с числовыми отметками ( π0.
Оси проекций обозначаются x, y, z, где x − ось абсцисс; y − ось ординат; z − ось аппликат. 

Проекции точек, линий поверхностей, любой геометрической фигуры обозначаются теми же буквами (или цифрами), что и оригинал, с добавлением нижнего индекса, соответствующего плоскости проекций, на которой они получены:

A1, B1, C1, D1, … L1, M1, N1 и т. д.– горизонтальные проекции точек;

A2, B2, C2, D2, … L2, M2, N2 и т. д.– фронтальные проекции точек;

A3, B3, C3, D3, … L3, M3, N3 и т. д.– профильные проекции точек;

а1, b1, c1, d1, … l1, m1, n1 и т. д.– горизонтальные проекции линий;

a2, b2, c2, d2, … l2, m2, n2 и т. д.− фронтальные проекции линий;

a3, b3, c3, d3, … l3, m3, n3 и т. д.− профильные проекции линий.
Проекции самих поверхностей обозначаются греческими буквами:
α1, β1, γ1, δ1, … ζ1, η1, λ1 и т. д.− горизонтальные проекции;

α2, β2, γ2, δ2, … ζ2, η2, λ2 и т. д.− фронтальные проекции;

α3, β3, γ3, δ3, … ζ3, η3, λ3 и т. д.− профильные проекции.

Следы прямых (линий) обозначаются прописными буквами, с которых начинаются слова, определяющие название (в латинской транскрипции) плоскости проекций, которую пересекает линия.

Например: H − горизонтальный след прямой (линии) а;

F − фронтальный след прямой (линии) а;

P − профильный след прямой (линии) а.

Следы плоскостей (поверхностей) обозначаются теми же буквами, что горизонталь и фронталь, с добавлением верхнего индекса, подчеркивающего, что эти линии лежат в плоскости проекций и принадлежат плоскости (поверхности).
Например: h0 − горизонтальный след плоскости (поверхности);

f 0 − фронтальный след плоскости (поверхности);

p0 − профильный след плоскости (поверхности).

Основные операции:
( − параллельность элементов;

≡ − совпадение двух геометрических элементов;

( − перпендикулярность элементов;

^ − знак, соответствующий союзу «и»;

= − результат геометрической операции;

∩ − пересечение двух элементов;

( − знак принадлежности и включения для точки;

U − знак объединения;

( − принадлежность одного геометрического элемента другому;

∸ − скрещивающиеся прямые.

1.4. Способы проецирования

Проекцией точки А на плоскость проекций π1 называется точка А1 пересечения проецирующей прямой l с плоскостью проекций π1, проходящей через точку А (рис. 1).
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Рис. 1. Проекция точки А на плоскость проекций π1
Проекция любой геометрической фигуры есть множество проекций всех ее точек. Направление проецирующих прямых l и положение плоскостей π1 определяют аппарат проецирования.

Центральным проецированием называется такое проецирование, при котором все проецирующие лучи исходят из одной точки S – центра проецирования (рис. 2).
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Рис. 2. Пример центрального проецирования
Параллельным проецированием называют такое проецирование, при котором все проецирующие прямые параллельны заданному направлению S (рис. 3).
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Рис. 3. Пример параллельного проецирования
Параллельное проецирование представляет собой частный случай центрального проецирования, при котором точка S находится на бесконечно большом расстоянии от плоскости проекций π1. При заданном аппарате проецирования каждой точке пространства соответствует только одна точка на плоскости проекций.

Одна проекция точки не определяет положения этой точки в пространстве. Действительно, проекции А1 может соответствовать бесчисленное множество точек А(, А((, …, расположенных на проецирующей прямой (рис. 4).
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Рис. 4. Множество точек на прямой
Для определения положения точки в пространстве при любом аппарате проецирования необходимо иметь две ее проекции, полученные при двух различных направлениях проецирования (или при двух различных центрах проецирования).

Так, из рис. 5 видно, что две проекции точки А (А1 и А2), полученные при двух направлениях проецирования S1 и S2, определяют единственным образом положение самой точки А в пространстве как пересечение проецирующих прямых l1 и l2, проведенных из проекций А1 и А2 параллельно направлениям проецирования S1 и S2.
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Рис. 5. Определение положения точки А в пространстве
1.5. Инвариантные свойства параллельного проецирования

Геометрические фигуры в общем случае проецируются на плоскость проекций с искажением. Проекции не сохраняют линейные и угловые величины оригинала. Характер искажений зависит от положения геометрической фигуры в пространстве, от аппарата проецирования и от положения плоскости проекций. Однако некоторые геометрические свойства фигур остаются неизменными в процессе проецирования. Такие свойства геометрических фигур называются независимыми, или инвариантными для данного аппарата проецирования. Рассмотрим основные инвариантные свойства параллельного проецирования.

1. Проекция точки есть такая же точка. Это очевидно из определения проекции как точки пересечения проецирующей прямой с плоскостью.
2. Проекция прямой есть прямая (рис. 6).
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Рис. 6. Примеры инвариантных свойств 2, 3, 4
Все проецирующие прямые, проходящие через точки прямой а параллельно направлению проецирования S, образуют проецирующую, или лучевую, плоскость α. Проекция прямой а на плоскость π1 определяется как линия пересечения этой лучевой плоскости α с плоскостью π1, т. е. прямая линия.

3. Если точка К принадлежит прямой а, то и проекция этой точки принадлежит проекции прямой (см. рис. 6). Это свойство следует из определения проекции геометрической фигуры как множества проекций всех точек. Если точка К принадлежит прямой а и плоскости α, то и проецирующий луч lК принадлежит плоскости α. Следовательно, этот луч пересечет плоскость π1 в линии пересечения плоскостей α и π1, т. е. в точке К1, принадлежащей проекции прямой а1.

4. Если точка К делит отрезок AD в отношении m : n, то и проекция этой точки делит в этом же отношении проекцию отрезка A1D1 (см. рис. 6).
Фигура ADD1A1 – трапеция. Прямая КК1 параллельна основаниям трапеции AA1 и DD1, значит делит ее стороны AD и A1D1 на пропорциональные части.

5. Проекция точки пересечения прямых есть точка пересечения проекций этих прямых (рис. 7).
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Рис. 7. Пример инвариантного свойства 5
Действительно, точка К принадлежит одновременно прямым АВ и CD. По третьему инвариантному свойству проекция этой точки К1 должна принадлежать проекциям этих прямых, т. е. должна являться точкой пересечения этих проекций.
6. Проекции параллельных прямых параллельны (рис. 8).
Лучевые плоскости α и β проходят через параллельные прямые АВ и CD. Они параллельны, так как две пересекающиеся прямые одной плоскости параллельны двум пересекающимся прямым другой плоскости (АВ ( CD и АА1 ( СС1). Две параллельные плоскости пересекаются с третьей по параллельным прямым, следовательно, А1В1 ( С1D1.
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Рис. 8. Пример инвариантного свойства 6
7. Плоский многоугольник в общем случае проецируется в многоугольник с тем же числом вершин.
Исключение составляет многоугольник (CDE), расположенный в проецирующей (лучевой) плоскости. Он проецируется в прямую линию (рис. 9).
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Рис. 9. Примеры инвариантных свойств 7, 8
8. Прямая AB, параллельная направлению проецирования, проецируется в точку A1 ( B1 (см. рис. 9).
9. Проекция плоской фигуры, параллельной плоскости проекций, конгруэнтна (идентична) этой фигуре (рис. 10).
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Рис. 10. Пример инвариантного свойства 9
Следствия этого инвариантного свойства следующие:
1) проекция отрезка прямой, параллельной плоскости проекций, конгруэнтна и параллельна самому отрезку (см. рис. 10);
2) проекция угла, стороны которого параллельны плоскости проекций, конгруэнтна этому углу (рис. 11).
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Рис. 11. Ортогональная проекция прямого угла
1.6. Ортогональное проецирование
Направление проецирования ортогонально (перпендикулярно) плоскости проекций, т. е. S ( π1. Ортогональное проецирование является частным случаем параллельного проецирования.

Ортогональное проецирование находит широкое применение в инженерной практике для изображения геометрических фигур на плоскости, так как обладает рядом преимуществ перед центральным и параллельным (косоугольным) проецированием, к которым относят:

- простоту графических построений для определения ортогональных проекций точек;

- возможность при определенных условиях сохранить на проекциях форму и размеры проецируемой фигуры.

Указанные преимущества обеспечили широкое применение ортогонального проецирования в технике, в частности для составления машиностроительных чертежей.

Для ортогонального проецирования справедливы все девять инвариантных свойств, рассмотренных выше. Кроме того, необходимо отметить еще одно, десятое, инвариантное свойство, которое справедливо только для ортогонального проецирования: если хотя бы одна сторона прямого угла параллельна плоскости проекций, то на эту плоскость проекций прямой угол проецируется без искажения (см. рис. 11). На рисунке показан прямой угол АВD, обе стороны которого параллельны плоскости проекций π1. По девятому инвариантному свойству этот угол проецируется на плоскость π1 без искажения, т. е.     (А1В1D1= 90°.

Возьмем на проецирующем луче DD1 произвольную точку С, тогда полученный АВС будет прямым, так как АВ ( ВВ1DD1. Проекцией этого прямого угла АВС, у которого только одна сторона АВ параллельна плоскости проекций π1, будет прямой угол А1В1D1.

 1.7. Проекции с числовыми отметками
В проекциях с числовыми отметками плоскость проекций (i называют плоскостью нулевого уровня и обозначают (0. На эту плоскость ортогонально проецируют точку и вместе с проекцией точки задают ее расстояние до плоскости (0 (рис. 12). Это расстояние называют числовой отметкой точки и задают обычно в метрах. Числовую отметку точки пишут внизу справа от обозначения ее изображения.

Если плоскость нулевого уровня расположена горизонтально, то чертеж называют планом. На плане всегда указывают линейный масштаб и при необходимости дают ориентацию относительно сторон света. 

Очень удобно в проекциях с числовыми отметками изображать линии уровня, все точки которых имеют одинаковые отметки. Линии уровня проецируются на (0 без искажения своей формы (применяется в картографии). Зарождение идеи этого метода относят к средним векам. Уже тогда многие народы, использующие карты с показаниями морских глубин, умели изображать точку с помощью ее проекции и отметки. Однако теоретическое обоснование метод получил лишь в XIX веке, благодаря французскому военному инженеру капитану Нуазе (1823 г.).
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Рис. 12. Точки и их проекции
 с числовой отметкой
Проекции с числовыми отметками позволяют просто решать многие задачи. Обратимость чертежей в проекциях с числовыми отметками очевидна. Чертежи в проекциях с числовыми отметками построены на одной плоскости проекций – на одной картине, и часто они называются однокартинными. 
1.8. Система трех плоскостей проекций. Эпюр Монжа

Все пространственные геометрические фигуры могут быть ориентированы относительно декартовой прямоугольной системы координатных осей – системы трех взаимно перпендикулярных координатных плоскостей (рис. 13).
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Рис. 13. Изображение системы трех плоскостей проекций
Эти координатные плоскости обозначаются:

1) горизонтальная плоскость проекций – π1;

2) фронтальная плоскость проекций – π2;

3) профильная плоскость проекций – π3.

Линии пересечения этих плоскостей образуют координатные оси: ось абсцисс – x; ось ординат – y; ось аппликат – z. Точка пересечения координатных осей принимается за начало координат и обозначается буквой o. Положительными направлениями осей считают: для оси x − влево от начала координат, для оси y − в сторону зрителя от плоскости π2, для оси z – вверх от плоскости π1; противоположные направления считают отрицательными.

Для упрощения дальнейших рассуждений будем рассматривать только часть пространства, расположенную влево от профильной плоскости проекций π3. При таком допущении три координатные плоскости проекций образуют четыре пространственных угла – октанта (в общем случае – восемь октантов).

Ось абсцисс x делит горизонтальную плоскость проекций π1 на две части: переднюю полу π1 (оси x, y) и заднюю полу π1 (оси x, –y). Эта же ось делит фронтальную плоскость проекций π2 также на две части: верхнюю полу π2 (оси x и z) и нижнюю полу π2 (оси x и –z).

Оси ординат y и аппликат z делят профильную плоскость проекций π3 на четыре части: верхнюю переднюю полу π3 (оси y и z), верхнюю заднюю полу π3 (оси –y и z), нижнюю переднюю полу π3 (оси y и –z), нижнюю заднюю полу π3 (оси –y и –z). Точки, расположенные в различных октантах, могут иметь как положительные, так и отрицательные знаки координат.

Для того чтобы получить плоскую (двумерную) модель пространственных координатных плоскостей проекций, горизонтальную π1 и профильную π3 плоскости совмещают с фронтальной плоскостью проекции π2 в том порядке, как это показано стрелками на рис. 13. При этом горизонтальная плоскость проекций π1 вращается вокруг оси x на 90°, профильная плоскость проекций π3 вращается вокруг оси z также на 90° (направление вращения показано). Полученное таким образом совмещение трех плоскостей проекций является плоской моделью системы трех пространственных координатных плоскостей.
Для построения плоской модели пространственной геометрической фигуры каждая ее точка проецируется ортогонально на плоскости проекций π1, π2 и π3, которые затем совмещаются в одну плоскость. Полученная таким образом плоская модель пространственной геометрической фигуры называется эпюром Монжа.

На рис. 14 изображена пространственная точка А, координаты которой (x, y, z) показывают величины расстояний, на которые точка удалена от плоскостей проекций.
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Рис. 14. Пространственная модель точки А
Для того чтобы получить ортогональные проекции точки А, необходимо из этой точки опустить перпендикуляры на плоскости проекций. Точки пересечения перпендикуляров с плоскостями проекций образуют проекции точки А: А1 – горизонтальную проекцию точки; А2 – фронтальную проекцию точки; А3 – профильную проекцию точки.

На рис. 15 плоскости проекций π1 и π3 совмещены с плоскостью чертежа (с плоскостью проекции π2), а вместе с ними совмещены с плоскостью чертежа и проекции точки А (А1, А2, А3), и таким образом получена плоскостная модель координатных плоскостей проекций и плоскостная модель пространственной точки А – ее эпюр. Положение проекций точки А на эпюре однозначно определяется ее тремя координатами.
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Рис. 15. Эпюр точки А
На рис. 14 и 15 также видно, что на эпюре горизонтальная и фронтальная проекции точки лежат на одном перпендикуляре к оси x, а также фронтальная и профильная проекции – на одном перпендикуляре к оси z: А1А2 ( Х,  А2А3  ( Z.
1.9. Универсальное правило проекционной связи

На рис. 15 построен комплексный чертеж, или эпюр точки, наиболее простого, т. е. элементарного, объекта проецирования. На эпюре сам объект проецирования отсутствует, но зато появляются его проекции, которые представляют собой его геометрические формы, о чем в отношении такого объекта, как точка, говорить не имеет смысла. Однако проекции объекта показывают также и его положение в системе плоскостей проекций. Применительно к объекту «точка» мы можем говорить о координатах точки, т. е. количественных параметрах, определяющих пространственное положение объекта. Между проекциями любого объекта, в том числе и между проекциями точки, существует так называемая проекционная связь.
Положение проекций точки подчиняется правилу проекционной связи, состоящему из трех пунктов:

1) горизонтальная и фронтальная проекции точки располагаются на одной линии связи – перпендикуляре к оси абсцисс (оси ox);

2) фронтальная и профильная проекции точки располагаются на одной линии связи – перпендикуляре к оси аппликат (оси oz);

3) горизонтальная и профильная проекции точки также располагаются на одной, но разорванной линии связи – перпендикуляре к оси ординат (оси oy). При этом расстояние от горизонтальной проекции точки до оси ox должно равняться расстоянию от профильной проекции точки до оси oz.

Координаты точки – это три числа, соответствующие кратчайшему расстоянию от точки до каждой плоскости проекций. Эти три числа всегда записываются в строго установленном порядке. На первом месте указывается абсцисса точки (x), на втором – ордината (y), на третьем – аппликата (z). Поэтому и говорят, что координаты точки – это упорядоченная тройка чисел, показывающая кратчайшее расстояние от этой точки до каждой плоскости проекций.

Расстояние от точки до профильной плоскости проекций измеряется перпендикулярно этой плоскости, т. е. параллельно оси абсцисс ox. На рис. 15 это расстояние соответствует отрезку OAx, или A1Ay, или A2 Az (обозначение xА). Расстояние от точки до фронтальной плоскости проекций измеряется перпендикулярно данной плоскости либо параллельно оси ординат oy. Оно соответствует отрезку OAy, или A1Ax, или A3Az (обозначение yA). Расстояние от точки до горизонтальной плоскости проекций измеряется перпендикулярно горизонтальной плоскости, т. е. параллельно оси аппликат oz. На рис. 15 оно соответствует отрезку OAz, или A2Ax, или A3Ay (обозначение zA). Три числа всегда будут записываться в следующем порядке: ХА , YA , ZA.

Вопросы для самоконтроля

1. Что изучает начертательная геометрия?

2. Что устанавливают методы начертательной геометрии? Какой метод считается главным?

3. В чем заключается идея метода проецирования?
4. Какие существуют способы проецирования объектов?

5. Сколько проекций у выбранной точки пространства, при заданном аппарате проецирования, находится на заданной плоскости проекций?

6. При каком условии проекция точки определяет положение самой точки в пространстве?
7. В чем заключается сущность параллельного проецирования и каковы его основные свойства?
8. В чем заключается сущность ортогонального (прямоугольного) проецирования?

9. Как формулируется теорема о проецировании прямого угла?

10. В чем заключается сущность проекций с числовыми отметками для геометрических объектов?

11. Что представляет собой система плоскостей проекций?

12. В чем заключается сущность построения эпюра точки?
13. Какие координаты точки однозначно определяют ее положение в пространстве?
14. Какие координаты точки определяют ее положение на горизонтальной плоскости проекций, на фронтальной плоскости проекций, на профильной плоскости проекций?

15. Какую взаимосвязь имеют три проекции одной и той же точки?

16. Как, имея горизонтальную и фронтальную проекции точки, можно построить профильную ее проекцию?
2. ПРОЕЦИРОВАНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ

Точка, прямая и плоскость

2.1. Способы задания точки и прямой. Положения прямой
Точка как математическое понятие не имеет размеров. Очевидно, если объект проецирования является нульмерным образом, то говорить о его проецировании бессмысленно. В геометрии под точкой целесообразно понимать физический объект, имеющий линейные измерения. Условно за точку будем принимать шарик с бесконечно малым радиусом. При такой трактовке понятия точки можно говорить о ее проекциях.
Прямая линия определяется двумя точками, поэтому на комплексном чертеже всякая прямая может быть задана проекциями двух ее точек. Прямую на комплексном чертеже можно задать ее проекциями на две любые плоскости системы плоскостей проекций. 

Прямая в системе плоскостей проекций может располагаться произвольно, параллельно какой-то плоскости проекций и перпендикулярно какой-то плоскости проекций. Всякая произвольно расположенная (не параллельная (3) прямая вполне определяется двумя своими проекциями. Для определения же профильной прямой, параллельной плоскости (3, необходимо задать на проекциях этой прямой проекции ее двух точек. 

Чтобы задать на одной профильной прямой какую-нибудь точку, достаточно задать ее проекции на одноименных проекциях данной прямой. 

Для деления данного отрезка в данном отношении достаточно разделить в этом отношении одну из проекций данного отрезка, а затем спроецировать делящую точку на другую проекцию отрезка.

2.2. Частные положения прямой 
На рис. 16 показаны несколько вариантов прямых общего положения, т. е. прямых, произвольно расположенных относительно плоскостей проекций. Такие прямые наиболее часто встречаются при рассмотрении проецирования линий и отрезков. 
Особый интерес представляют прямые частного положения, т. е. прямые, расположенные определенным образом относительно плоскостей проекций. К таким прямым относят линии либо отрезки, находящиеся в параллельном или же перпендикулярном положении по отношению к плоскости π1 или π2 или π3. Сюда же относят и прямые, принадлежащие какой-то одной плоскости проекций. Перечислим все прямые частного положения, рассмотрим их изображение на эпюре и отметим основные свойства этих прямых.
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Рис. 16. Прямые и отрезки общего положения
Прямые, параллельные плоскостям проекций.
1. Горизонтальная прямая h (рис. 17) – горизонталь.
[image: image17.png]h A, By A;s By by
o v
~
By





Рис. 17. Горизонтальная прямая
Горизонтальная прямая – это прямая, параллельная горизонтальной плоскости проекций π1. Так как все точки этой прямой равноудалены от плоскости проекций π1 (координаты z всех точек прямой равны), то фронтальная и профильная проекции прямой соответственно параллельны координатным осям x и y. На горизонтальную плоскость проекций π1 проецируются без искажения отрезок прямой АВ (А1В1 = АВ) и углы наклона прямой к плоскостям проекций π2 и π3 (углы β0 и γ0).
2. Фронтальная прямая f (рис. 18) – фронталь.
Фронтальная прямая – это прямая, параллельная фронтальной плоскости проекций π2. Так как все точки этой прямой равноудалены от плоскости проекций π2 (координаты y всех точек прямой одинаковы), то горизонтальная и профильная проекции прямой параллельны координатным осям x и z. На плоскость проекций π2 проецируются без искажений отрезок этой прямой CD (C2D2 = CD) и углы наклона прямой к плоскостям проекций π1 и π3 (углы α0 и γ0).
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Рис. 18. Фронтальная прямая
3. Профильная прямая p (рис. 19).

Профильная прямая – это прямая, параллельная профильной плоскости проекций π3. Так как все точки этой прямой равноудалены от плоскости проекций π3 (координаты x всех точек прямой одинаковы), то горизонтальная и фронтальная проекции прямой соответственно параллельны координатным осям y и z. На плоскость проекций π3 проецируются без искажения отрезок этой прямой EF (E3F3 = EF) и углы наклона прямой к плоскостям проекций π1 и π2 (углы α0 и β0).

[image: image19.jpg]X





Рис. 19. Профильная прямая
Прямые, принадлежащие плоскостям проекций.
Прямые, принадлежащие плоскостям проекций, являются частным случаем горизонтальных, фронтальных и профильных прямых. Характерным признаком для эпюра, на котором изображена подобная прямая, будет принадлежность одной из проекций прямой соответствующей оси (рис. 20).
[image: image20.jpg][0a5 b Bs






 INCLUDEPICTURE "http://i3.rae.ru/51/image029.jpg" \* MERGEFORMATINET [image: image21.jpg]




 INCLUDEPICTURE "http://i3.rae.ru/51/image030.jpg" \* MERGEFORMATINET [image: image22.jpg]



                            а                                          б                                  в

Рис. 20. Прямая, принадлежащая плоскости проекций: а ( горизонтальной; 
б ( фронтальной; в ( профильной
На рис. 20, а показана прямая, принадлежащая горизонтальной плоскости проекций (частный случай горизонтальной прямой, z = 0). На рис. 20, б изображена прямая, принадлежащая фронтальной плоскости проекций (все координаты y = 0) и на рис. 20, в – профильной плоскости проекций (все координаты x = 0).
Прямые, перпендикулярные плоскостям проекций.
На рис. 21 показаны прямые, перпендикулярные соответственно горизонтальной и фронтальной плоскостям проекций. 

Прямая, перпендикулярная горизонтальной плоскости проекций, – горизонтально-проецирующая прямая. Такая прямая проецируется на плоскость π1 в точку; ее фронтальная проекция перпендикулярна оси x. Прямая, перпендикулярная фронтальной плоскости проекций, – фронтально-проецирующая прямая. Эта прямая проецируется на плоскость π2 в точку, а ее горизонтальная проекция перпендикулярна оси x.

Эти прямые являются частными случаями фронтали и горизонтали.
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Рис. 21. Прямая, перпендикулярная плоскости проекций: 
а – горизонтальной; б – фронтальной
Прямая, перпендикулярная профильной плоскости проекций, – профильно-проецирующая прямая (рис. 22). 




Рис. 22. Прямая, перпендикулярная
 профильной плоскости 
проекций
2.3. Следы прямой
Следом прямой линии называется точка пересечения прямой с плоскостью проекций. В системе двух плоскостей проекций π1 и π2 прямая в общем случае имеет два следа: горизонтальный Н (Н1, Н2) и фронтальный F (F1, F2) ( точки пересечения прямой с горизонтальной и фронтальной плоскостями проекций (рис. 23).
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Рис. 23. Изображение следов прямой линии: а – в пространстве; б – на эпюре
Для нахождения горизонтального следа прямой необходимо:

1) продолжить фронтальную проекцию прямой до пересечения с осью x (получим точку НХ ≡ Н2);

2) восставить перпендикуляр в точке НХ к оси x (провести линию связи, перпендикулярную к оси x);

3) продолжить горизонтальную проекцию прямой до пересечения с линией связи.
Полученная точка пересечения и будет являться горизонтальным следом этой прямой (Н ≡ Н1).

Для нахождения фронтального следа прямой необходимо:

1) продолжить горизонтальную проекцию прямой до пересечения с осью x (точка FX ≡ F1);

2) провести линию связи из точки FX (перпендикуляр из точки к оси x);

3) продолжить фронтальную проекцию прямой до пересечения с линией связи.
Полученная точка пересечения F ≡ F2 является фронтальным следом этой прямой (F ≡ F1).
В начертательной геометрии считается, что наблюдатель расположен в первом пространственном углу на сравнительно большом расстоянии от плоскостей проекций, поэтому видимыми геометрическими фигурами будут только те, которые расположены в первом октанте.

Проекции этих фигур в ортогональных и аксонометрических проекциях показываются сплошными линиями. Фигуры, расположенные в других пространственных углах, не видны наблюдателю, и их проекции показываются штриховыми линиями.

2.4. Плоскость и способы ее задания на эпюре
На эпюре плоскость может быть задана графически одним из следующих способов (рис. 24).
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Рис. 24. Способы задания плоскости: а − тремя точками, не лежащими на одной прямой; б − прямой и точкой вне ее; в − двумя пересекающимися прямыми; 
г − двумя параллельными прямыми; д − плоской фигурой; е − следами плоскости
2.5. Варианты положения плоскости в пространстве

Плоскость общего положения.
Плоскость, которая занимает произвольное положение по отношению к плоскости проекций (углы наклона этой плоскости к плоскостям проекций произвольные, но отличные от 0 и 90°), называется плоскостью общего положения (см. рис. 24, е). На комплексном чертеже следы плоскости общего положения составляют с осью проекций также произвольные углы.

Рассмотрим изображение на комплексном чертеже и свойства плоскостей частного положения: плоскости, перпендикулярные и параллельные плоскостям проекции.

Плоскости, перпендикулярные плоскостям проекций (проецирующие).
1. Горизонтально-проецирующая плоскость α ( π1.

Плоскость α, перпендикулярная горизонтальной плоскости проекции π1, называется горизонтально-проецирующей (рис. 25).
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Рис. 25. Горизонтально-проецирующая плоскость
Основным свойством горизонтально-проецирующей плоскости является то, что любая фигура, расположенная в этой плоскости, проецируется на π1 в прямую линию (горизонтальный след плоскости h0a). Угол β, который составляет горизонтальный след плоскости h0a c координатной осью x, равен углу наклона плоскости α к плоскости проекций π2. Фронтальный след такой плоскости перпендикулярен оси x (f0a ( x).

2. Фронтально-проецирующая плоскость β ( π2. 
Плоскость β, перпендикулярная фронтальной плоскости проекций π2, называется фронтально-проецирующей (рис. 26).
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Рис. 26. Фронтально-проецирующая плоскость

Основным свойством фронтально-проецирующей плоскости является то, что любая фигура, расположенная в этой плоскости, проецируется на π2 в прямую линию (фронтальный след плоскости f0b). Угол α, который составляет фронтальный след плоскости f0b с координатной осью x, равен углу наклона плоскости β к плоскости проекций π1. Горизонтальный след такой плоскости перпендикулярен оси x.

3. Профильно-проецирующая плоскость.
Такая плоскость перпендикулярна профильной плоскости проекций и наклонена под произвольными углами к двум остальным плоскостям проекций. Любая фигура, расположенная в профильно-проецирующей плоскости, проецируется на π3 в линию, т. е. на профильный след. Оба другие следа этой плоскости перпендикулярны соответствующим осям проекций.

Плоскости, параллельные плоскостям проекций (плоскости уровня).
1. Горизонтальная плоскость γ ( π1.

Плоскость γ, параллельная плоскости π1, называется горизонтальной (рис. 27). Любая фигура, расположенная в такой плоскости, проецируется на горизонтальную плоскость проекций в натуральную величину (Δ А1В1С1 = Δ АВС). Фронтальный след этой плоскости параллелен оси x (f0γ ( x).
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Рис. 27. Плоскость, параллельная горизонтальной плоскости проекций
2. Фронтальная плоскость ( ( π2.

Плоскость (, параллельная плоскости π2, называется фронтальной (рис. 28). Любая фигура, расположенная в такой плоскости, проецируется на фронтальную плоскость проекций без искажения, т. е. в натуральную величину. Горизонтальный след (1 фронтальной плоскости параллелен оси x.
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Рис. 28. Плоскость (, параллельная 
фронтальной плоскости проекций
3. Профильная плоскость ( ( π3 (рис. 29)                
Плоскость, параллельная профильной плоскости проекций, называется профильной.
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Рис. 29. Плоскость (, параллельная 
профильной плоскости проекций
След (2 на фронтальной плоскости проекций параллелен оси z, а след (1 на горизонтальной плоскости проекций параллелен оси y.
2.6. Следы плоскости
Следом плоскости ( называется линия пересечения этой плоскости с плоскостью проекций (рис. 30).
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Рис. 30. Изображения следов плоскости: а – в пространственной системе 
плоскостей проекций; б – на комплексном чертеже
В системе двух плоскостей проекций π1 и π2 рассматриваемая плоскость ( в общем случае имеет два следа: горизонтальный ha0 и фронтальный fa0. Они являются линиями пересечения плоскости ( с горизонтальной и фронтальной плоскостями проекций. Точки пересечения плоскости ( с координатными осями x, y, z называются точками схода следов и обозначаются соответственно Sx, Sy, Sz.
Вопросы для самоконтроля 
1. Какие линии называют прямыми: а) общего положения; б) частного положения?
2. Как называется прямая, параллельная одной плоскости проекций? Какую особенность имеют проекции такой прямой?

3. Как называется прямая, перпендикулярная одной плоскости проекций? Какую особенность имеют проекции такой прямой?
4. Что такое след прямой? Как строятся проекции такого следа?
5. Какими способами задается плоскость в пространстве?

6. Какой из имеющихся способов задания плоскости обладает большей наглядностью?
7. Какие плоскости являются плоскостями частного положения?

8. Какие названия имеют плоскости частного положения?

9. Назовите основное свойство плоскости частного положения.
10. Каким дополнительным важным свойством обладает плоскость уровня?
11. Что называется следом плоскости и как он определяется?
12. Что такое точка схода следов и сколько таких точек у плоскости общего положения?
13. Сколько следов имеет проецирующая плоскость и сколько следов у плоскости уровня?

3. Основные позиционные задачи на плоскости
Позиционными задачами называются такие задачи, в которых определяется взаимное расположение различных геометрических объектов относительно друг друга. На первом этапе ограничимся рассмотрением объектов, находящихся в одной и той же плоскости, определяя их удаление друг от друга или угловые величины. Затем рассмотрим и пространственное их положение, т. е. положение нескольких объектов, которые не могут располагаться в одной плоскости.
3.1. Прямая и точка (принадлежность)
Из третьего инвариантного свойства параллельного проецирования следует, что проекции точки К (К1, К2 и К3), принадлежащие прямой а, должны принадлежать соответствующим проекциям этой прямой (рис. 31), так как если хотя бы одна проекция точки не принадлежит соответствующей проекции прямой, то и точка в пространстве не принадлежит прямой. 
Точки А и В, принадлежащие прямой а, и точки C, D и E, которые лежат вне этой прямой, показаны на рис. 31.
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Рис. 31.  Взаимное положение прямой и точки: а – А, В, К принадлежат 
прямой; б – C, D, E не принадлежат прямой
3.2. Прямая и точка на плоскости

Прямая АВ принадлежит плоскости α, если две ее точки А и В принадлежат этой плоскости α (Δ КLM). Справедливо и обратное утверждение: если точки А и В принадлежат плоскости α (Δ КLM), то прямая, проходящая через эти точки, принадлежит плоскости α.

Прямые АВ и CD, принадлежащие разным плоскостям, показаны на рис. 32. Прямая АВ принадлежит плоской фигуре LKM, потому что на проекциях прямой и плоской фигуры имеются две общие точки.
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Рис. 32. Изображение прямых, принадлежащих плоскостям:

а – плоскость задана треугольником АВС; б – плоскость задана параллельными прямыми c и d
Прямая CD принадлежит плоскости, заданной параллельными прямыми с и d, так как она проходит через точки С и D, расположенные на этих прямых.

Прямая принадлежит плоскости, если ее следы принадлежат одновременно следам плоскости. Справедливо и обратное утверждение: если следы прямой принадлежат следам плоскости, то прямая принадлежит плоскости.

Кроме того, существует еще одно свойство, определяющее взаимное положение точки и плоскости. Точка принадлежит плоскости, если она расположена на прямой, принадлежащей этой плоскости. Так, если на проекциях линии AB (см. рис. 32, а) или на проекциях линии CD (см. рис. 32, б) будут построены проекции какой-то иной точки, находящиеся в проекционной связи, то эти точки будут принадлежать заданным плоскостям.

3.3. Взаимное положение прямых

Две прямые в пространстве могут пересекаться, скрещиваться и могут быть параллельны.

1. Пересекающиеся прямые.
Пересекающимися прямыми называются прямые, которые имеют одну общую точку.
Из пятого инвариантного свойства следует, что проекции точки пересечения проекций прямых а и b (К1, К2) определяют точку пересечения этих прямых в пространстве (рис. 33).
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Рис. 33. Пересекающиеся прямые
2. Параллельные прямые.
На рис. 34 изображены параллельные прямые – прямые, пересекающиеся в несобственной точке (прямые, лежащие в одной плоскости и пересекающиеся в бесконечно удаленной точке).
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Рис. 34. Параллельные прямые
Из шестого инвариантного свойства следует, что проекции параллельных прямых а и b взаимно параллельны.

3. Скрещивающиеся прямые.
Скрещивающиеся прямые – это прямые, не лежащие в одной плоскости, не имеющие ни одной общей точки.
На комплексном чертеже (рис. 35) точки пересечения проекций этих прямых не лежат на одном перпендикуляре к оси х (в отличие от пересекающихся прямых, см. рис. 33).




Рис. 35. Скрещивающиеся прямые
3.4. Конкурирующие точки
Конкурирующими точками называются такие точки пространства, у которых совпадают какие-либо две одноименные проекции. Такие точки показаны на рис. 36.
Это конкурирующие точки А и В (совпадают горизонтальные проекции А1 ≡ В1) и C и D (совпадают фронтальные проекции С2 ≡ D2).

Метод конкурирующих точек заключается в определении взаимной видимости точек (фигур) по их несовпадающим проекциям. Точка В находится выше точки А относительно плоскости π1 (ZB  > ZA), поэтому на плоскости π1 видна точка В, которая закрывает точку А (считается, что наблюдатель смотрит на плоскости проекций из бесконечности и направление луча зрения параллельно проецирующему лучу S). На плоскости π2 видна точка D, так как она находится ближе к наблюдателю (дальше от плоскости π2, YD > YC) и закрывает собой точку С.
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Рис. 36. Конкурирующие точки
Методом конкурирующих точек пользуются при определении видимости пересекающихся геометрических фигур.

Вопросы для самоконтроля 
1. Что считается позиционной задачей в начертательной геометрии?

2. Какие точки являются конкурирующими?

3. Как можно судить о принадлежности в пространстве точки прямой линии по проекциям этой точки и этой линии?

4. Назовите варианты взаимного расположения двух отрезков в пространстве.
5. В чем проявляется принципиальное отличие двух пересекающихся отрезков от скрещивающихся отрезков?

6. Как формулируется условие принадлежности прямой линии заданной плоскости?

7. Как можно судить о принадлежности рассматриваемой прямой плоскости, заданной следами?

8. Как формулируется условие принадлежности точки рассматриваемой плоскости?
4. Взаимное положение геометрических объектов. пространственные позиционные задачи

4.1. Взаимное положение двух плоскостей

Две плоскости в пространстве могут быть либо параллельны (или совпадать друг с другом), либо пересекаться. Взаимно перпендикулярные плоскости представляют собой частный случай пересекающихся плоскостей.

Плоскости параллельны, если две пересекающиеся прямые одной плоскости соответственно параллельны двум пересекающимся прямым другой плоскости. 

Это определение хорошо иллюстрируется задачей: через точку В провести плоскость, параллельную плоскости, заданной двумя пересекающимися прямыми a и b (рис. 37).
Итак, если две пересекающиеся прямые одной плоскости соответственно параллельны двум пересекающимся прямым другой плоскости, то эти плоскости параллельны между собой. Проводим через точку В две прямые c и d.

Для того чтобы провести на эпюре параллельные прямые, необходимо воспользоваться свойством параллельного проецирования – проекции параллельных прямых параллельны между собой:
d ( a, с ( b ( (( ( a(( с1( b1; (( ( a( ( с2 ( b2; (( ( a(( с3 ( b3. 
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Рис. 37. Параллельные плоскости: а – модель; б – эпюр
Если рассматриваемые плоскости не параллельны, то они пересекаются. Линией пересечения двух плоскостей является прямая, для построения которой достаточно определить две ее точки, общие для обеих плоскостей, либо одну точку и направление линии пересечения плоскостей. Рассмотрим построение линии пересечения двух плоскостей, когда одна из них проецирующая (рис. 38).

Задача. Дано: произвольная плоскость, заданная треугольником АВС, а вторая – горизонтально-проецирующая плоскость (. Требуется построить линию пересечения заданных плоскостей.
Решение задачи заключается в нахождении двух точек, общих для данных плоскостей, через которые можно провести прямую линию. Плоскость, заданную треугольником АВС, можно представить как прямые линии (АВ), (АС), (ВС). Точка пересечения прямой (АВ) с плоскостью ( – точка D, прямой (AС) – F. Отрезок (DF( определяет линию пересечения плоскостей. Так как  – горизонтально - проецирующая плоскость, то проекция D1F1 совпадает со следом плоскости П1Таким образом, остается только построить недостающие проекции DF на (2 и (3.
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Рис. 38. Пересечение плоскости общего положения с проецирующей плоскостью: а – модель; б – эпюр

Рассмотрим общий случай пересечения плоскостей, когда плоскости занимают общее положение в пространстве, на примере взаимно перпендикулярных плоскостей. Частным случаем пересечения плоскостей являются две перпендикулярные плоскости (рис. 39).
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Рис. 39. Взаимно перпендикулярные плоскости: а – модель; б – эпюр
Из стереометрии известно, что две плоскости взаимно перпендикулярны, если одна из них проходит через перпендикуляр к другой. Через точку А можно провести множество плоскостей, перпендикулярных данной плоскости ((h, f). Эти плоскости образуют в пространстве пучок плоскостей, осью которого является перпендикуляр, опущенный из точки А на плоскость (. Для того чтобы через точку А провести плоскость, перпендикулярную плоскости ((h, f), необходимо из точки А провести прямую n, перпендикулярную плоскости ((h, f) (горизонтальная проекция n1 перпендикулярна горизонтальной проекции горизонтали h1, фронтальная проекция n2 перпендикулярна фронтальной проекции фронтали f2). Любая плоскость, проходящая через прямую n будет перпендикулярна плоскости ((h, f), поэтому для задания плоскости через точку А проводим произвольную прямую m. Плоскость, заданная двумя пересекающимися прямыми (m, n), будет перпендикулярна плоскости ((h, f) (см. рис. 39, б).
4.2. Взаимное положение прямой и плоскости

Рассмотрим три случая взаимного положения прямой и плоскости: прямая лежит в плоскости, прямая параллельна плоскости, прямая пересекает заданную плоскость.

1. Прямая, лежащая в плоскости или принадлежащая плоскости.

Условие принадлежности прямой плоскости рассмотрено в параграфе 3.2. Примеры, иллюстрирующие это условие, показаны на 
рис. 32 и 40.
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Рис. 40. Прямые, принадлежащие плоскостям, заданным:
а – плоскостью треугольника АВС; б – горизонтальным h0α 
и фронтальным f0α следами
2. Прямая, параллельная плоскости.
Прямая параллельна плоскости, если она параллельна какой-либо прямой, принадлежащей этой плоскости. На рис. 41 показана прямая n, параллельная отрезку 1В, принадлежащему плоскости ABC, а следовательно, параллельная этой плоскости. 
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Рис. 41. Прямая n параллельна ∆ ABC
3. Прямая, пересекающая плоскость.
Прямая, пересекающая плоскость, имеет с этой плоскостью одну общую точку. Подробно этот вариант взаимного положения прямой и плоскости будет рассмотрен в следующем параграфе. Частным случаем пересечения прямой с плоскостью является вариант перпендикулярности прямой и плоскости. 
4.3. Пересечение прямой и плоскости
Рассмотрим упрощенный вариант пересечения прямой с плоскостью, когда заданная плоскость занимает частное положение, т. е. является либо проецирующей, либо плоскостью уровня. В подобных случаях определение места пересечения очевидно, так как проекция точки пересечения прямой и плоскости будет находиться на вырожденной проекции плоскости, т. е. на отрезке-следе заданной плоскости. Эта вырожденная проекция заданной плоскости отображается на той плоскости проекций, к которой заданная плоскость перпендикулярна. Таким образом, первая проекция точки пересечения прямой с заданной плоскостью строится в месте пересечения проекции прямой с вырожденной проекцией плоскости. Вторая и третья проекции искомой точки строятся с помощью линий проекционной связи.
На рис. 42 представлено построение точки пересечения D прямой общего положения с плоскостью уровня ABC, где начальная проекция точки пересечения D1 находится на горизонтальной плоскости проекций, затем по линии проекционной связи найдена фронтальная проекция точки пересечения D2. 
На рис. 43 выполнено построение точки пересечения прямой с фронтально-проецирующей плоскостью ABC. Как и в предыдущем случае, вначале отмечена точка пересечения проекции прямой с вырожденной проекцией плоскости. В этом варианте это точка D2 на фронтальной плоскости проекций. Вторая проекция точки пересечения D1 прямой с плоскостью построена с помощью линии проекционной связи.
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	Рис. 42. Пересечение прямой 
с фронтальной плоскостью
уровня


	Рис. 43. Пересечение прямой 
с фронтально-проецирующей плоскостью


Определение видимых и скрытых участков заданной прямой также не вызывает затруднений, так как они очевидны.

4.4. Пересечение двух плоскостей (частный вариант)
Рассмотрим сначала частный случай (рис. 44, а), при котором одна из пересекающихся плоскостей параллельна горизонтальной плоскости проекций (α ( π1, f 0α ( x). В этом случае линия пересечения а, принадлежащая плоскости α, будет также параллельна плоскости π1, т. е. будет совпадать с горизонталью пересекающихся плоскостей (а ≡ h). Если же одна из плоскостей параллельна фронтальной плоскости проекций (рис. 44, б), то линия пересечения а, принадлежащая этой плоскости, будет параллельна плоскости π2 и будет совпадать с фронталью пересекающихся плоскостей (а ≡ f). Построение проекций линии пересечения этих плоскостей достаточно очевидно.
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Рис. 44. Частный случай пересечения плоскости общего положения 
с плоскостями: а – горизонтального уровня; б – фронтального уровня
4.5. Пересечение прямой и плоскости (общее положение)
Пример построения точки пересечения K прямой а (АВ) с плоскостью α (DEF) показан на рис. 45. Для этого прямая а заключена в некоторую плоскость β и определена линия пересечения плоскостей α и β. В рассматриваемом примере прямые АВ и MN принадлежат одной плоскости β и пересекаются в точке К, а так как прямая MN принадлежит заданной плоскости α (DEF), то точка K является и точкой пересечения прямой а (АВ) с плоскостью α.
[image: image62.png]



Рис. 45. Точка пересечения прямой а с плоскостью
Для решения подобной задачи на комплексном чертеже необходимо уметь находить точку пересечения прямой общего положения с плоскостью общего положения. Рассмотрим пример нахождения проекций точки пересечения прямой АВ c плоскостью треугольника DEF, представленный на рис. 46.
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Рис. 46. Пример определения точки пересечения прямой и плоскости
Для нахождения точки пересечения через фронтальную проекцию прямой А2В2 проведена фронтально-проецирующая плоскость β, которая пересекла треугольник в точках M и N. На фронтальной плоскости проекций (π2) эти точки представлены проекциями M2, N2. Из условия принадлежности прямой плоскости на горизонтальной плоскости проекций (π1) находятся горизонтальные проекции полученных точек M1, N1. В пересечении горизонтальных проекций прямых А1В1 и M1N1 образуется горизонтальная проекция точки их пересечения (К1). По линии связи и условиям принадлежности на фронтальной плоскости проекций находится фронтальная проекция точки пересечения (К2).

Видимость отрезка АВ относительно треугольника DEF определена методом конкурирующих точек. На плоскости π2 рассмотрены две точки: N ( EF и l ( АВ. По горизонтальным проекциям этих точек можно установить, что точка N расположена ближе к наблюдателю (YN > Y1 ), чем точка l (направление луча зрения параллельно S). Следовательно, прямая АВ, т. е. часть прямой АВ (К1), закрыта плоскостью DEF на плоскости π2  (проекция К2 l 2 показана штриховой линией). Также установлена видимость на плоскости π1.

4.6. Пересечение двух плоскостей общего положения

Задача. Дано: Две плоскости общего положения ( (m ( n) и ( (ABC) (рис. 47). Требуется построить линию пересечения плоскостей ( и (.
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Рис. 47. Пересечение двух плоскостей общего положения: 
а – модель; б – эпюр
Рассмотрим последовательность построения линии пересечения плоскостей ( (m ( n) и ( (АВС). По аналогии с предыдущей задачей для нахождения линии пересечения данных плоскостей проведем вспомогательные секущие плоскости ( и (. Найдем линии пересечения этих плоскостей с заданными плоскостями. Плоскость ( пересекает плоскость (  по прямой (1, 2), а плоскость ( – по прямой (3, 4). Точка пересечения этих прямых – точка К. Она одновременно принадлежит трем плоскостям: (, ( и (, а значит искомой линии пересечения плоскостей ( и (. Плоскость ( пересекает плоскости ( и ( по прямым (5, 6) и (7, C). Точка их пересечения М расположена одновременно в трех плоскостях: (, (, ( и принадлежит линии пересечения плоскостей ( и (. Таким образом, прямая КМ является линией пересечения плоскостей ( и (. 

Построение линии пересечения двух плоскостей можно упростить, если вспомогательные секущие плоскости проводить через прямые, задающие плоскость. В этом случае точки, определяющие положение линии пересечения плоскостей, находятся как точки пересечения прямой и плоскости.
Вопросы для самоконтроля 
1. Как могут располагаться в пространстве две плоскости?

2. Как определяется взаимопараллельность двух плоскостей?

3. Каким образом определяется взаимопересечение двух плоскостей?

4. Когда две плоскости перпендикулярны относительно друг друга?

5. Какие существуют варианты взаимного положения прямой и плоскости?

6. В какой последовательности строятся проекции линии пересечения двух плоскостей, если одна из них занимает частное положение?

7. Как определяется видимость участков пересекающихся плоскостей?

8. Как определяются проекции точки пересечения произвольной прямой с плоскостью частного положения?

9. В какой последовательности на комплексном чертеже решается задача по построению проекций точки пересечения произвольной прямой с плоскостью общего положения?

10. Какие действия и в какой последовательности нужно выполнить для построения проекций линии пересечения двух плоскостей, занимающих общие положения?

11. Какой метод может быть использован при определении видимых и закрытых элементов заданных плоскостей?

5. Метрические задачи для отрезка
Определение количественных параметров
5.1. Определение длины и углов наклона отрезка
 к плоскостям проекций

Определение действительных размеров геометрических объектов, в том числе длин отрезков, относится к метрическим задачам начертательной геометрии. Линейные либо угловые размеры объектов определяются или при выгодном расположении объекта в системе плоскостей проекций, или при использовании соответствующих способов и дополнительных построений.

На рис. 48 показан отрезок АВ и его горизонтальная проекция А1В1. Проведя прямую ВВ(, параллельную горизонтальной проекции отрезка А1В1, получим прямоугольный треугольник Δ АВВ(.
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 Рис. 48. Определение углов наклона и натуральной величины отрезков
Длина отрезка АВ равна гипотенузе этого треугольника, катетами которого являются горизонтальная проекция отрезка А1В1 и разность координат Z точек А и В (ΔZ = ZA – ZB).

Как известно, угол наклона прямой к плоскости равен углу между этой прямой АВ и ее проекцией на плоскость (А1В1). Следовательно, угол Δ АВВ(, лежащий против катета Δz, равен углу наклона отрезка АВ и горизонтальной плоскости проекций π1 (угол α°).

Аналогично рассуждая (рис. 49), можно показать, что на эпюре длина отрезка АВ равна гипотенузе треугольника. 





Рис. 49. Определение углов наклона 
и натуральной величины отрезка
Аналогично длина отрезка АВ может быть определена и как гипотенуза треугольника, катеты которого – профильная проекция отрезка А3В3 и разность координат Х (ΔХ = ХА – ХВ) точек А и В. Угол γ° этого треугольника, лежащий против катета ΔХ, определяет угол наклона отрезка АВ к профильной плоскости проекций π3.
На рис. 50 показан пример определения длины отрезка АВ и углов наклона его ко всем плоскостям проекций.
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Рис. 50. Определение длины отрезка и углов 
наклона к плоскостям проекций
5.2. Кратчайшее расстояние между объектами

Перпендикуляр к плоскости общего положения

Из обычного житейского опыта мы усваиваем направление, которое является кратчайшим между двумя геометрическими объектами. В классической и начертательной геометрии кратчайшим расстоянием между точкой и прямой линией будет отрезок, проведенный из заданной точки перпендикулярно к этой прямой. В соответствии с такими рассуждениями мы приходим к необходимости отображения прямого угла на соответствующих плоскостях проекций, который, как и любой другой угол, может проецироваться и с искажением, и в натуральную величину. Это значит, что мы должны уметь выполнять необходимые построения прямого угла на комплексном чертеже так, чтобы и в пространстве этот угол также оказывался прямым.
Вспомним теорему о проецировании двух отрезков, расположенных относительно друг друга под прямым углом. Она уже упоминалась в параграфе 1.6 (см. рис. 11). Итак, если хотя бы один из двух отрезков, составляющих прямой угол, параллелен соответствующей плоскости проекций, то прямой угол между ними проецируется на эту плоскость проекций в натуральную величину. Таким образом, наиболее просто выдерживать прямой угол по отношению к имеющейся плоскости, построив для нее проекции горизонтали и фронтали, либо иметь заранее следы заданной плоскости. Затем выполняется построение проекций перпендикуляра. Эти построения выполнены на рис. 51.
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Рис. 51. Прямая п, перпендикулярная плоскости (:
 а ( пространственная модель; б – эпюр
Резюмируя приведенные рассуждения, можно сформулировать следующее: если прямая перпендикулярна плоскости, то ее проекции перпендикулярны к соответствующим следам этой плоскости, а также к соответствующим проекциям горизонтали и фронтали плоскости. 

Рассмотрим пример построения перпендикуляра n к плоскости (, заданной параллельными прямыми a и b, из точки A, принадлежащей заданной плоскости (рис. 52). 

Через точку A проводится горизонталь h (h1, h2) и фронталь f (f1,f2) плоскости. Восставляем проекции искомого перпендикуляра, исходя из того, что n1( h1 , а n2 ( f2. Длина перпендикуляра выбирается в данном случае произвольно.

Для построения перпендикуляра из определенной точки к заданной прямой, необходимо вначале построить плоскость, которая должна оказаться перпендикулярной к этой прямой. Любая линия, принадлежащая такой плоскости, будет перпендикулярна к исходной прямой. Такое построение выполнено на рис. 53. 
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	Рис. 52. Проекции перпендикуляра n к плоскости (a ( b)
	Рис. 53. Плоскость (f ( h) ( прямой а


При построении плоскости, перпендикулярной прямой а, руководствуемся теми же положениями. Через выбранную точку на прямой проводим проекции горизонтали и фронтали. При этом h1 ( a1, h2 ( оси x, f2 ( а2 , f1 ( оси х либо расположена перпендикулярно линии связи А1А2.
5.3. Условие перпендикулярности двух прямых
В начертательной геометрии существует утверждение: две прямые перпендикулярны, если угол между проекциями этих прямых на соответствующей плоскости проекций равен 90°, причем  одна из этих прямых представляет собой линию уровня. Для подтверждения этого рассмотрим примеры, приведенные на рис. 54.

Предположим, что необходимо через точку А провести прямую l, пересекающую горизонталь h под прямым углом, т. е. в пространстве 
l ( h. Так как одна из сторон h прямого угла параллельна плоскости π1, то на эту плоскость прямой угол спроецируется без искажения. Поэтому через горизонтальную проекцию А1 проведем горизонтальную проекцию искомой прямой l1 ( h1. Отметим горизонтальную проекцию точки пересечения прямой и горизонтали M1 = l1 ∩ h1.
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Рис. 54. Примеры построения перпендикулярных прямых: 
а ( прямая а ( h; б – прямая l ( f
Найдем по принадлежности фронтальную проекцию точки пересечения M2. Точки А2 и M2 определяют фронтальную проекцию искомой прямой l. Две проекции отрезка АМ прямой определяют ее положение в пространстве.

Если вместо горизонтали будет задана фронталь f, то геометрические построения по проведению прямой l ( f аналогичны рассмотренным. Разница лишь в том, что построения начальной проекции прямого угла следует начинать с его фронтальной проекции (см. рис. 54, б).
Выполнять построение перпендикуляра по отношению к проекциям прямой линии общего положения не имеет смысла, так как построенный прямой угол на плоскости проекций никогда не окажется прямым в пространстве.
5.4. Условие перпендикулярности двух плоскостей

Плоскости α и β перпендикулярны, если одна плоскость проходит через перпендикуляр другой плоскости.

Так, на рис. 55 показана прямая а, перпендикулярная плоскости α (следы h0(, f0(). Если через эту прямую провести (задать) плоскость, то она будет перпендикулярна плоскости α. Если же рассматривать две плоскости общего положения, заданные своими следами, то нужно представлять, что перпендикулярность одноименных следов не означает перпендикулярности самих плоскостей.

На рис. 55 изображены две проецирующие плоскости β и γ и произвольная плоскость δ, следы которой проходят через следы прямой а. Это означает, что прямая a лежит и в плоскости β, и в плоскости γ, и в плоскости δ. Задавая новую плоскость следами h0( и f0(, нужно выдержать перпендикулярность этих следов относительно соответствующих проекций прямой a (a1, a2), что и показано на рис. 55. Одноименные же следы плоскостей δ и ( оказываются расположенными под произвольным углом друг к другу.
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Рис. 55. Условие перпендикулярности 
плоскостей, заданных следами
Аналогичным образом подходим к построению взаимоперпендикулярных плоскостей, если они задаются иным способом, например, плоскими фигурами. Для первой (исходной) плоскости обязательно построение линий уровня, т. е. проекций горизонтали и фронтали. Далее строят в выбранном месте проекции прямой (отрезка), с условием перпендикулярности соответствующих проекций прямой и проекций фронтали и горизонтали. Затем через построенные проекции линии (отрезка) задают проекции второй плоскости. На рис. 56 изображена прямая b, перпендикулярная плоскости Δ АВС, следовательно, любая плоскость, проходящая через прямую b, будет перпендикулярна плоскости Δ АВС.
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Рис. 56. Условие перпендикулярности плоскостей
5.5. Линия наибольшего ската плоскости 
Линия наибольшего ската рассматриваемой плоскости, наряду с горизонталью и фронталью плоскости, относится к главным линиям плоскости. Линией наибольшего ската (наклона) плоскости γ называется прямая g, принадлежащая этой плоскости и перпендикулярная ее линии уровня ( горизонтали h. Это значит, что плоский угол между этими двумя главными линиями плоскости равен 90(. По десятому инвариантному свойству для ортогонального проецирования этот прямой угол должен проецироваться таковым на плоскость (1 (рис. 57).
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Рис. 57. Пример построения линии наибольшего наклона

На комплексном чертеже горизонтальная проекция линии наибольшего ската перпендикулярна горизонтальной проекции горизонтали этой плоскости, а фронтальная − строится по двум проекциям соответствующих точек (H и F).

Главным свойством линии наибольшего ската является то, что она образует с горизонтальной плоскостью проекций π1 угол α°, равный углу наклона плоскости γ к плоскости π1. Это свойство линии наибольшего наклона (ската) используется для определения углов наклона плоскостей к плоскостям проекций.

Вопросы для самоконтроля 
1. Как формулируется условие перпендикулярности двух прямых линий (отрезков) с учетом положения проекций этих линий либо отрезков?

2. Как формулируется теорема о перпендикулярности прямой и плоскости?

3. В каком положении относительно друг друга должны находиться проекции прямой (отрезка) и линий уровня плоскости, если в пространстве эта прямая и плоскость перпендикулярны?

4. Как проверяется условие перпендикулярности двух плоскостей?

5. Каким способом может быть определена действительная длина отрезка общего положения? Какой элемент построения представляет эту величину?

6. Каким построением может быть найден реальный угол наклона отрезка к соответствующей плоскости проекций?

7. Что такое линия наибольшего ската (наклона) плоскости и как она может быть построена на комплексном чертеже?

8. Каким главным свойством обладает линия наибольшего ската плоскости?

6. Способы преобразования комплексного
чертежа (изменение позиции)
6.1. Необходимость преобразований комплексного чертежа (эпюра)

Трудоемкость и, как следствие, точность графического решения задач часто зависят не только от сложности задач, но и от того, какое положение занимают геометрические фигуры, входящие в условие задачи, по отношению к плоскостям проекций. Проецируемая фигура может занимать по отношению к плоскостям проекций произвольное или частное положение.

В первом случае, как правило, получаются проекции, неудобные для решения задач. Решение задачи значительно упрощается, когда мы имеем дело с частным расположением геометрических фигур относительно плоскостей проекций. Наиболее выгодным частным положением проецируемой фигуры при ортогональном проецировании следует считать:

- положение, перпендикулярное к плоскости проекций, – при решении позиционных задач;

- положение, параллельное плоскости проекций, – для решения метрических задач.

Таким образом, при решении той или иной задачи бывает целесообразным приведение фигуры к частному положению. 

Переход от общего положения геометрической фигуры к частному можно осуществлять изменением взаимного положения проецируемой фигуры и плоскости проекции. При ортогональном проецировании это может быть достигнуто двумя путями:

- перемещением в пространстве проецируемой фигуры по отношению к плоскости проекций;
- выбором новой плоскости проекций по отношению к проецируемой фигуре.

Первый путь лежит в основе плоскопараллельного перемещения, второй – составляет теоретическую базу способа замены плоскостей проекций.

6.2. Задачи преобразований комплексного чертежа
Все метрические и позиционные задачи можно свести к одной из следующих четырех задач.

Задача 1. Преобразовать комплексный чертеж так, чтобы прямая общего положения АВ оказалась параллельной одной из плоскостей проекций, т. е. прямой уровня (горизонталь, фронталь) новой системы.
Для решения этой задачи первым путем необходимо уяснить, как происходит перемещение геометрического объекта в пространстве. Наиболее простое перемещение – это вращение объекта вокруг заданной или выбранной оси. Способ преобразования эпюра, при котором используется это перемещение, называется способом вращения. Рассмотрим вращение точки A вокруг заданной оси i (рис. 58).
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Рис. 58. Вращение точки вокруг 
оси i в плоскости α
Точка А, вращаясь вокруг оси i, опишет окружность, плоскость α которой перпендикулярна этой оси. Центр окружности О расположен в точке пересечения оси вращения i с плоскостью α, в которой и вращается точка. Радиус R окружности определится как расстояние от точки А до оси вращения.

Если плоскость проекций параллельна оси i, то проекция траектории вращающейся точки на эту плоскость проекций представит собой прямую линию, перпендикулярную проекции оси на ту же плоскость. Если же плоскость проекций перпендикулярна оси вращения, то ось вращения i проецируется на плоскость проекций в точку, которая явится центром окружности, т. е. проекции траектории перемещения точки (рис. 59). Эта окружность проецируется в свою натуральную величину, так как она идентична пространственной окружности.
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Рис. 59. Ось вращения i и плоскость вращения α для точки а в системе плоскостей проекций П1 / П2
Рассмотрим теперь решение задачи 1. 

Если прямая параллельна плоскости (1 или (2, то одна из ее проекций должна быть параллельна оси x1, 2, а если этой оси на эпюре нет, то одна из проекций прямой должна располагаться под прямым углом относительно линии проекционной связи.
Следовательно, решая задачу о расположении прямой АВ (а) параллельно (2 (рис. 60), придется повернуть горизонтальную проекцию А1В1 прямой так, чтобы она стала параллельно оси x либо перпендикулярно линии связи на плоскости (1 на показанном изображении. 

 [image: image78.png]



Рис. 60. Поворот прямой а вокруг оси i 
в пространственной системе
Для реализации поворота ось вращения i нужно сориентировать перпендикулярно плоскости (1. На рис. 60 ось вращения проведена через точку А ( а, которая при вращении прямой будет неподвижна. Что касается любой другой точки, например В (В ( а), то она и ее горизонтальная проекция опишут дуги окружности. Угол поворота точки В определяется условием перпендикулярности новой проекции а'1 прямой а к линии проекционной связи. Эта же операция в эпюрном варианте выполнена на рис. 61.
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Рис. 61. Преобразование прямой АВ в линию уровня АВ'
 (фронталь)
В результате такого поворота на плоскость (2 без искажения проецируются и отрезок АВ, и угол φ, который прямая а составляет с плоскостью (1.

Вращением вокруг оси i, перпендикулярной плоскости (2, прямую можно повернуть до положения, параллельного плоскости (1 (рис. 62). В этом случае фронтальная проекция прямой после ее поворота должна оказаться перпендикулярной линии проекционной связи. На плоскость (1 без искажения проецируются отрезок АВ и угол (, образуемый этой прямой с плоскостью (2.
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Рис. 62. Преобразование
 произвольной прямой АВ 
в А'В (горизонталь)
Итак, однократным поворотом вокруг проецирующей прямой (оси) прямую общего положения можно расположить параллельно одной из плоскостей проекций, т. е. преобразовать прямую общего положения в прямую линии уровня.

Процесс вращения точки вокруг выбранной оси можно объединить с линейным перемещением этой оси, т. е. выполнить своеобразный сдвиг в пространстве и оси и точки. Такой процесс в механике именуется плоскопараллельным перемещением объектов. В начертательной геометрии подобный способ преобразования комплексного чертежа (эпюра) так и называется – способ плоскопараллельного перемещения.

Если осью вращения объектов в пространстве выбирается след заданной произвольной плоскости, то перемещение обычно выполняется до совмещения этой произвольной плоскости с одной из плоскостей проекций. Такой способ преобразования комплексного чертежа называется способом совмещения. Эти способы предлагается рассмотреть самостоятельно, пользуясь соответствующей учебной литературой.

Для решения задачи вторым путем необходимо заменить плоскость проекций (1 или (2 новой плоскостью проекций (4, параллельной прямой АВ и перпендикулярной к незаменяемой плоскости проекций.  Чтобы прямая АВ в новой системе плоскостей проекций стала, например, фронталью, нужно заменить фронтальную плоскость проекций (2 новой плоскостью (4 ( (1 и параллельной прямой АВ (рис. 63).
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Рис. 63. Преобразования прямой общего положения в прямую уровня: 
а – в пространстве; б – на комплексном чертеже
Рассмотрим подробно этапы построения на комплексном чертеже, необходимые для решения первой основной задачи на преобразование комплексного чертежа:

- провести новую ось проекций х1, 4 параллельно А1В1 на произвольном расстоянии от нее; такое положение оси х1, 4 обусловливается тем, что (1 параллельна АВ. В частном случае, если плоскость (4 проведена непосредственно через прямую АВ, ось х1, 4 = А1В1;

- выбрать на прямой две точки А(А1А2) и В(В1В2);

- построить проекции точек А и В на плоскости (4.
Прямая А4В4 является проекцией прямой АВ на плоскость (4. Прямая AB в новой системе плоскостей проекций (1/(4 является фронталью. Отрезок [АВ] прямой проецируется на плоскость (4 в истинную величину, т. е. |А4В4| = |АB|, ( α – величина угла наклона прямой АВ к плоскости (1.

Задача 2. Преобразовать комплексный чертеж так, чтобы линия общего положения АВ стала проецирующей.                
Для того чтобы прямую общего положения преобразовать в проецирующую, необходимо выполнить две последовательные замены плоскостей проекций. Вначале прямую общего положения следует преобразовать в линию уровня, а затем линию уровня преобразовать в проецирующую прямую (рис. 64).
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Рис. 64. Преобразование прямой АВ общего положения в проецирующую прямую      
Для решения задачи необходимо заменить плоскость (2 исходной системы (2/(1 плоскостью (4 ( А1В1, при этом плоскость (4 будет перпендикулярна (1, так как АВ ( (4 и образует с ней новую систему плоскостей проекций (1/(4. Порядок построений на комплексном чертеже следующий:

- провести новую ось проекций х1, 4 ( А1В1;

- построить проекции точек А и В на плоскость (4, взяв координаты точек из плоскости (2;

- заменить плоскость (1 на новую (5, которая будет перпендикулярна (4 и А4В4. Для этого нужно провести новую ось проекций х4, 5, перпендикулярную проекции А4В4. 

Так как расстояния от точек А и В до плоскости (4 одинаковы (А1В1 ( x1,4), то проекции их на плоскости (5 совпадут (А5 ≡ В5), прямая АВ (А5В5) в новой системе плоскостей проекций заняла проецирующее положение и стала горизонтально-проецирующей.

Прямую общего положения преобразовать в проецирующую прямую однократной заменой плоскости проекций нельзя. Новая плоскость (4, перпендикулярная прямой, не будет перпендикулярна ни одной из «старых» плоскостей проекций. А это значит, что плоскость (4 не сможет образовать ни с одной из имеющихся плоскостей прямоугольной системы плоскостей проекций, что является непременным условием системы. 

Задача 3. Преобразовать комплексный чертеж так, чтобы плоскость общего положения стала проецирующей (рис. 65). 
Для решения задачи необходимо заменить плоскость (1 или (2 исходной системы (2/(1 новой плоскостью (4, перпендикулярной плоскости ( (АВС).
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Рис. 65. Преобразование плоскости общего положения в проецирующую плоскость
Две плоскости взаимно перпендикулярны, если одна из них проходит через прямую, перпендикулярную к другой плоскости. Следовательно, если какую-либо прямую, принадлежащую плоскости (, преобразовать в проецирующую, то и плоскость ( в новой системе плоскостей проекций станет проецирующей. Проще всего для этой цели воспользоваться линией уровня h.

На чертеже (см. рис. 65) плоскость ( (АВС) преобразована во фронтально-проецирующую путем преобразования горизонтали h (h1, h2), принадлежащей плоскости, во фронтально-проецирующую прямую. 
В новой системе плоскостей проекций (1/(4 плоскость ( является фронтально-проецирующей (( ( (4), и поэтому ее проекция на (4 вырождается в прямую линию (4 (С4, А4, В4). Это значит, что ( α – величина угла наклона плоскости ( к плоскости (1.

Эта же задача может решаться способом вращения заданной плоскости вокруг выбранной в существующей системе плоскостей проекций оси i (рис. 66).
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Рис. 66. Преобразование 
произвольной плоскости 
во фронтально-проецирующую плоскость

Выбираем будущую ось вращения заданной плоскости, располагая ее перпендикулярно к одной из имеющихся плоскостей проекций (в данном случае перпендикулярно (1). Для упрощения построений желательно выбранную ось связать с проекцией одной из вершин треугольника АВС. Поэтому горизонтальную проекцию оси i размещаем в точке С1. По линии связи выстраиваем фронтальную проекцию оси вращения. Так как ось i перпендикулярна плоскости (1, то горизонтальная проекция треугольника не будет изменять ни линейных, ни угловых размеров, а будет менять только свое положение. При этом проекции вершин А1 и В1 будут перемещаться по дугам окружностей, радиусы которых определяются соответствующими сторонами проекции треугольника. Проекция точки С (С1) не перемещается, так как она находится на оси вращения. Величину перемещения точек А1 и В1 наиболее удобно отследить по линии уровня CD (в этом случае горизонтали) данного треугольника. Как только горизонтальная проекция C1D1 займет положение, перпендикулярное оси x (или параллельное линиям связи), перемещение горизонтальной проекции Δ АВС останавливаем. Фронтальная проекция отрезка CD при этом станет точкой С2 ( D2. 

Фронтальные проекции вершин треугольника А2, В2 при вращении вокруг оси i будут перемещаться по прямым линиям, перпендикулярным проекции оси (i2). Окончательное положение точек А2 и В2 определится линиями связи, проведенными от горизонтальных проекций этих точек. Точка С2 останется на прежнем месте. Таким образом, все три фронтальные проекции вершин треугольника АВС окажутся на одной прямой линии. Это означает, что после преобразования Δ АВС превратится во фронтально-проецирующую плоскость.

Задача 4. Преобразовать комплексный чертеж так, чтобы плоскость общего положения стала плоскостью уровня (параллельной одной из плоскостей проекций) новой системы (рис. 67).
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Рис. 67. Преобразование положения плоскости ABC
Рассмотрим вначале упрощенный вариант преобразования. Допустим, что заданная плоскость является фронтально-проецирующей.
Заменим плоскость (1 новой плоскостью проекций (4, параллельной плоскости Δ АВС и перпендикулярной незаменяемой плоскости (2. Это значит, что новая ось проекций x2, 4 проводится параллельно фронтальной проекции А2, В2, С2 (расстояние между ними произвольное). Линии связи проводятся из точек А2, В2, С2 перпендикулярно оси x2, 4. От этой оси на плоскости (4 откладываются отрезки, длина которых измеряется на горизонтальной плоскости проекций. Так, например, расстояние от точки А1 до оси x2, 1 (координата y) в старой системе должно соответствовать расстоянию от оси x2, 4 до точки А4 в новой системе и т. д. В новой системе плоскостей проекций (2/(4 плоскость 

Δ АВС станет параллельной плоскости (4, т. е. станет горизонтальной плоскостью уровня. Так как плоскость треугольника АВС параллельна (4, то отображение этого треугольника на (4 будет в натуральную величину.
Плоскость же общего положения преобразовать в плоскость уровня заменой только одной плоскости проекций нельзя, так как плоскость (, параллельная ей, не будет перпендикулярна ни одной из старых плоскостей проекций и, следовательно, не образует ни с одной из них прямоугольной системы плоскостей проекций. Чтобы плоскость общего положения преобразовать в плоскость уровня, необходимо выполнить две последовательные замены плоскостей проекций (рис. 68).
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Рис. 68. Решение задачи 4 на преобразование плоскости 
общего положения в плоскость уровня
Вначале плоскость необходимо преобразовать в проецирующую, т. е. решить задачу 3 на преобразование комплексного чертежа, а затем, вводя плоскость (5, перпендикулярно уже введенной плоскости (4, проецирующую плоскость (С4, В4, А4) преобразовать в плоскость уровня. Процесс преобразования и построения новых проекций ясен из рис. 68 и предыдущих рисунков. 

Вопросы для самоконтроля 
1. Какие существуют основные способы преобразования эпюра?

2. Какое положение в системе плоскостей проекций может занимать ось вращения и от чего это зависит?
3. Как перемещается в пространстве точка при вращении ее вокруг оси?
4. Как перемещаются проекции точки при вращении этой точки вокруг проецирующей прямой?
5. Как перемещаются проекции точки при вращении точки в пространстве вокруг линии уровня?
6. Как должна располагаться ось вращения прямой или ее отрезка, чтобы эта прямая могла оказаться горизонталью либо фронталью?
7. Как нужно располагать дополнительные плоскости проекций, чтобы прямую общего положения преобразовать: а) в прямую уровня; б) в проецирующую прямую?
8. Как нужно располагать дополнительные плоскости проекций, чтобы плоскость общего положения преобразовать: а) в проецирующую плоскость; б) в плоскость уровня?
7. Способы преобразования комплексного
 чертежа (Метрические задачи)
7.1. Общие положения

Метрическими называются задачи, связанные с измерением расстояний и углов. В них определяются действительные величины и форма геометрических фигур, расстояния между ними и другие характеристики по их метрически искаженным проекциям. Решение метрических задач основано на том, что геометрическая фигура, принадлежащая плоскости, параллельной плоскости проекций, проецируется на нее в конгруэнтную ей фигуру (см. аксиомы проецирования). Поэтому при решении метрических задач широко используются способы преобразования комплексного чертежа (эпюра).

Рассмотрим три группы метрических задач. К первой группе относятся задачи, в которых требуется найти расстояние между двумя геометрическими фигурами; ко второй – задачи на определение действительных величин плоских фигур и углов; к третьей группе принадлежат задачи, связанные с построением в плоскости общего положения геометрических фигур по заданным размерам.

7.2. Задачи на определение расстояний между объектами

Искомое расстояние во всех задачах этой группы измеряется длиной отрезка, заключенного между заданными геометрическими фигурами и перпендикулярного к одной из них или одновременно к обеим. Этот отрезок проецируется в конгруэнтный ему отрезок на плоскость проекций, которая будет перпендикулярна одной или обеим геометрическим фигурам, между которыми определяется расстояние. Алгоритм решения задач этой группы будет следующим:

1. Одним из способов преобразования комплексного чертежа привести обе заданные геометрические фигуры (или одну из них) в положение, перпендикулярное какой-либо плоскости проекций.

2. Построить проекцию искомого отрезка на эту плоскость.
Выбирая способ преобразования комплексного чертежа при составлении алгоритма, следует учитывать требования к компактности чертежа, четкость и возможную простоту графических операций.

Задача 1. Определить расстояние от точки М до прямой АВ общего положения. 
Искомое расстояние измеряется длиной отрезка МN, т. е. перпендикуляра, опущенного из точки М на прямую АВ. Отрезок [МN] спроецируется в конгруэнтный ему отрезок на плоскость проекций, перпендикулярную прямой АВ (рис. 69).
Составляем алгоритм решения:

- преобразовать прямую АВ в проецирующую прямую способом замены плоскостей проекций;

- построить проекцию отрезка [МN] на плоскость (5 ( АВ, длина которого М5N5 определяет искомое расстояние.
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Рис. 69. Определение расстояния
 от точки до прямой
Для преобразования прямой АВ общего положения в проецирующую прямую выполнены две последовательные замены плоскостей проекций. Вначале прямая АВ преобразована в линию уровня, затем линия уровня преобразована в проецирующую прямую. 

На первом этапе решения этой задачи проводится новая ось проекций x1, 4, так как вводится плоскость (4, располагающаяся параллельно прямой АВ. Это означает, что новая ось проекций строится параллельно горизонтальной проекции этого отрезка. Расстояние между ними может быть любым. Для построения проекций точек А4 и В4 строятся линии проекционной связи из точек А1 и В1 относительно оси x1, 4 и от этой оси откладываются аппликаты данных точек. Аналогично строится проекция точки М (М4). Опуская перпендикуляр из построенной точки М4 на проекцию А4В4, находим его основание ( точку N4, по которой можно построить проекции N1 и N2.

На втором этапе вводится еще одна плоскость проекций – плоскость (5. Она задается перпендикулярно и плоскости (4, и отрезку АВ. На эпюре же вводится ось проекций х4, 5, располагающаяся перпендикулярно проекции А4В4. Расстояние от проекции А4В4 до оси проекций может быть произвольным. Аппликаты точек A, B, M, N замеряют на плоскости (1, как расстояния от соответствующей точки до оси проекций x1, 4. Найденный отрезок А5М5 (N5M5) и представляет собой кратчайшее расстояние от точки М до отрезка АВ. [М5N5] ( [МN]. Показано и построение проекций [М4N4], [М1N1] и [М2N2] отрезка [МN].

Задача 2. Определить расстояние между двумя прямыми а и b (рис. 70).
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Рис. 70. Определение
 натурального расстояния между параллельными прямыми

Для решения задачи необходимо выполнить две замены плоскостей проекций. Вначале прямые a и b необходимо сделать прямыми уровня. Для этого плоскость (4 необходимо расположить параллельно a1 и b1. Затем названные прямые необходимо расположить перпендикулярно плоскости (5. Расстояние между а5 и b5 будет натуральной величиной между параллельными прямыми a и b.
Задача 3. Определить расстояние от точки до плоскости.

Для определения расстояния от точки М до плоскости Δ АВС необходимо плоскость треугольника общего положения преобразовать в плоскость проецирующую. Для этого нужно произвести замену плоскости проекций (2 на (4 перпендикулярно проекции горизонтали h1. Плоскость Δ АВС преобразуется в линию С4А4В4. На эту же плоскость (4 спроецируется точка М (М4). Перпендикуляр из М4 на линию С4А4В4 будет натуральной величиной расстояния от точки М до плоскости Δ АВС. Построения для решения задачи приведены на рис. 71.
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Рис. 71. Определение расстояния от точки до плоскости
Проекции перпендикуляра MN переносятся в плоскости проекций (1 и (2 по соответствующим линиям связи. Проекция перпендикуляра М1N1 в плоскости (1 располагается параллельно оси x4, 1, потому что в плоскости (4 имеется ее натуральная величина.
Задачи 1–3 можно также решать по следующей схеме: вначале определить метрически искаженные проекции искомого отрезка, а затем способом прямоугольного треугольника определить его действительную величину.

7.3. Определение действительных величин плоских
 геометрических фигур
Общей схемой решения задач этой группы является приведение заданной плоской фигуры или плоскости угла в положение, параллельное одной из плоскостей проекций.

При выборе способа преобразования комплексного чертежа следует стремиться к простоте графических операций, их четкости и наименьшему количеству. Наиболее часто при решении задач применяются способы замены плоскостей проекций и вращения вокруг линии уровня. Способ вращения вокруг линии уровня является наиболее целесообразным для решения большинства задач данной группы, так как дает решение путем одного преобразования комплексного чертежа. К задачам данной группы можно отнести следующие.
Задача 1. Определение действительной величины плоской фигуры. Решение задачи дано в параграфе 6.2 (см. рис. 67, 68).
Задача 2. Определение угла между двумя пересекающимися прямыми. Она решается аналогично задаче 1 (см. рис. 69).
Задача 3. Определение величины угла, образованного прямой и плоскостью. Углом между прямой и плоскостью называется угол между этой прямой и ее прямоугольной проекцией на данную плоскость. Решение задачи приведено на рис. 72.

Для определения угла между прямой АВ и плоскостью ∑ (а || b) необходимо:
1). определить направление горизонтальной проекции горизонтали h1 и фронтальной проекции фронтали f1 плоскости ∑ (а || b);
2). из произвольной точки М, принадлежащей прямой АВ (М ( АВ), провести прямую М252 ( f2 и М151 ( h1.

3). определить величину угла ( вращением его вокруг горизонтали до положения, параллельного плоскости (1. Определить φ = 90°–φ°.



Рис. 72. Определение величины угла, 
образованного прямой и плоскостью
Задача 4. Определение величины угла между двумя пересекающимися плоскостями (рис. 73).
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Рис. 73. Определение угла между двумя плоскостями
Для решения этой задачи необходимо линию пересечения заданных плоскостей преобразовать в прямую линию уровня, а затем в линию проецирующую.
Решение приведенной задачи сводится к построениям по замене системы плоскостей проекций (1/(2 на систему плоскостей проекций (1/(4. Выполняется это преобразование таким образом, чтобы отрезок ВС оказался параллельным плоскости (4. Затем выполняется второе преобразование – замена системы плоскостей проекций (1/(4 на систему плоскостей проекций (4/(5. Задается плоскость (5 так, чтобы она разместилась перпендикулярно отрезку ВС. На комплексном чертеже это означает, что В4С4 ( оси S45. Сами же заданные плоскости ABC и BCD в результате проведенных преобразований становятся проецирующими по отношению к плоскости проекций (5. Они проецируются в отрезки A5B5 и C5D5 (точки C5 и D5 совпадают). Линейный угол ( между отрезками и представляет собой искомую величину двугранного угла.
Вопросы для самоконтроля 
1. Какие задачи являются метрическими? На какие группы они подразделяются?

2. Какой алгоритм решения применяется при определении кратчайшего расстояния от точки до плоскости?

3. Какой алгоритм решения применяется при определении кратчайшего расстояния между двумя параллельными прямыми?

4. Какой алгоритм решения применяется при определении кратчайшего расстояния между двумя скрещивающимися прямыми?

5. В какой последовательности может решаться задача на определение действительной величины угла между двумя пересекающимися прямыми?

6. Какая последовательность построений позволяет отобразить линейный угол между двумя пересекающимися плоскостями?
8. ПРОЕЦИРОВАНИЕ КРИВЫХ ЛИНИЙ

 8.1. Проекционные свойства кривых
Кривая линия представляет собой геометрическое место последовательных положений непрерывно движущейся точки. Кривую можно представить как некоторый последовательный контур очень коротких отрезков, при условии, что каждый последующий отрезок составляет с предыдущим угол, отличный от 180(. Кривые линии разделяются на линии плоские и пространственные. На комплексном чертеже проекции кривых линий строятся по проекциям некоторого числа их точек.
Плоскими называются такие кривые, все точки которых лежат в одной плоскости. Это позволяет определить недостающие проекции точек плоской кривой, принадлежащей некоторой плоскости (рис. 74).
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Рис. 74. Плоская кривая
Так, например, горизонтальные проекции точек 1 и 2 изображенной кривой, заданных своими фронтальными проекциями, определены с помощью горизонталей плоскости AB ∩ BC, фронтальные проекции точек 3 и 4, заданных своими горизонтальными проекциями, – с помощью фронталей этой плоскости, а горизонтальная проекция точки 5, заданной своей фронтальной проекцией, построена с помощью прямой общего положения в плоскости AB ∩ BC.
При построении плоской кривой необходимо учитывать обычную точку A и указывать особые точки (рис. 75). Это следующие особые точки:

- точка перегиба B, в которой ветви кривой располагаются по разные стороны от общей касательной;

- точка возврата C – заостренная, в которой обе ветви кривой располагаются по разные стороны от общей касательной;

- точка возврата D – «клюв», в которой обе ветви кривой располагаются по одну сторону от касательной;

- точка излома E, в которой кривая имеет две касательные;
- точка узла F, в которой кривая пересекает саму себя и имеет две касательные;

- точка самоприкосновения G, в которой кривая, встречаясь с собой, имеет одну касательную. 

Во всех точках на рис. 75 показаны прямые линии: касательная t и нормаль n, т. е. перпендикуляр к касательной.
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Рис. 75. Плоская кривая с особыми
 точками B, C, D, E, F, G: t ( касательная; 
n ( нормаль
Пространственными называются кривые, точки которых не лежат в одной плоскости. Чтобы установить наличие особых точек на пространственной кривой, необходимо иметь две ее проекции. Так, например, точка A (рис. 76) будет двойной точкой кривой, а точки B и C будут только кажущимися двойными для этой кривой, что устанавливается по двум проекциям.
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Рис. 76. Пространственная кривая

8.2. Винтовые линии

К пространственным линиям относятся винтовые линии. Они образуются на круговом цилиндре или на круговом конусе. 
Цилиндрическая винтовая линия образуется на поверхности цилиндра вращения в результате равномерного движения точки вдоль прямой на поверхности цилиндра и равномерного вращения этой же прямой вокруг оси цилиндра (рис. 77).
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Рис. 77. Проекции винтовой линии и ее развертка
Проекции цилиндрической винтовой линии строятся на проекциях имеющегося цилиндра. Делим окружность основания цилиндра и шаг h винтовой линии, т. е. отрезок, на который перемещается точка A при полном повороте образующей цилиндра, на равное число частей, например на 12. Определяем соответствующие фронтальные проекции (A12, …, A112) и соединяем их плавной кривой. Полученный участок линии A12, …, A112 называется витком винтовой линии. При дальнейшем винтовом движении точка A после каждого полного оборота будет совершать новые витки.
Горизонтальная проекция винтовой линии – окружность, а фронтальная – синусоида. При развертывании цилиндрической поверхности винтовая линия спрямляется. Полученная прямая является гипотенузой прямоугольного треугольника, катеты которого равны длине окружности и шагу h.
Таким образом, винтовая линия на цилиндре имеет постоянный подъем. Следовательно, она является геодезической прямой – кратчайшим расстоянием на поверхности между двумя ее точками.
Винтовая линия может быть правой и левой. Правой является винтовая линия, которая на стержне поднимается слева вверх направо 
(см. рис. 77). Левая винтовая линия поднимается справа вверх налево. 

Винтовая линия участвует в образовании винтовой поверхности, которая образует так называемую резьбу. Резьбы же широко используются в технике для различных соединений и иных целей.

Коническая винтовая линия образуется аналогично цилиндрической. Проекции такой линии строятся следующим образом (рис. 78).
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Рис. 78. Проекции конической винтовой линии
 и ее развертка
Делим окружность основания конуса и шаг h винтовой линии на 12 равных частей, наносим проекции соответствующих образующих (отрезков, соединяющих вершину конуса с точкой основания), определяем на них положение проекций точек A12, A22, …,  A122 и соединяем их плавной кривой.
Горизонтальная проекция этой кривой линии – спираль Архимеда, фронтальная – затухающая синусоидальная кривая с уменьшающейся длиной волны. Развернутый виток винтовой конической линии также представляет собой спираль. Таким образом, винтовая линия на конусе не является геодезической кривой между двумя ее точками.

Вопросы для самоконтроля 
1. Что такое кривая линия?

2. Какие бывают кривые?

3. Какие особые точки могут присутствовать на кривых?

4. Какие прямые могут быть проведены через точку, принадлежащую кривой линии? 
5. Что представляет собой винтовая линия?

6. На каких поверхностях строят винтовые линии?

7. Каков алгоритм построения винтовой линии?

8. Что такое геодезическая прямая и какая из линий является таковой?

9. ОБРАЗОВАНИЕ И ПРОЕЦИРОВАНИЕ Поверхности
9.1. Понятия и определения

В начертательной геометрии фигуры задаются графически, поэтому целесообразно рассматривать поверхность как совокупность всех последовательных положений некоторой перемещающейся в пространстве линии. Образование поверхности с помощью линии позволяет дать иное определение поверхности, базирующееся на таких основных элементарных геометрических понятиях, как точка и множество. В свою очередь, линия определяется как непрерывное однопараметрическое множество точек. Поэтому можно дать следующее определение поверхности: поверхностью называется непрерывное двупараметрическое множество точек.
Для получения наглядного изображения поверхности на чертеже закон перемещения линии целесообразно задавать графически в виде совокупности линий и указаний о характере перемещения линии. Эти указания могут быть заданы, в частности, с помощью направляющей поверхности. Примером такого способа образования могут служить все технологические процессы обработки металлов режущей кромкой, при которой поверхность изделия несет на себе «отпечаток» профиля резца. Режущие кромки являются неотъемлемой частью исполнительных механизмов многих строительных и дорожных машин, применяемых не только для разработки и перемещения грунта (бульдозеры, грейдеры и т. п.), но и для рытья траншей, котлованов, проходки траншей, профилирования откосов и др. Во многих случаях режущие кромки начинают уступать место производящей поверхности, с которой связано развитие прогрессивных производительных процессов обработки металлов давлением и обкаткой. Геометрическая сущность этих процессов – метод огибания.

 В процессе образования поверхностей линия может оставаться неизменной или менять свою форму. Такой способ образования поверхности называется кинематическим, а сама поверхность − кинематической. Подвижная линия называется образующей, неподвижные линии – направляющими. Закон перемещения образующей линии, как правило, задается с помощью направляющих линий и алгоритма перемещения образующей по направляющим. 
На чертеже кинематическая кривая поверхность задается с помощью ее определителя. Определителем поверхности называют совокупность условий, необходимых и достаточных для задания поверхности в пространстве.
Рассмотрим некоторые кривые поверхности.

Кривые поверхности широко применяются в различных областях науки и техники при создании очертаний различных технических форм или как объекты инженерных исследований. Существуют три способа задания кривых поверхностей:

1) аналитический – с помощью уравнений;
2) каркасный – с помощью каркаса;
3) кинематический, т. е. перемещением линий в пространстве.

Составлением уравнений поверхностей занимается аналитическая геометрия; она рассматривает кривую поверхность как множество точек, координаты которых удовлетворяют некоторому уравнению. На рис. 79 приведен пример поверхности, за​данной аналитически (системой алгебраических уравнений). При ином способе задания кривая поверхность задается совокупностью некоторого количества линий, принадлежащих поверхности.

[image: image97.jpg]



Рис. 79. Пример поверхности, заданной аналитически
Другим способом образования поверхности и ее изображения на чертеже может служить каркас поверхности.

Каркасом поверхности принято называть упорядоченное множество точек или линий, принадлежащих поверхности. 
В зависимости от того, чем задается каркас поверхности, точками или линиями, каркасы называют точечными или линейными. Линейным каркасом называется множество таких линий, которые имеют единый закон образования и связаны между собой определенной зависимостью. Условия связи между линиями каркаса называются зависимостью каркаса. Эта зависимость характеризуется некоторой изменяющейся величиной, которая называется параметром каркаса. Если параметр линейного каркаса является непрерывной функцией, то каркас называется непрерывным, а если параметр − прерывная функция, то каркас называется дискретным.

На рис. 80 приведен пример каркаса поверхности, состоящей из двух ортогонально расположенных семейств линий а1, а2, а3, …, аn, b1, b2, b3, …, bn.
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Рис. 80. Пример линейного каркаса поверхности
Кинематический способ образования поверхности можно представить как множество положений движущейся линии или поверхности. Этот способ дает возможность сформулировать понятие определителя поверхности. Под этим понятием обычно подразумевают необходимую и достаточную совокупность геометрических фигур и кинематических связей между ними, которые однозначно определяют поверхность.
9.2. Определитель и очерк поверхности

Определитель поверхности состоит из двух частей: 

- геометрической части – совокупности геометрических фигур, с помощью которых можно образовать поверхность;
- алгоритмической части – алгоритма формирования поверхности с помощью фигур, входящих в геометрическую часть определителя.
Для того чтобы построить чертеж поверхности, необходимо предварительно выявить ее определитель. Определитель поверхности выявляется путем анализа способов образования поверхности или ее основных свойств. В общем случае поверхность может быть образована несколькими способами и может иметь несколько определителей. Обычно выбирают простейший. Чтобы найти определитель поверхности, следует исходить из кинематического способа ее образования.
Поверхность на чертеже задают проекциями геометрической части ее определителя. Определитель кривой поверхности Ф может быть записан в символической форме: Ф(Г)[А], где (Г) – геометрическая часть, [А] – алгоритмическая часть. Для каждой поверхности обе части определителя имеют вполне конкретное содержание.

Поверхность считается заданной на комплексном чертеже, если для любой точки пространства, заданной на чертеже, можно однозначно решить вопрос о принадлежности ее данной поверхности. Построение проекций любых точек и линий, принадлежащих поверхности, а также второй их проекции, если одна задана, выполняется на основании ее определителя. Рассмотрим примеры выявления определителя. 

Через три точки А, В, С, не принадлежащие одной прямой, можно провести одну и только одну плоскость (( на рис. 81, а). Точки А, В и С составляют геометрическую часть определителя плоскости.
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Рис. 81. Примеры определителя: а − алгоритмическая часть; б − геометрическая часть
Вторая часть определителя, т. е. алгоритм построения в плоскости ( (А, В, С) любых линий и точек, выражается условиями принадлежности прямой и точки плоскости. На чертеже (см. рис. 81, б) плоскость ( задана проекциями геометрической части своего определителя: А1 и А2, В1 и В2, С1 и С2.

Цилиндрическая поверхность вращения может быть образована вращением прямой l || i вокруг оси i (рис. 82, а). Определитель цилиндрической поверхности вращения имеет вид Ф(l || i)[А]. На чертеже (рис. 82, б) цилиндр вращения задан проекциями геометрической части своего определителя.




                           а                                                              б
Рис. 82. Определитель цилиндрической поверхности: а – поверхность образована вращением прямой l ║ i вокруг оси i; б – цилиндр вращения 
задан проекциями геометрической части своего определителя
Геометрическая часть определителя поверхности состоит из образующей l и оси i. Алгоритмическая часть определителя состоит из операции вращения образующей линии l вокруг оси i.

Коническая поверхность вращения может быть образована вращением прямой l, пересекающей ось вращения i под некоторым углом (рис. 83, а). Определитель конической поверхности вращения имеет вид Ф(l ( i)[A].

Алгоритмическая часть определителя состоит из словесного указания о том, что поверхность образуется вращением образующей l вокруг оси i. На чертеже (рис. 83, б) конус вращения задан проекциями геометрической части его определителя: l(l1, l2) ^ i(i1, i2).
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Рис. 83. Изображение определителя конической поверхности: 
а – алгоритмическая часть; б – геометрическая часть

В указанных примерах определитель поверхности выявляется путем анализа способов ее образования. Рассмотрим пример выявления определителя поверхности путем анализа ее основных свойств. Возьмем, например, сферу. Сферой называется поверхность, образованная множеством точек пространства, находящихся на расстоянии r от данной точки O (рис. 84, а).
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Рис. 84. Изображение определителя сферы: 
а – алгоритмическая часть; б – геометрическая часть
Геометрическая часть определителя сферы состоит из точки O (центра сферы) и точки М, принадлежащей ее поверхности. Алгоритм построения любой точки сферы заключается в проведении через точку О произвольной прямой и откладывании на ней от точки О отрезка  OM' = ОМ = r. Определитель сферы имеет вид Ф(О, М)[А].

На рис. 84, б сфера задана проекциями точек О и М, которые составляют геометрическую часть ее определителя, и показано построение произвольной точки Мn (Мn1Мn2) сферы.

При чтении чертежа немаловажную роль играет его наглядность. Задание поверхности проекциями геометрической части ее определителя не обеспечивает наглядности изображений. Поэтому для придания чертежу поверхности большей наглядности и выразительности прибегают к построению очерков ее проекций или проекций достаточно плотного каркаса ее образующих (рис. 85).
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Рис. 85. Образование проекций сферы

При проецировании поверхности на какую-либо плоскость проекций часть проецирующих лучей касается ее, образуя проецирующую поверхность. Точки касания при этом образуют линию видимого контура поверхности относительно этой плоскости проекций. Очерк проекции поверхности является проекцией соответствующей линии видимого контура. Линия видимого контура поверхности разделяет ее на две части − видимую, обращенную к наблюдателю, и невидимую. Никакая точка поверхности не может спроецироваться за пределы очерка.

На чертежах (рис. 86, а, в) конус вращения и сфера заданы проекциями геометрической части своего определителя, на чертежах (рис. 86, б, г) для тех же поверхностей построены очерки их проекций. Очерковые изображения обладают большей наглядностью и выразительностью.
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Рис. 86. Проекции конуса и сферы: а, в − проекции геометрической части 
определителей конуса и сферы; б, г − очерки проекций конуса и сферы

Кривые поверхности разделяются на линейчатые и нелинейчатые, закономерные и незакономерные. Поверхность называется линейчатой, если она может быть образована перемещением прямой линии, в противном случае поверхность нелинейчатая.

Если поверхность может быть задана каким-либо уравнением, она называется закономерной, в противном случае − незакономерной, или графической (задается только чертежом).

Закономерные поверхности, в зависимости от вида уравнения, разделяются на алгебраические и трансцендентные.

Алгебраическое уравнение n-й степени (в декартовых координатах) задает алгебраическую поверхность n-го порядка (трансцендентные поверхности порядка не имеют). Алгебраическая поверхность n-го порядка пересекается плоскостью по кривой n-го порядка, а с прямой линией − в n точках.

Плоскость, имеющую уравнение первой степени (с произвольной плоскостью пересекается по прямой линии, а с прямой − в одной точке), можно рассматривать как поверхность первого порядка. Примерами кривых поверхностей второго порядка могут служить поверхности, образованные вращением кривых второго порядка вокруг одной из своих осей.

Поверхности второго порядка пересекаются с произвольной плоскостью по кривым второго порядка, а с прямой − в двух точках. Примером поверхности четвертого порядка может служить тор.
Определитель может быть положен в основу классификации поверхностей. К одному и тому же классу относятся поверхности, имеющие одинаковую структуру определителя.

Наибольшее применение в технике получили кинематические кривые поверхности с образующими постоянной формы:

1. Линейчатые поверхности: развертывающиеся, неразвертывающиеся, винтовые.
2. Поверхности вращения: линейчатые и нелинейчатые.

9.3. Линейчатые поверхности

Как уже отмечалось, поверхность называется линейчатой, если она может быть образована перемещением прямой линии. Поверхность, которая не может быть образована движением прямой линии, называется нелинейчатой. Например, конус вращения − линейчатая поверхность, а сфера − нелинейчатая. Через любую точку линейчатой поверхности можно провести по крайней мере одну прямую, целиком принадлежащую поверхности. Множество таких прямых представляет собой непрерывный каркас линейчатой поверхности. Линейчатые поверхности разделяются на два вида:

1) развертывающиеся поверхности;
2) неразвертывающиеся, или косые, поверхности.
Нелинейчатые поверхности являются неразвертывающимися. 

Линейчатые поверхности с одной криволинейной направляющей называются торсами, криволинейная направляющая таких поверхностей − ребром возврата.

Поверхностью с ребром возврата (торсом) называют поверхность, описываемую движением прямой − образующей, касающейся некоторой пространственной (рис. 87, а) или плоской (рис. 87, б) кривой − направляющей. Торсы являются поверхностями развертывающимися.

Поверхность называется развертывающейся, если она путем изгибания может быть совмещена с плоскостью без образования складок и разрывов.
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Рис. 87. Разновидности торсовых поверхностей: а – поверхность 
с пространственным торсом; б – поверхность с плоским торсом
Очевидно, что все многогранные поверхности являются развертывающимися. Из кривых поверхностей этим свойством обладают только те линейчатые поверхности, которые имеют ребро возврата. 
Существует только три вида линейчатых поверхностей, имеющих ребро возврата: торсы, конические и цилиндрические (рис. 87, а, б; рис. 88).

[image: image106.jpg]



Рис. 88. Цилиндрическая поверхность
(плоский торс)
Необходимо отметить, что у всех развертывающихся линейчатых поверхностей две смежные образующие либо пересекаются (торс, коническая поверхность), либо параллельны (цилиндрическая поверхность).

Неразвертывающиеся линейчатые поверхности, именующиеся также косыми поверхностями, в общем случае образуются движением прямолинейной образующей по трем направляющим линиям, которые однозначно задают закон ее перемещения. Направляющие линии могут быть кривыми и прямыми. Общий случай линейчатой поверхности, как множества образующих прямых, пересекающих три заданные пространственные кривые, показан на рис. 89, а, б.
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Рис. 89. Фрагменты линейчатой неразвертывающейся поверхности:
 а – сплошной; б – дискретной
Разновидностями косых поверхностей являются линейчатые поверхности с направляющей плоскостью и частные их виды − линейчатые поверхности с плоскостью параллелизма (поверхности Каталана).

В первом случае поверхность однозначно задается двумя направляющими линиями и направляющей плоскостью, которая заменяет третью направляющую линию. Образующая прямая скользит по двум направляющим и сохраняет постоянный угол α с некоторой плоскостью (, которая называется направляющей. В частном случае, если угол равен нулю, образующая прямая будет параллельна направляющей плоскости, которая в этом случае называется плоскостью параллелизма.

Поверхности с направляющей плоскостью (α [image: image109.png]


 0) называются косыми цилиндроидами, если обе направляющие являются кривыми линиями; косыми коноидами, если одна из направляющих − прямая линия; дважды косой плоскостью, если направляющие − скрещивающиеся прямые.

Дважды косой цилиндроид, как линейчатая поверхность с тремя направляющими, из которых две пространственные кривые и одна прямая, показан на рис. 90.
На рис. 91 показан дважды косой коноид, образованный перемещением образующей прямой по трем направляющим, из которых две прямые.
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         Рис. 90. Дважды косой цилиндроид                    Рис. 91. Дважды косой коноид
Показано построение одной образующей, как результата пересечения вспомогательной плоскости, проходящей через одну из прямолинейных направляющих, с двумя другими направляющими.

Вопросы для самоконтроля 
1. Что называется поверхностью?

2. Как рассматриваются поверхности в начертательной геометрии?

3. Приведите краткую классификацию поверхностей, приняв за критерии: а) вид образующей; б) характер перемещения образующей.

4. Что такое определитель поверхности?

5. Что такое очерк поверхности?

6. Что значит «задать поверхность на чертеже»?

7. Как формулируется признак принадлежности точки поверхности?

8. Какие поверхности относят к развертывающимся?
9. Какая поверхность является развертывающейся?

10. Приведите примеры использования различных поверхностей в технике, науке, искусстве и других видах деятельности.
10. Проецирование геометрических тел

10.1. Призма и пирамида

Рассмотрим прямую призму, которая стоит на горизонтальной плоскости (рис. 92). Ее боковые грани являются частями горизонтально-проецирующих плоскостей, а ребра – отрезками вертикальных прямых. Исходя из этого, ребра следует проецировать на горизонтальную плоскость в виде точек, а на фронтальную плоскость – без искажения (AA = a(a(1 и т. д.). Нижнее основание призмы ABC находится в горизонтальной плоскости, поэтому ее можно изобразить на этой плоскости без искажения: ∆ ABC = abc. Фронтальная проекция основания призмы аbс совпадает с осью х.
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Рис. 92. Прямая трехгранная призма и точки на поверхности призмы (A, B, C, A1, B1, C1, M, M1, N, N1) и вне ее (К, К1)
Оба основания дают одинаковые горизонтальные проекции (∆ abc = ∆ a1b1c1). Верхнее основание A1B1C1 параллельно горизонтальной плоскости проекций, т. е. его фронтальная проекция а(1b(1с(1 параллельна оси х.

При изображении призмы, рассматривая ее прямо перед собой (рис. 93, а), мы видим две ее боковые грани AA1B1B и BB1C1C, а также точки K, K1, M, M1, N.
Точка N1, находящаяся на задней грани AA1C1C, как и сама грань, невидима. При рассмотрении призмы сверху (см. рис. 93, б) будет видно только ее верхнее основание.
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Рис. 93. Проекции призмы: а – на фронтальную плоскость (вид спереди);
 б ( на горизонтальную плоскость (вид сверху)
Горизонтальные проекции трех точек, которые лежат на нижнем основании, помещены в скобки, чтобы показать, что точки А, В и С невидимы, если смотреть на призму из данного положения. Для определения невидимых элементов на фронтальной проекции обращаются к горизонтальной проекции. Понятно, что задняя грань AA1C1С при направлении взгляда перпендикулярно плоскости π2 будет невидимой.

На рис. 94, а показана треугольная пирамида. Ее основание находится на горизонтальной плоскости проекций. На поверхности пирамиды расположено несколько точек, проекции которых найдены на двухпроекционном эпюре (рис. 94, б). Грани пирамиды – это треугольники, являющиеся частями плоскостей общего положения. 
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Рис. 94. Трехгранная пирамида SABC и точки D, F, M, N на ее поверхности: 
а – пространственное отображение; б – две ортогональные проекции пирамиды
Если рассматривать пирамиду сверху, можно увидеть всю ее боковую поверхность, т. е. для горизонтальной проекции не существует невидимых элементов на боковых ее гранях, на фронтальной же проекции невидима грань SAC.
10.2. Цилиндр и конус
Цилиндр – это фигура, поверхность которой получается вращением прямой m вокруг оси i, расположенной в одной плоскости с этой прямой. В случае, когда прямая m направлена параллельно оси вращения, получается цилиндр (рис. 95), когда она пересекает ось вращения, полученная фигура будет являться конусом (рис. 96).
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 Рис. 95. Круговой цилиндр                   Рис. 96. Круговой конус
Прямой круговой цилиндр имеет образующие, направленные перпендикулярно горизонтальной плоскости (рис. 97). По этой причине вне зависимости от выбора точки N на его поверхности горизонтальная проекция n этой точки находится на основании цилиндра.

На правой части рис. 97 показаны три проекции цилиндра. Фронтальная проекция а'а'1, которая образует АА1, ограничивает слева фронтальную проекцию цилиндра, т. е. является ее контурной образующей. На профильной плоскости ее проекция аа1 располагается на оси симметрии этой проекции. Профильная проекция dd1 образующей DD1 является контурной, а ее фронтальная проекция dd1 находится на оси симметрии и т. д. Если мы посмотрим на цилиндр сверху, то увидим только его верхнее основание.
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Рис. 97. Пространственное отображение и проекции цилиндра
Рассмотрим горизонтальную проекцию. Если провести фронтальную плоскость Р, разделяющую цилиндр на две равные части, можно заметить, что все точки, лежащие на передней половине цилиндра, будут видны при рассмотрении цилиндра спереди, т. е. на фронтальной проекции. Боковая поверхность цилиндра, которая расположена ниже следа Ph, видима на фронтальной проекции, а остальная его часть невидима, т. е. образующая CC1 на фронтальной проекции невидима.

Для выделения невидимых элементов на профильной проекции необходимо обратиться к горизонтальной проекции. След Qh профильной плоскости разделяет горизонтальную проекцию на две части. Боковая поверхность, которая расположена слева от Qh, видима на профильной проекции и т. д. Таким образом, образующая BB1 невидима на профильной проекции.

На рис. 98 показан прямой круговой конус, который стоит на горизонтальной плоскости. Основание конуса и линия пересечения поверхности конуса с любой горизонтальной плоскостью Р проецируются на горизонтальную плоскость в виде окружности, а на фронтальную плоскость – в виде отрезка, который равен диаметру окружности. 
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Рис. 98. Пространственное отображение и проекции прямого кругового конуса

Рассмотрим (см. рис. 98) проекции конуса и все проекции четырех образующих, ограничивающих какой-либо из контуров проекций. Проекция a(s( образующей AS ограничивает контур на фронтальной проекции, а ее профильная проекция a((s(( лежит на оси симметрии проекции (на образующей AS находится произвольная точка) и т. д.

При рассмотрении конуса сверху все точки боковой поверхности видимы. Для отыскания невидимых элементов на фронтальной проекции проведем на горизонтальной проекции след Ph той плоскости, которая разделяет конус на две части (видимую и невидимую), если смотреть на конус спереди, т. е. образующая SD в этом случае невидима. Аналогично образующая SB невидима на профильной проекции.

10.3. Шар и тор
Когда некоторая ось вращения i является диаметром окружности, то получается сферическая, или шаровая, поверхность (рис. 99).
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Рис. 99. Каркас сферы 
Шаровую поверхность можно получить вращением окружности около ее диаметра. Пусть ось вращения i перпендикулярна горизонтальной плоскости и становится одним из диаметров окружности. Окружность будет вращаться около оси i и описывать шаровую поверхность. Точки, которые лежат на этой исходной окружности (А, В, С и D), при вращении ее вокруг оси i также опишут окружности, называемые параллелями. Параллели изображаются без искажения на горизонтальной плоскости, а на фронтальной плоскости – в виде отрезков, равных диаметрам окружности.

Если положение оси в плоскости окружности другое (рис. 100), получается поверхность, называемая тором, который может быть открытым и закрытым. 

Когда ось вращения не пересекает окружность, полученная в этом случае поверхность обычно называется кольцом (или кольцевой поверхностью) (рис. 101).
[image: image123.png]


          [image: image124.png]



Рис. 100. Исходная окружность с осью вращения i и тело вращения – тор
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Рис. 101. Каркасное отображение открытого тора (кольцо)
Для того чтобы построить контур проекции шара, необходимо провести все проецирующие лучи, которые касаются ее поверхности (рис. 102). Эти лучи образуют цилиндр, касающийся шара по большому кругу, плоскость которого Q перпендикулярна проецирующим лучам. В случае, если плоскость проекции перпендикулярна лучам проекции, проекцией шара будет окружность, которая равна большому кругу шара. В других случаях проекция будет иметь форму эллипса. 
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Рис. 102. Контур проекции шара
Итак, прямоугольная проекция шара – круг, косоугольная проекция – эллипс. Следовательно, проекции контура шара на горизонтальных, фронтальных и профильных плоскостях всегда являются окружностью. Самая большая параллель равна большому кругу шара. Она называется его экватором. Проекции шара показаны на рис. 103.
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Рис. 103. Проекции шара
В разных положениях вращающейся вокруг оси i окружности выступают  так называемые меридианы шара. Их изображают (рис. 104)

на горизонтальной плоскости в форме диаметров окружности, которые представляют собой контуры проекции шара. На фронтальной плоскости все меридианы, кроме двух, изображаются в виде эллипсов. Меридиан, находящийся во фронтальной плоскости, будет изображаться на этой плоскости проекций в виде контура окружности  и в виде вертикального диаметра на профильной плоскости. Точки пересечения поверхности шара с осью вращения i принято называть полюсами.

Любое из сечений шара плоскостью будет являться окружностью. Она проецируется на данную плоскость проекций без искажения только тогда, когда секущая плоскость параллельна рассматриваемой плоскости.
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Рис. 104. Пересечение шара фронтальной плоскостью
На рис. 104 показаны семь горизонтальных плоскостей, пересекающих шар по горизонтально расположенным окружностям. Данные окружности проецируются на горизонтальную плоскость в полную величину, а на фронтальную плоскость – в виде отрезков. Одна плоскость проходит через центр шара и делит его на две равные части. 
Верхняя половина шара является видимой при наблюдении сверху, а точки, находящиеся на нижней половине, невидимы. Также проведено несколько окружностей, представляющих собой различные положения вращающейся вокруг оси i окружности; одна из них является сечением шара фронтальной плоскостью. Эта фронтальная плоскость разделяет шар на две половины. Его передняя часть видна на фронтальной проекции. Еще одна окружность получена в результате сечения профильной плоскостью. Она также отделяет на профильной проекции видимые на поверхности шара точки от невидимых.

Тор – это поверхность, получаемая в результате вращения окружности вокруг оси, которая лежит в ее плоскости, не проходящей через ее центр. Возвращаясь к рис. 100, следует отметить, что показаны окружность и ось вращения i, пересекающая эту окружность в двух точках (F и Е). Если вращать большую часть FABCE окружности, то получается тор, показанный на этом же рисунке справа. Дуга полуокружности ABC образует при вращении ту часть поверхности тора, которую принято называть наружной, а две небольшие дуги AF и СЕ – внутренней его поверхностью. Точка В при вращении описывает самую большую окружность (ее можно назвать экватором тора). Эта окружность отделяет видимую часть поверхности тора от невидимой, если смотреть на тор сверху. Дуги окружности BAF или BF описывают при вращении видимые части поверхности, а дуги ВСЕ или BE – невидимые.

Если вращать меньшую дугу FDЕ окружности, то получается поверхность тора, которая напоминает по форме лимон. Проекции такого тора показаны на рис. 105.
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Рис. 105. Проекции закрытого тора: а – фронтальная 
(D – диаметр исходной окружности); б – горизонтальная 
При наблюдении открытого тора спереди вся его внутренняя поверхность будет невидимой. Если провести фронтальную плоскость через ось вращения i, то эта плоскость разделит наружную поверхность тора на переднюю видимую и заднюю невидимую (рис. 106).

Рассмотрим образование кольца. В этом случае ось вращения i, несмотря на то что лежит в плоскости исходной окружности, ее не пересекает (рис. 106). Любая горизонтальная плоскость, перпендикулярная оси вращения, даст в сечении две окружности. На этом же рисунке  проведена плоскость R, пересекающая кольцевую поверхность по двум окружностям (с радиусами R и r), т. е. по двум параллелям.
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Рис. 106. Проекции открытого тора (кольца)

Вопросы для самоконтроля 
1. Какие элементарные геометрические тела относят к многогранникам?

2. Какие элементарные геометрические тела относят к телам вращения?

3. Что представляет собой поверхность призмы?

4. Что представляет собой поверхность пирамиды?

5. Как проецируется на плоскости проекций прямая треугольная призма, если она опирается на горизонтальную плоскость проекций?

6. Как может проецироваться на плоскости проекций прямая треугольная пирамида?

7. Как проецируется в системе двух плоскостей проекций прямой круговой цилиндр?

8. Как проецируется в системе двух плоскостей проекций прямой круговой конус?

9. Как проецируется в системе двух плоскостей проекций шар (сфера)?

10. Что такое открытый и закрытый тор и как он проецируется на две плоскости проекций, если его продольная ось перпендикулярна фронтальной плоскости проекций?

11. Какие участки поверхности можно назвать (отметить) на поверхности призмы и пирамиды?

12. Какие точки и линии можно назвать (отметить) на поверхности шара и конуса?

13. Что такое экватор шара или тора? Что такое меридиан шара?
11. Позиционные задачи: взаимодействие
плоскости и поверхности

11.1. Пересечение поверхности многогранника плоскостью
Определение взаимного положения плоскости и поверхности – позиционная задача, для решения которой применяется метод вспомогательных секущих плоскостей. В зависимости от положения плоскости по отношению к плоскостям проекций сложность решения позиционной задачи по определению линии пересечения ее с поверхностью существенно меняется. Наиболее простым представляется случай, когда плоскость проецирующая, поэтому к рассмотрению предлагается пример пересечения поверхности проецирующей плоскостью. В качестве вспомогательных секущих плоскостей также используются проецирующиеся плоскости – плоскости, перпендикулярные плоскостям проекций, поэтому основу метода вспомогательных секущих плоскостей составляет алгоритм решения задачи по нахождению линии пересечения поверхности проецирующей плоскостью.

Если пересечь поверхность многогранника плоскостью, то в сечении получается многоугольник. Первая задача заключается в построении проекций многоугольника, получившегося в сечении, затем следует определить натуральный вид этого многоугольника. Также необходимо построить развертку поверхности данного многогранника, причем нужно указать на его поверхности след секущей плоскости (построение разверток будет описано ниже).

Построение проекций фигуры сечения можно выполнить двояко:
1. Можно найти точки встречи ребер многогранника с секущей плоскостью, после чего соединить проекции найденных точек. В результате этого получатся проекции искомого многоугольника. Далее целью задачи является определение точек встречи нескольких прямых с данной плоскостью.

2. Можно последовательно найти линии пересечения каждой из граней многогранника с секущей плоскостью. Для этого необходимо несколько раз строить линию пересечения двух плоскостей.

Чтобы определить истинные размеры многоугольника, который получается в секущей плоскости, выполняют операции преобразования эпюра, чаще всего совмещают эту плоскость с плоскостью проекций.
Пересечение призмы
На рис. 107 показано пересечение поверхности прямой призмы фронтально-проецирующей плоскостью Р. Прежде всего нужно рассмотреть проекции сечения. Ребра призмы перпендикулярны горизонтальной плоскости и проецируются на ней точками. Здесь горизонтальная проекция а точки А является пересечением ребра KK1 с плоскостью Р, она совпадает с проекцией k. Фронтальная проекция а располагается на следе Рv. Следовательно, горизонтальная проекция abc искомого сечения совпадает с проекцией основания klm. При этом фронтальная проекция а(b(с( расположена на следе Рv. Если располагать двумя проекциями и сечениями, то нетрудно построить третью. Для определения истинных размеров треугольника ABC нужно совместить плоскость Р с горизонтальной плоскостью путем вращения плоскости вокруг следа Рv.
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Рис. 107. Проекции прямой призмы и сечения фронтально-проецирующей плоскостью и построение действительной
 величины сечения

Рассмотрим далее пересечение поверхности призмы горизонтально-проецирующей плоскостью Q (рис. 108, а, б).
Здесь сечением является прямоугольник АА1В1В (см. рис. 108, а), одна пара сторон которого АВ и A1B1 проецируется без искажения на горизонтальную плоскость, а вторая пара AA1 и ВВ1 – на фронтальную и профильную плоскости.
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Рис. 108. Сечение прямой призмы проецирующей плоскостью:
 а – наглядное изображение призмы и сечения; б – проекции сечения и натуральная величина сечения (два варианта) прямой призмы 
На рис. 108, б представлены проекции призмы с построенными проекциями сечения, на которых видны натуральные размеры обеих сторон прямоугольника АА1В1В. Для построения прямоугольника в натуральную величину нужно через а и b провести прямые перпендикулярно q, затем наметить на них где-нибудь положение точек А и В (AB = ab). После этого откладываются от точек А и В на вспомогательных линиях натуральные размеры сторон АА1 и ВВ1, при этом их берут с фронтальной проекции. Строя натуральную величину сечения, мы как бы совмещаем прямоугольник с горизонтальной плоскостью, вращая его около горизонтального следа АВ (АВ = аb), после чего для удобства немного отодвигаем это изображение от линии q.

Построение натурального вида прямоугольника сечения другим способом весьма удобно делать слева от фронтальной проекции призмы. На произвольном расстоянии от фронтальной проекции призмы откладываем отрезок, равный высоте сечения призмы, например, BB1. От него откладываем отрезок AB, равный ширине ab сечения, измеряя его на горизонтальной проекции сечения, затем строим две остальные стороны сечения и получаем прямоугольник ABB1A1.

Пересечение пирамиды
Рассмотрим варианты сечения пирамиды некоторой плоскостью частного положения (рис. 109). 
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Рис. 109. Пересечение поверхности пирамиды фронтально-проецирующей 
плоскостью: а – изображение пирамиды и сечения ABC; 
б – проекции сечения и построение натуральной величины сечения
Показано как пространственное отображение сечения (ABC) поверхности пирамиды фронтально-проецирующей плоскостью Р (см. рис. 109, а), так и процесс построения проекций сечения пирамиды этой плоскостью (см. рис. 109, б). На рисунке изображена фронтальная проекция а точки встречи ребра KS с плоскостью P. Эта проекция определяется пересечением следа Pv с фронтальной проекцией ребра k(s(. Аналогично находятся фронтальные проекции точек b( и c(. Горизонтальные проекции а, b и c находятся на соответствующих отрезках с использованием линии проекционной связи. Также на рис. 109, б показаны натуральные размеры (A(B(C сечения ABC, которые были определены совмещением его с горизонтальной плоскостью путем вращения около следа Ph. 
На рис. 110 показано пересечение поверхности пирамиды горизонтально-проецирующей плоскостью Q. 
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Рис. 110. Пересечение поверхности пирамиды горизонтально-проецирующей плоскостью: а – пространственное изображение;
б – ортогональные проекции с действительной фигурой сечения
Треугольник ABC является сечением поверхности пирамиды плоскостью Q. Основание АС треугольника проецируется на горизонтальную плоскость без искажения, а высота BD – на фронтальную и профильную плоскости.

Чтобы построить натуральное изображение сечения, нужно провести через проекции а, с и d вспомогательные прямые, которые перпендикулярны Qh. После этого следует провести прямую АС параллельно Qh (AC = аc), точка D будет лежать на АС. Затем необходимо отложить от точки D на прямой Dd высоту треугольника (DB = d(b(). Это определит положение вершины В. Теперь треугольник ABC представляет собой натуральный вид сечения поверхности данной пирамиды плоскостью Q. Строить натуральный вид треугольника сечения весьма удобно слева от фронтальной проекции (треугольник (A(B(C).

11.2.  Сечения поверхностей тел вращения

Сечение поверхности цилиндра
Бывают следующие случаи сечения поверхности прямого кругового цилиндра плоскостью: 

- окружность, если секущая плоскость Р перпендикулярна оси цилиндра, причем она параллельна основанию цилиндра (рис. 111, а);

- эллипс, если секущая плоскость Р не перпендикулярна и не параллельна оси цилиндра (рис. 111, б);

- пара прямых, если секущая плоскость Q содержит ось цилиндра или параллельна ей (рис. 111, в).
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Рис. 111. Варианты сечения поверхности цилиндра плоскостью: 
а – окружность; б – эллипс; в – пара прямых

Особый интерес представляет случай, когда наклонная секущая плоскость пересекает основание цилиндра (плоскость Р1 на рис. 111, б). Здесь часть эллипса может быть неверно принята за параболу или гиперболу. Нужно знать, что ни парабола, ни гипербола не могут быть получены как сечение поверхности кругового цилиндра плоскостью. 

На следующем примере показано пересечение поверхности цилиндра фронтально-проецирующей плоскостью Р (рис. 112). Здесь для цилиндра рассмотрено решение двух основных задач, связанных с сечением тела плоскостью, т. е. отыскание проекций сечения и его натурального вида. 

На рис. 112 слева дано изображение сечения. Из него видно, что большая ось эллипса представлена хордой 0–6, пересекающей ось цилиндра в точке С. Малая ось эллипса перпендикулярна хорде 0–6 и направлена по горизонтали.
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Рис. 112. Пространственное и трехпроекционное изображение сечения 
поверхности цилиндра фронтально-проецирующей плоскостью
Большая ось эллипса проецируется без искажения на фронтальную плоскость проекций, а малая – на горизонтальную и профильную плоскости. Центр эллипса находится на пересечении этих осей, а также на оси цилиндра (точка С). Следует отметить, что на рис. 112 ось симметрии проходит через точки 0–6.

Получающийся в горизонтальном сечении эллипс проецируется на эту плоскость в виде окружности основания, а на профильную плоскость – в виде эллипса. При этом большая ось эллипса 3–9 на профильной плоскости является проекцией малой оси 3–9 исходного эллипса, а малая ось 0–6 на профильной плоскости представляет собой проекцию большой оси 0–6. На фронтальной плоскости проекция эллипса есть отрезок 0–6, который равен большой оси самого эллипса.

Следовательно, в самом начале построения можно получить две готовые проекции сечения: горизонтальную и фронтальную. После этого нужно построить только профильную проекцию. Следует заметить, что точки 3 и 9 отделяют видимую часть кривой от невидимой на профильной проекции. Если секущая плоскость Р наклонена к плоскости основания цилиндра под углом 45°, то профильная проекция эллипса является окружностью. На рис. 112 угол наклона секущей плоскости меньше 45°, вследствие этого профильная проекция большой оси представляет собой малую ось профильной проекции эллипса. В случае, если бы угол наклона секущей плоскости был больше 45°, проекция большой оси была бы большой осью профильной проекции.

Далее выполняется построение натурального вида сечения. Сначала нужно отметить цифрами ряд точек на проекциях эллипса (на рис. 112 отмечено 12 таких точек), после чего следует начинать построение натурального вида сечения. Выполнить это можно двумя способами:

1) построением совмещения плоскости Р с горизонтальной плоскостью путем вращения ее около горизонтального следа Ph. На рис. 112 справа совмещение построено слева от горизонтального следа и соответствующие точки отмечены цифрами с чертой сверху;

2) указанием 12 точек эллипса. При этом хорды, параллельные Ph, проецируются без искажения на горизонтальную плоскость, а расстояния между этими хордами проецируются на фронтальную плоскость. Вследствие этого проводят через точки следа Pv, которые отмечены цифрами, прямые, перпендикулярные Pv. Затем перпендикулярно этим линиям проводят ось симметрии данного эллипса. Вместе с крайними вспомогательными прямыми ее пересечение определит точки эллипса 0 и 6, т. е. концы большой оси. После этого от точек А, В и С следует отложить в обе стороны половины соответствующих хорд (A1 = а1, В2 = b2, C3 = с3). В данном случае хорда 3–9 является малой осью эллипса.
Сечение поверхности конуса

В общем случае круговая коническая поверхность включает в себя две совершенно одинаковые полости, которые имеют общую вершину (рис. 113, а). Образующие одной полости представляют собой продолжение образующих другой полости. На практике мы имеем дело не с бесконечно расширяющимися двумя полостями конической поверхности, а с телом, которое ограничено одной полостью этой поверхности и плоскостью и является обычным круговым конусом.

Может быть несколько различных вариантов сечений кругового конуса, которые перечислены ниже.

1. Гипербола, если секущая плоскость параллельна двум образующим (рис. 113, а). При этом секущая плоскость пересекает обе полости конуса. Угол наклона секущей плоскости по отношению к основанию конуса больше угла наклона образующей.

2. Эллипс, если секущая плоскость не параллельна ни одной образующей (рис. 113, б). Здесь секущая плоскость пересекает поверхность только одной полости конуса. Угол наклона секущей плоскости по отношению к основанию конуса меньше угла, который образующая конуса составляет с основанием конуса. В другом случае (рис. 113, б) угол наклона плоскости больше угла, который образующая составляет с основанием. 
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Рис. 113. Сечения прямого кругового конуса: 
а ( гипербола; б( эллипс
В случае, если секущая плоскость перпендикулярна оси конуса, окружность можно рассматривать как частный случай эллипса. 
3. Парабола, если секущая плоскость параллельна только одной образующей (рис. 114, а). Здесь секущая плоскость не пересекает вторую полость конуса, а угол наклона секущей плоскости по отношению к основанию конуса равен углу наклона образующей к основанию. 
4. Две прямые (рис. 115, б), если секущая плоскость проходит через вершину конуса. Эти прямые являются образующими конуса. Наибольший возможный угол между этими образующими получается при условии перпендикулярности секущей плоскости и основания конуса.
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Рис. 114. Варианты сечения поверхности конуса
 плоскостью: а ( парабола; б ( две прямые
Рассмотрим вариант пересечения прямого кругового конуса плоскостью частного положения.
Прямой круговой усеченный конус (рис. 115) с условной вершиной S поставлен на горизонтальную плоскость проекций и рассечен фронтально-проецирующей плоскостью (. На третьей проекции конуса обозначены его размеры: l ( длина всей образующей, l1 ( длина образующей усеченной части конуса, r ( радиус основания конуса. Поскольку плоскость ( оказывается параллельной двум образующим конуса, то в сечении на поверхности конуса получается гипербола. Фронтальная ее проекция совпадает с фронтальным следом (2 секущей плоскости. Для построения горизонтальной и профильной проекций сечения необходимо применять дополнительные построения. Эти построения можно выполнять двумя способами.
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Рис. 115. Проекции сечения конуса фронтально-проецирующей
 плоскостью и натуральная фигура сечения
Первый способ – способ образующих. Определяем, прежде всего, опорные точки фронтальной проекции кривой. Высшей точкой ее будет точка 52, а низшей – точка пересечения следа (2 с основанием конуса. В ней на плоскости (2 окажутся две совпадающие точки: 12 и 92. На горизонтальной и профильной плоскостях проекций соответствующие им точки находятся с помощью линий проекционной связи. На профильной плоскости проекций опорной будет точка 53, которая строится сразу, и точки 13, 93, которые строятся по их положению на горизонтальной плоскости. К этим опорным точкам прибавляются точки раздела видимости 33 и 73, которые находятся в соответствии с положением двойной точки 32 ( 72, полученной в пересечении следа-проекции (2 с фронтальными проекциями профильных образующих. Для определения проекций промежуточных точек кривой наносим на поверхность дополнительные образующие, можно с равным интервалом между ними. Найдя фронтальные проекции точек пересечения соответствующих образующих со следом-проекцией (2, дальнейшим проецированием определяем их проекции на (1 и (3.
Второй способ – способ окружностей. После определения опорных точек проводим фронтальные проекции нескольких окружностей, располагающихся на поверхности конуса, например окружность с радиусом r1. На горизонтальной плоскости проекций эта окружность изобразится в свою натуральную величину. Из точки пересечения фронтальной проекции окружности со следом-проекцией (2 проводим линию связи до пересечения с горизонтальной проекцией окружности в точках 21 и 81. Откладывая на профильной проекции окружности отрезки, равные полухорде 2181, получаем точки 23 и 83. Поступаем так же и далее, если нужно определить еще некоторое количество точек для построения проекции кривой пересечения. Натуральная величина сечения построена способом совмещения фигуры сечения с плоскостью (1 путем вращения ее вокруг следа k1 секущей плоскости (.
Сечение поверхности шара

Любое сечение поверхности шара плоскостью является окружностью, которая проецируется на плоскость проекций без искажения только в том случае, если секущая плоскость параллельна плоскости проекций. В общем же случае на плоскости получается эллипс.

 В случае, если секущая плоскость перпендикулярна плоскости проекций, на этой плоскости проекцией окружности является отрезок прямой, который равен диаметру окружности.

На рис. 116 показана проекция сечения поверхности шара горизонтально-проецирующей плоскостью Р.
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Рис. 116. Горизонтальная проекция сечения шара плоскостью P
На горизонтальную плоскость сечение будет проецироваться в виде отрезка проекции р плоскости Р, который заключен между контуром шара и равен диаметру окружности сечения.
На фронтальной плоскости мы получим эллипс. Точка О1 является центром окружности, который получен в сечении шара. Он расположен на одной высоте с центром О. 
Горизонтальная проекция о1 центра О1 окружности располагается посредине отрезка ab. Перпендикуляр, который опущен из точки О на прямую ab, попадает в точку о1, являющуюся горизонтальной проекцией центра окружности сечения. Фронтальная проекция о(1 центра окружности является центром интересующего нас эллипса (рис. 117).

[image: image143.png]Puc. 109, Ceventie nosepmuocmu wapa
A T —




Рис. 117. Фронтальная проекция
 сечения шара проецирующей 
плоскостью P
Если рассматривать эллипс как проекцию некоторой окружности, то его большая ось всегда будет проекцией того диаметра окружности, который параллелен плоскости проекций, а малая ось эллипса будет представлять собой проекцию диаметра, перпендикулярного ему. Вследствие этого большая ось эллипса проекции всегда равна диаметру проецируемой окружности. Здесь диаметр окружности CD перпендикулярен плоскости (1 и проецируется без искажения на фронтальную плоскость. Для нахождения концов большой оси эллипса необходимо отложить вниз и вверх от центра о1 эллипса (по перпендикуляру к прямой о(о(1) отрезки о(1с( и о(1d(, которые равны половине диаметра окружности сечения: о(1с( = о(1d( = 1/2(ab). Диаметр АВ окружности параллелен горизонтальной плоскости, а его фронтальная проекция а(b( представляет собой малую ось рассматриваемого эллипса.

Найдем точки, отделяющие видимую часть эллипса от невидимой. Начнем с проведения фронтальной плоскости Q, которая делит шар пополам. Плоскость Q будет пересекать поверхность шара по окружности, проецирующейся на фронтальную плоскость в виде контура. Тогда часть линии сечения, расположенную на передней части шара, будет видно, если смотреть на шар спереди, а остальная часть не будет видна. Плоскость Q пересечет плоскость Р по фронтали f1. Пересекаясь с контуром, ее фронтальная проекция  f определит точки 1, которые разделяют видимую и невидимую части кривой. Промежуточные точки 2 эллипса можно найти с помощью вспомогательной фронтальной плоскости R, пересекающей поверхность шара по окружности с радиусом r2, а плоскость Р – по фронтали f2.

Вопросы для самоконтроля 
1. Что представляет собой сечение многогранника плоскостью?

2. Какие способы построения фигуры сечения применяются и к каким задачам начертательной геометрии они сводятся?

3. Как находится натуральная величина сечения многогранника?

4. Что требуется для построения боковой развертки многогранника?

5. Какие варианты многоугольника могут получиться при пересечении плоскостью трехгранной прямой призмы и трехгранной прямой пирамиды?

6. Какие варианты сечения могут быть при пересечении плоскостью прямого кругового цилиндра?

7. Какие варианты сечения могут быть при пересечении плоскостью прямого кругового конуса?

8. Какие способы преобразования эпюра применяются для построения натуральной величины сечения плоскостью цилиндра или конуса?

9. Какая фигура получается при развертке боковой поверхности прямого кругового цилиндра? Как подсчитываются размеры сторон у этой фигуры?

10. Что представляет собой развертка боковой поверхности прямого кругового конуса?

11. Что представляет собой сечение шара плоскостью? Как может проецироваться это сечение на основные плоскости проекций?

12. ВЗАИМНОЕ ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ

 ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ТЕЛ
12.1. Косые сечения
Под косыми сечениями понимают круг задач на построение натуральных видов сечений рассматриваемого тела проецирующейся плоскостью. Для выполнения косого сечения необходимо расчленить рассматриваемое тело на элементарные геометрические тела, например призму, пирамиду, цилиндр, конус, шар и т. д. После этого следует строить натуральный вид искомого сечения, рассматривая последовательно пересечение плоскости с каждым из этих тел.

На рис. 118 показана правильная четырехгранная пирамида с призматическим сквозным отверстием, которая пересечена фронтально-проецирующей плоскостью. Пусть требуется построить натуральное изображение сечения. Оно представляет собой две равнобедренные трапеции ABCD и EFGH. На плане представлены размеры сторон параллельных оснований в натуральную величину, а расстояния между ними, которые являются высотами трапеций, – на главном виде. Для построения сечения этих данных достаточно. 

 Построение выполняют в следующем порядке:

- проводят ось симметрии сечения параллельно фронтальному следу секущей плоскости, переносят на нее высоты упомянутых трапеций. Для этого проводят через соответствующие точки следа секущей плоскости прямые, которые перпендикулярны этому следу;

- откладывают по обе стороны от оси симметрии половины натуральных размеров оснований трапеций: AD = ad, BC = bc и т. д.;

- соединяют построенные точки отрезками и заштриховывают полученные площади сечения.

Также натуральный вид сечения можно наблюдать справа от горизонтальной проекции пирамиды (A1B1C1D1 и E1F1G1H1). Заметим, что точки D, С, Н и G лежат на одной прямой, так же как и точки F, Е, В и А на другой прямой. Эти прямые являются сечениями передней и задней граней, каждая из которых разрывается отверстием на две части (это важно при построении натурального вида сечения).
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Рис. 118. Сечение призмы со сквозным трапециевидным 
отверстием фронтально-проецирующей плоскостью

12.2. Взаимное пересечение поверхностей

Построение линии пересечения поверхностей осуществляется c помощью вспомогательных секущих поверхностей. При этом данные поверхности пересекаются вспомогательной поверхностью и определяются линии пересечения каждой из данных поверхностей с вспомогательной. Если эти линии пересекаются (а они, в силу принадлежности одной и той же вспомогательной поверхности, могут пересекаться, касаться или не иметь общих точек), то полученные точки пересечения принадлежат обеим данным поверхностям и, следовательно, линии их пересечения.

Если в качестве вспомогательных секущих поверхностей используются плоскости, то способ построения называют способом вспомогательных плоскостей. Рассмотрим применение вспомогательных секущих плоскостей на примере построения линии пересечения цилиндра с конусом (рис. 119).
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Рис. 119. Проекции линии пересечения конуса и цилиндра
Для построения точек будущей линии пересечения двух поверхностей задаются вспомогательные секущие плоскости. Они задаются с таким расчетом, чтобы в пересечении этой плоскости с имеющимися поверхностями возникали простые для построения линии (прямые или дуги окружностей). Взаимопересечение получающихся линий и определяет точки линии пересечения заданных поверхностей.
Если в качестве вспомогательных поверхностей используются сферы, то говорят, что применяется способ вспомогательных сфер. Известно, что если ось поверхности вращения проходит через центр сферы и сфера пересекает эту поверхность, то линия пересечения сферы и поверхности вращения − окружность, плоскость которой перпендикулярна оси поверхности вращения. При этом если ось поверхности вращения параллельна плоскости проекций, то линия пересечения на эту плоскость проецируется в отрезок прямой линии. Это свойство используют для построения линии взаимного пересечения двух поверхностей вращения с помощью вспомогательных сфер. При этом могут быть использованы концентрические и неконцентрические сферы. Рассмотрим применение вспомогательных концентрических сфер − сфер с постоянным центром. Используем для этого вариант пересечения поверхностей двух круговых конусов (рис. 120).
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Рис. 120. Пересечение поверхностей 
двух конусов
Способ секущих сфер с постоянным центром для построения линии пересечения двух поверхностей применяют при следующих условиях:

- обе пересекающиеся поверхности − поверхности вращения;

- оси поверхностей вращения пересекаются;

- точку пересечения принимают за центр вспомогательных (концентрических) сфер;

- плоскость, образованная осями поверхностей (плоскость симметрии), должна быть параллельна плоскости проекций.
Вариант пересечения поверхностей двух конусов (см. рис. 120) соответствует вышеперечисленным условиям.
Проекция вспомогательной сферы (окружность) проводится на фронтальной плоскости проекций из точки пересечения осей поверхностей этих тел. Проведенная окружность должна контактировать с очерками обоих геометрических тел. Через полученные точки на поверхности и первого и второго конусов в пространстве проходит окружность, которая на фронтальной плоскости проекций проецируется в линию – диаметр этой окружности.
Точка пересечения двух линий (от одной и той же сферы) является проекцией точки, общей для двух поверхностей, т. е. проекцией точки линии пересечения двух поверхностей. Далее процесс повторяется, применяется большая или меньшая по размеру сфера, проводимая из того же центра, т. е. сферы являются концентричными. Горизонтальная проекция линии пересечения поверхностей конусов строится с использованием линий проекционной связи.
В ряде случаев применим иной вариант способа сфер, так называемый способ эксцентричных сфер. Он применяется для построения линии пересечения двух поверхностей вращения, у которых оси вращения не могут пересекаться. В подобных случаях подбираются секущие сферы, которые также при контакте с заданными поверхностями вращения дают удобно расположенные окружности. Но при этом сферы не могут проводиться из одного и того же центра. Каждая из вспомогательных секущих сфер проводится из своего центра. Сферы располагаются эксцентрично, поэтому такой способ и называется способом эксцентричных сфер.
Рассмотрим построение линии пересечения прямого кругового конуса и тора, оси которых скрещиваются (рис. 121).

Ось конуса параллельна плоскости (2, линейная ось тора перпендикулярна плоскости (2, окружность центровых осевых круговых сечений тора и ось конуса лежат в одной плоскости, параллельной плоскости (2. Две очевидные характерные точки (см. рис. 121): высшая с проекцией а2 и низшая с проекцией d2 – являются точками пересечения проекций очерков тора и конуса. Проекции этих точек a1, b1 на плоскость (1 будут находиться на горизонтально расположенной осевой линии, общей для обоих геометрических тел. Дальнейшие построения выполняются с применением плоскостей частного положения (в рассматриваемом примере фронтально-проецирующих) и подбором удобного положения вспомогательной сферы. Удобным считается такое положение сферы, при котором она пересекает и конус, и тор по окружности, проецирующейся на плоскость (2 в прямую линию.
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Рис. 121. Пересечение поверхности тора и конуса
Для построения проекций промежуточных точек, например проекции b2, выполняют следующие построения: выбирают на поверхности тора окружность, например с проекцией 1222 с центром в точке с проекцией 32. Перпендикуляр к плоскости этой окружности из точки с проекцией 32 является линией центров множества сфер, которые пересекают тор по окружности с проекцией 1222. Из множества этих сфер выбирают сферу с центром на оси конуса. Его проекция О1. Эта сфера с радиусом R1 пересекает конус по окружности с проекцией 4252. Пересечение проекций 1222 и 4252 является проекцией пары общих точек тора и конуса, т. е. линии их пересечения. На чертеже обозначена проекция b2 одной из указанных точек – точки на видимом участке линии пересечения.
Построение проекций второй пары точек линии пересечения, из которых обозначена проекция c2, выполнено с помощью отрезка 6272 − проекции окружности на поверхности тора. Вспомогательная сфера для построения проекции c2 − сфера с радиусом R2 с центром в точке О2. Конус эта сфера пересекает по окружности с проекцией 8292. В пересечении проекций окружностей 6272 и 8292 находим проекцию c2 искомой точки и симметричной ей на невидимой части пересекающихся поверхностей. Выполняя аналогичные действия, строят необходимое количество точек, соединив которые получают проекцию линии пересечения заданных поверхностей.

Вопросы для самоконтроля 
1. Что такое косое сечение?

2. Что следует предпринять, чтобы построить косое сечение пространственного предмета?

3. Какие существуют способы для построения линии пересечения поверхностей геометрических тел?

4. Когда может быть применен способ вспомогательных сфер?

5. Какие условия должны выдерживаться для применения способа концентричных сфер?

6. Какие условия должны выдерживаться для применения способа эксцентричных сфер? 

13. Построение разверток поверхносей
13.1.  Основные понятия и свойства

Поверхность называется развертывающейся, если она путем изгибания может быть совмещена с плоскостью без образования складок и разрывов. При этом исходим из представления поверхности как гибкой, но нерастяжимой и несжимаемой пленки. Свойством развертываемости обладают многогранные поверхности и кривые линейчатые поверхности с ребром возврата: торсы, конические и цилиндрические.

Линейчатые косые и нелинейчатые поверхности этим свойством не обладают. Существуют различные способы построения их условных разверток с помощью аппроксимации.
Плоская фигура, полученная в результате совмещения поверхности рассматриваемого геометрического тела с плоскостью, называется разверткой (рис. 122). 
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Рис. 122. Развертка поверхности

Между поверхностью и ее разверткой существует взаимно-однозначное точечное соответствие (точке А на поверхности соответствует точка А' на развертке, и наоборот), обладающее следующими свойствами:

1) длина участка АВ линии l на поверхности равна длине участка А'В' соответствующей ей линии l на развертке;

2) угол α между кривыми m и n на поверхности равен углу α' между соответствующими им кривыми m' и n' на развертке (углом между кривыми называется угол между касательными к ним в точке пересечения);

3) площадь отсека F поверхности равна площади соответствующего отсека F' развертки.

В дифференциальной геометрии доказывается, что второе и третье свойства являются следствием первого. Первое свойство вытекает из представления поверхности как гибкой, но нерастяжимой и несжимаемой пленки.

Из рассмотренных свойств следует:

1) прямой линии a на поверхности соответствует прямая а' на развертке;

2) прямым, параллельным на поверхности (а ( b), соответствуют прямые, параллельные на развертке (a' ( b').

Однако оба указанных свойства обратной силы не имеют, т. е. не всякой прямой на развертке соответствует прямая на поверхности. Примерами этого могут служить цилиндрическая винтовая линия, параллели поверхности вращения.

Если кривой линии, принадлежащей поверхности, соответствует прямая на развертке, то эта кривая линия является геодезической для данной поверхности. Геодезической называется линия, принадлежащая поверхности и соединяющая кратчайшим путем две точки, также принадлежащие поверхности.

13.2. Построение разверток многогранников

Плоская фигура, которая получается, если все грани вычертить в настоящую величину на плоскости чертежа в том порядке, в каком они следуют на самом многограннике, называется разверткой (или выкройкой) поверхности данного многогранника. Для ясности можно сказать, что поверхность многогранника как бы разрезается вдоль некоторых его ребер так, чтобы потом эту поверхность можно было совместить с плоскостью чертежа. В том случае, если поверхность многогранника пересечена некоторой плоскостью, для построения развертки на каждой грани следует изобразить след секущей плоскости.

Построение развертки боковой поверхности многогранника осуществляется в два основных этапа:
1) определение истинных размеров всех элементов каждой ее грани. Именно благодаря им можно построить изображение этой поверхности в натуральную величину;

2) последовательное построение каждой грани в натуральную величину исходя из найденных раньше элементов.

Если данная грань многогранника представляет собой треугольник, тогда, чтобы построить ее в натуральную величину, нужно просто знать размеры всех ее сторон. Если грань многогранника представляет собой четырехугольник, то, кроме четырех его сторон, следует знать еще какой-либо ее элемент (или один из углов, или диагональ и т. п.). В некоторых случаях вспомогательными линиями могут быть следы секущей плоскости.

Рассмотрим построение развертки поверхности пирамиды.

Боковые грани любой пирамиды являются треугольниками. Для построения развертки пирамиды (рис. 123) способом триангуляции необходимо предварительно определить натуральные величины боковых ребер и сторон основания.
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Рис. 123. Построение развертки пирамиды (способ триангуляции)
У изображенной на рисунке пирамиды стороны основания являются горизонталями и проецируются на плоскость (1 в истинную величину. Истинные величины боковых ребер определены способом прямоугольных треугольников S2M0C0, S2M0B0 и S2M0А0, у которых одним катетом является высота пирамиды S2М0, а другим – горизонтальная проекция соответствующего ребра.

(M0C0( = (S1C1(; (M0B0( = (S1B1(; (M0A0( = (S1A1(; (M0K0(= = (S1K1(.

Натуральные величины ребер пирамиды могут быть определены способом вращения вокруг оси, проходящей через вершину S и перпендикулярной плоскости (1.

Следующая операция состоит в построении каждой боковой грани как треугольника по трем сторонам. В результате получается развертка боковой поверхности пирамиды в виде ряда примыкающих друг к другу треугольников с общей вершиной S. Присоединив к полученной фигуре основание (∆ АВС), получим полную развертку пирамиды. Построение на развертке точки 1, принадлежащей поверхности пирамиды, понятно из чертежа. Такой способ построения развертки поверхности называется способом триангуляции.

Для построения развертки наклонной призмы, изображенной на рис. 124, способом нормального сечения необходимо найти истинные величины боковых ребер и сторон основания призмы. Призма расположена так, что ее боковые ребра параллельны плоскости (2 и проецируются на нее в натуральную величину. Стороны оснований являются горизонталями и проецируются на плоскость (1 без искажения. Таким образом, длины сторон каждой грани известны, однако этого еще недостаточно для построения истинной формы боковых граней.
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Рис. 124. Построение развертки призмы

Боковые грани наклонной призмы являются параллелограммами, которые не могут быть построены по четырем сторонам. Для построения параллелограмма необходимо помимо длины сторон знать еще его высоту. Для определения высот граней пересечем призму плоскостью (, перпендикулярной к ребрам (способ нормального сечения), и определим истинную величину сечения путем замены плоскостей проекций. Стороны этого нормального сечения и будут высотами соответствующих граней. Теперь приступаем к построению развертки. На свободном месте чертежа проводим горизонтальную прямую m и откладываем на ней отрезки: 1020 = 1424, 2030 = 2434 и 3010 = 3414. Через точки 10, 20, 30, 10 проводим перпендикуляры к прямой m, откладываем на них величины боковых ребер так, чтобы А010 = А212 и 10К0 = 12К2, В020 = В222 и 20L0 = 22L2 и т. п. Соединив концы построенных отрезков, получим развертку боковой поверхности призмы. Присоединив к ней оба основания, получим полную развертку призмы. Построение на развертке точки D, принадлежащей поверхности призмы, понятно из чертежа.

13.3. Развертки кривых развертывающихся поверхностей

Необходимо отметить, что к развертывающимся кривым поверхностям относятся только торсы (поверхности с ребром возврата, коническая и цилиндрическая поверхности).

Развертка любой развертывающейся поверхности (кроме гранных) является приближенной. Это можно объяснить тем, что при развертке такой поверхности ее аппроксимируют поверхностями вписанных или описанных многогранников, имеющих грани в форме прямоугольников или треугольников. Поэтому при графическом выполнении развертки поверхности происходит спрямление кривых линий, принадлежащих поверхности, что и приводит к потере точности. Обычно строят приближенные развертки поверхностей, вполне пригодные для практических целей.

 Используя способ триангуляции, необходимо определить истинные величины ребер вписанной пирамиды. Поверхность заменяется многогранной поверхностью, состоящей из треугольных граней. Рассмотрим применение способа триангуляции при построении развертки эллиптического конуса, изображенного на чертеже (рис. 125).
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Рис. 125. Построение развертки эллиптического конуса

Триангуляция конической поверхности осуществляется вписыванием в нее пирамидальной поверхности, которая определяется ломаной 1234 ..., вписанной в направляющую кривую конуса, и вершиной S. Развертка этой n-угольной пирамиды и принимается за развертку конуса. Все построения на чертеже (на рис. 125) выполняются аналогично построениям на чертеже (на рис. 123). Ломаная линия 1234,..., получающаяся на развертке пирамиды, заменяется плавной кривой, проходящей через те же точки.

При построении разверток цилиндрических поверхностей способ триангуляции, как правило, не применяется. Цилиндрическая поверхность заменяется (аппроксимируется) вписанной в нее призматической поверхностью (рис. 126).
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Рис. 126. Построение развертки цилиндрической поверхности

Фигура развертки определяется ломаной 1234 ..., вписанной в направляющую кривую цилиндра, и направлением образующих. Развертка этой п-угольной призмы и принимается за развертку цилиндра. Построения выполняются так же, как на рис. 124. Ломаная линия 1234..., получающаяся на развертке призмы, заменяется плавной кривой, проходящей через те же точки.

Развертка боковой поверхности прямого кругового цилиндра представляет собой прямоугольник со сторонами, соответственно равными (D и h, где D – диаметр окружности основания цилиндра, а h – его высота. На рис. 127 показано построение развертки боковой поверхности такого цилиндра. Основание построенного прямоугольника равно длине окружности (πD), а высота равна длине образующей цилиндра.
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Рис. 127. Построение развертки поверхности цилиндра и нанесение 
линии сечения
Для построения линии сечения на развертке цилиндра длина окружности заменена периметром вписанного правильного 12-угольника, после чего через соответствующие точки делений спрямленной окружности проведены образующие. При этом на каждой образующей отмечена точка ее встречи с плоскостью Р (0, 1, 2, …). Соединив эти точки плавной кривой линией, получаем развернутую линию сечения поверхности цилиндра.
13.4. Условные развертки неразвертывающихся поверхностей

Неразвертывающуюся поверхность совместить с плоскостью невозможно. Для построения условной развертки такой поверхности применяют метод аппроксимации, который заключается в следующем: данная неразвертывающаяся поверхность Ф разбивается на некоторые отсеки. Каждый из этих отсеков заменяется отсеком кривой развертывающейся поверхности. Совокупность всех отсеков развертывающихся поверхностей называется обводом Ф' поверхности Ф. С помощью триангуляции обвод Ф' заменяется обводом Ф" гранных поверхностей. Развертка гранных поверхностей, образующих обвод Ф", принимается за условную развертку поверхности Ф. При свертывании такой развертки, кроме изгибания, необходимо произвести частичное растяжение или сжатие отдельных ее участков.

Рассмотрим построение развертки поверхности сферы (шара).

Сферическая поверхность является неразвертывающейся. Существующие методы построения ее развертки дают лишь приближенные результаты. Сущность одного из них заключается в том, что элемент сферической поверхности заменяется элементом цилиндрической поверхности, касательной к сфере по главному меридиану m. Ось такой цилиндрической поверхности проходит через центр сферы перпендикулярно плоскости G2, в которой расположен этот главный меридиан. При этом под элементом сферы понимают часть ее, ограниченную двумя большими окружностями.

Для построения развертки поверхности сферы (рис. 128) нужно выполнить следующее:

- разделить сферу большими (меридиальными) окружностями на несколько (8–12) равных частей. Каждый из образовавшихся элементов сферы проецируется на плоскость (1 в виде сектора (рис. 128, а);

- описать вокруг сферы цилиндрическую поверхность, ось которой проходит через центр сферы перпендикулярно к (2 (рис. 128, а);

- заменить элемент сферы частью цилиндрической поверхности. Горизонтальной проекцией этого цилиндрического элемента окажется треугольник А1В1О1, а фронтальной – контур сферы (дуга окружности);
- для построения развертки цилиндрического элемента (лепестка) разделить его фронтальную проекцию на восемь равных частей;

- построить горизонтальные проекции образующих, соответствующих точкам деления. Истинные длины отрезков образующих для построения развертки взять с горизонтальной проекции (это отрезки А1В1,С1 D1, E1F1, G1H1), а расстояния между ними измерить на фронтальной проекции (расстояния между точками 1222 и 2232);

- при построении цилиндрического элемента (лепестка) через середину отрезка АВ = А1В1 провести вертикальную ось симметрии лепестка, на которой отложить вверх и вниз четыре отрезка: 1020 = 1222, 2030 = = 2232, 3040 = 3242, 4050 = 4252;
- через точки 20, 30, 40 провести отрезки C0D0 = C1D1, E0F0, G0H0 =
= G1H1;
- соединить плавной кривой концы отрезков, т. е. ломаная 1357... заменяется плавной кривой, проходящей через те же точки, и получается развертка верхней половины лепестка. 

Строим развертку каждого сектора (лепестка) цилиндрической поверхности. Построенная фигура принимается за условную развертку сектора сферы. Полная развертка будет состоять из восьми таких фигур (рис. 128, б).
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Рис. 128. Построение развертки сферы: а – исходные проекции и построения; б – развертка поверхности
При выполнении построения развертки часто возникает необходимость определить положение какой-либо точки на поверхности. Рассмотрим положение точки К на поверхности сферы и перенесем ее изображение на развертку.
Это можно выполнить с помощью двух координат дуг S1 и S2 , показанных на рис. 128, а. Дуга S2 показывает смещение точки К от экватора к полюсу, а дуга S1 − смещение ее от одного из меридианов по параллели сферы. Дуга S2 равна той части меридиана сферы, которая ограничена экватором и параллелью, проходящей через точку К(К2). Длину этой дуги (см. рис. 128, б) S2 = К2´М2 нужно откладывать на развертке от экватора соответствующего (4-го) лепестка по вертикальной оси симметрии. Величина S1 откладывается параллельно линии экватора от соответствующего края данного лепестка развертки.
Вопросы для самоконтроля 
1. Что называют разверткой поверхности?

2. Какая поверхность называется развертывающейся?

3. Какие поверхности обладают свойством развертываемости?

4. Какие существуют способы для построения развертки поверхности?
5. В чем состоит сущность способа триангуляции?
6. Какие развертки являются точными и какие приближенными?

7. Какие поверхности относят к неразвертывающимся?

8. Как и в какой последовательности может быть построена развертка сферы?
14. Проекции с числовыми отметками

14.1. Общие сведения и проекции точек
При проектировании дорог, мостов, аэродромов, гидротехнических сооружений и т. п. необходимо изображать земную поверхность с различными земляными сооружениями. Так как при изображении земной поверхности имеют место большие расстояния в двух измерениях и незначительные в третьем измерении по вертикали, то способ проецирования на две плоскости становится неудобным. Данное обстоятельство привело к отказу от второй плоскости проекций и замене ее числовыми отметками, совмещенными с первой плоскостью проекций.

При этом способе все точки ортогонально проецируются только на одну плоскость проекций, обычно горизонтальную. Но так как одна проекция не определяет положение точки в пространстве, то фронтальную проекцию заменяют числовыми отметками, которые ставятся около проецируемых точек, например A5 (рис. 129). Отметка указывает превышение точки над горизонтально расположенной плоскостью проекций П1.
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Рис. 129. Проекции с числовыми отметками
При проецировании земной поверхности за абсолютный нулевой уровень принимают постоянный уровень воды в Балтийском море, иногда используют условный уровень. Все точки, расположенные выше плоскости, принятой за условный нулевой уровень, имеют отметку со знаком + (плюс), который, как правило, не ставится. Точки, расположенные ниже плоскости, принятой за условный нулевой уровень, имеют отметку – (минус), например проекция точки В (рис. 130).

Проекции с числовыми отметками были применены для изображения на морских картах глубины в различных пунктах водных бассейнов. В XVI веке был предложен способ изображения топографической поверхности кривыми линиями, которые соединяли целый ряд точек, лежащих на одном уровне. Данные кривые линии получили название горизонталей.
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Рис. 130. Проекции точек с разными отметками на плоскость нулевого уровня

14.2. Проецирование прямой  в проекциях
с числовыми отметками
Прямая АВ, расположенная в пространстве, на чертеже имеет проекцию – прямую линию, которая соединяет проекцию точки А(А1) и проекцию точки В(В6) (рис. 131).
Проекция А1В6 соответствует только одному положению прямой в пространстве, при условии, что задан масштаб чертежа. Угол наклона прямой АВ к горизонтальной плоскости – это угол между отрезком прямой АВ и ее проекцией. Если крайние точки отрезка прямой имеют одинаковые отметки (например А8В8), то прямая расположена горизонтально. 
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Рис. 131. Проецирование прямой и построение натуральной ее величины
Проецирование прямой АВ в проекциях с числовыми отметками позволяет найти натуральную величину отрезка. Пусть точка А прямой находится над плоскостью П1 на расстоянии в одну единицу, а точка 
В  – на расстоянии в шесть единиц. Выполним проецирование прямой AB на дополнительную плоскость П4, совмещаемую затем с плоскостью П1. Плоскость П4 также параллельна прямой АВ, вследствие чего АВ проецируется на нее в натуральную величину, которая строится на плоскости П4, совмещенной с горизонтальной плоскостью П1. Угол наклона к плоскости П1 – угол между отрезком АВ и его проекцией.

В проекциях с числовыми отметками для задания прямой необходимо указать: направление проекции, отметки одной из ее точек и уклон или интервал. Стрелка указывает направление понижения отметок.

Параметры, характеризующие прямую либо ее отрезок, – это заложение, превышение, уклон, интервал. Эти параметры (кроме уклона) представлены на примере проекции A2B7  отрезка AB (рис. 132).
Заложение прямой – это длина проекции данной прямой, обозначаемая L.

Превышение – это разность высотных отметок (h1 – h) крайних точек отрезка прямой.
Уклон прямой – это отношение разности высотных отметок концов прямой к заложению прямой: i = (h1 – h)/L = tgα.
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Рис. 132. Градуирование прямой 
и ее интервал
Интервал прямой – это горизонтальная проекция отрезка между двумя точками прямой, имеющими разность уровней в одну единицу:
l = O/(h1 – h) = ctg α.
Так как ctg α = 1/tgα, то l = 1/i , т. е. уклон и интервал – величины, обратные друг другу.

В частном случае:
- если прямая линия горизонтальна, угол α = 0 и i = 0, интервал l =1/i  = ∞;
- если прямая линия вертикальна, угол α = 90°, тогда i = ∞, интервал l =1/i = 0.
 Уклон откосов, выемок и насыпей задается отношением чисел или процентами: 1:2; 1:3; 10 %; 20 %. Уклон может задаваться в промил-лях – 20 ‰, 50 ‰ для уклонов вдоль дорог и каналов. Промилле – одна тысячная доля какого-либо числа, десятая часть процента.

14.3. Проецирование и отображение плоскости

Проецирование плоскости в проекциях с числовыми отметками может быть выполнено:
- проекциями трех точек, не лежащих на одной прямой (рис. 133);
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Рис. 133. Проецирование плоскости (три точки)

- проекциями двух параллельных отрезков или прямых (рис. 134, 135);
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Рис. 134. Проецирование плоскости (два параллельных отрезка)
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Рис. 135. Проецирование плоскости (две параллельные прямые)
- проекциями двух пересекающихся отрезков AB и EС или прямых AB и BC (рис. 136, 137);
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Рис. 136. Проецирование плоскости 
(два пересекающихся отрезка)
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Рис. 137. Проецирование плоскости (две пересекающиеся прямые) и горизонтали этой плоскости
Угол падения плоскости в проекциях с числовыми отметками – это угол между линией ската плоскости и ее проекцией. Также этот угол называют углом наибольшего ската плоскости. 
На рис. 138 это угол α между линией ската MN и ее проекцией MN1. 
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Рис. 138. Угол падения плоскости (пространственное изображение)
Угол падения плоскости, либо угол наибольшего ската плоскости, может быть построен на плоскости нулевого уровня с помощью масштаба уклона плоскости (рис. 139).
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Рис. 139. Угол падения плоскости (пример построения)
Масштаб уклона плоскости в проекциях с числовыми отметками –это проекция линии наибольшего ската плоскости и проекции горизонталей плоскости, нанесенных на ней с заданным интервалом. Угол падения плоскости определяется как угол между натуральной длиной линии наибольшего ската и масштабом уклона плоскости.

Для того чтобы найти угол α, необходимо построить натуральную длину линии наибольшего ската MN, отложив от точки 4 разность отметок в четыре единицы на перпендикуляре к линии масштаба уклона.

14.4. Прямая в плоскости

Прямая линия, принадлежащая плоскости, строится через две любые, принадлежащие этой плоскости точки. Особая линия – горизонталь заданной плоскости – строится следующим образом (рис. 140):
[image: image167.png]



Рис. 140. Построение горизонтали и натуральной величины фрагмента плоскости (∆ АВС)
- соединяем прямыми проекции точек A3 и B8 и проекции точек B8 и C2;
- градуируем прямую с наибольшей разностью отметок B8C2;
- соединяем прямыми линиями точки, имеющие одинаковые отметки, т. е. точку A3 с точкой на линии B8C2, имеющей отметку 3,0, и получаем направление горизонталей;
- проводим прямые через остальные отметки проградуированной прямой B8C2 в направлении горизонталей и получаем все горизонтали заданной плоскости.
Натуральная величина плоскости, заданной тремя точками A(A3), B(B8), C(C2), построена на рис. 141. Она находится путем вращения треугольника ABC вокруг одной из горизонталей плоскости до положения, параллельного горизонтальной плоскости проекций.

Натуральная величина плоскости строится путем последовательного выполнения следующих действий:
- по уже указанному алгоритму определяем направление горизонталей плоскости – 3A3;
- выбираем горизонталь для вращения плоскости – горизонталь с отметкой 1, чтобы натуральная величина плоскости строилась на свободном поле чертежа;
- выполняем вращение какой-либо точки плоскости, например B, до совмещения плоскости с горизонтальным положением;
- находим совмещенное с горизонтальным положением местонахождение вершины A;

- продолжением B8A3 до пересечения с горизонталью вращения находим точку 1, определяющую направление стороны AB;
- в пересечении линии связи точки A с 1B находим положение точки A при совмещении плоскости с горизонтальным положением;
- соединяя прямыми точки A, B и C, совмещенные с горизонтальным положением плоскости, находим искомое – натуральную величину плоскости.
Прямая в плоскости в проекциях с числовыми отметками может быть прямой с заданным уклоном. Пусть плоскость задана проекциями трех точек A5, B8 и C2. Требуется в плоскости из точки D8 провести прямую с заданным уклоном i = 1/3 (рис. 141).
Прямая в плоскости A5B8C2 с заданным уклоном i = 1/3 строится следующим образом:

- получаем горизонтали заданной плоскости;
- определяем интервал l = 1/i = 1/(1/3) = 3;
- из точки D8 радиусом, равным трем единицам, засекаем горизонталь 7;

- получаем в месте пересечения точку K7, определяющую искомое положение отрезка D8K7 с заданным уклоном i = 1/3.
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Рис. 141. Прямая с заданным уклоном в плоскости
Линия пересечения плоскостей в проекциях с числовыми отметками может быть построена, если найдены две точки, принадлежащие обеим плоскостям. Для этого вводим вспомогательные плоскости. Пересечение их с заданными плоскостями даст линии, в пересечении которых находим точки, принадлежащие исходным плоскостям (рис 142).




Рис. 142. Линия пересечения плоскостей

В качестве вспомогательных плоскостей используются, как правило, горизонтальные плоскости, проведенные по отметкам горизонталей. В результате во вспомогательных плоскостях происходит пересечение горизонталей с одинаковыми отметками, дающее две точки, принадлежащие обеим заданным плоскостям. Линия пересечения плоскостей α и β может быть легко построена, если на представленном рисунке две плоскости заданы масштабом уклона αi и βi. Вводим вспомогательные плоскости уровня δ10 и γ14. В пересечении их с плоскостями α и β получим две пары пересекающихся горизонталей, каждая пара которых дает точки 10 и 14. Через эти точки проходит искомая линия – линия пересечения плоскостей.

Линия пересечения плоскостей в проекциях с числовыми отметками должна быть построена, если выполняется проектирование земляного сооружения, называемого аппарелью. Аппарель – это наклонный въезд или съезд в выемках или насыпях.
Здесь имеют место линии пересечения плоскостей: откосов аппарели с плоскостью, принятой за условный уровень, и откосов между собой. Откосы аппарели можно рассматривать как касательные плоскости к поверхности прямого кругового конуса, вершина которого скользит по прямой (бровке дороги), а образующая наклонена к плоскости основания под углом, равным углу наклона плоскости откоса.

Требуется выполнить построение аппарели, если уклон полотна аппарели ia = 1:4, высота подъема – 3 м (от нулевой отметки), уклон боковых откосов in = 1:2, уклон торцового откоса iт = 1:1 (рис. 143).
Построение аппарели выполняем в следующей последовательности:
- строим масштаб уклона, определяем по нему заложение l1 = 4,
 l2 = 2, l3 = 1 м;
- проводим ось аппарели. От точки 0 откладываем три интервала соответствующего уклона iα = 4;
- строим проекцию полотна аппарели (A, B, K, L);
- проводим горизонтали полотна 1-1, 2-2 и 3-3 и отмечаем точки пересечения их с бровками;
- из полученных точек как из вершин строим проекции конусов;
- в точке 1 конус будет иметь высоту 1 м и радиус окружности основания 2 м;
- проведя касательные из проекций B и K к окружностям R2, R4 и R6, получим линии пересечения откосов аппарели с плоскостью нулевого уровня;
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Рис. 143. Проекции аппарели и ее откосов
- для получения линии пересечения торцового откоса, спускающегося влево от края AL с уклоном i = 1:1, необходимо построить масштаб уклона αi плоскости откоса и через нулевую отметку провести прямую CD, параллельную AL (или перпендикулярную масштабу уклона);
- пересечение плоскостей боковых откосов с торцовым произойдет по прямым AC и LD. В этом легко убедиться, проводя горизонтали на плоскостях всех откосов. Пересечение горизонталей с одинаковыми отметками произойдет в точках, которые будут расположены на прямых AC и LD;
- натуральный размер откоса CAB определяем путем вращения его плоскости вокруг горизонтали CB.
14.5. Проецирование поверхности

Поверхности геометрическая и графическая могут использоваться при проектировании различных сооружений, дорог, мостов, строительных площадок.

Поверхность в проекциях с числовыми отметками изображается с помощью проекций горизонталей, полученных пересечением данной поверхности рядом горизонтальных плоскостей, отстоящих друг от друга на одну единицу расстояния. Обычно за единицу расстояния берется 1 м. Коническая поверхность относится к графическим поверхностям. На рис. 144 представлены две разновидности кругового конуса: прямой и наклонный.




Рис. 144. Коническая поверхность

Слева показана поверхность для прямого кругового конуса. Горизонтали выполнены в виде концентричных окружностей с равными интервалами. Справа ( поверхность для наклонного кругового конуса. Горизонтали выполнены в виде эксцентрических окружностей, интервалы с левой и правой стороны разные. Концентричность горизонталей прямого кругового конуса и эксцентричность горизонталей наклонного конуса позволяют различить эти конусы в проекциях с числовыми отметками.
По интервалам можно судить об уклоне. Для прямого кругового конуса интервалы равны по всем образующим конуса. Поэтому данная коническая поверхность имеет один и тот же уклон по всем направлениям, уклон образующей SA равен уклону образующих SB и SC. Для наклонного кругового конуса уклон образующей SC меньше, чем уклон образующей SA, так как интервал SC больше интервала SA. Наименьший интервал имеет образующая SB, которая в данном случае будет иметь наибольший уклон. Для поверхности данного конуса SB является линией наибольшего ската.

Топографическая поверхность – это поверхность нашей планеты, т. е. поверхность, закон образования которой неизвестен. Топографическая поверхность используется для сооружений, дорог, мостов, строительных площадок, котлованов и других объектов. Изображение различных образований земной поверхности представлено на рис. 145.
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Рис. 145. Топографическая поверхность

Топографическая поверхность в плане, т. е. на плоскости нулевого уровня, изобраskется с помощью горизонталей – линий, соединяющих точки с одинаковыми отметками. План той же местности, показанный на рис. 145, представленный в горизонталях, приведен на рис. 146.
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Рис. 146. План топографической поверхности
Разность высотных отметок между двумя соседними горизонталями принято брать равной единице. За единицу берут 1 м в том или ином масштабе. Расстояние между горизонталями – интервал. Интервал определяет уклон топографической поверхности. Принято считать, что топографическая поверхность в интервалах между горизонталями имеет одинаковый уклон по линии наибольшего ската.
Результатом пересечения плоскости с топографической поверхностью является некоторая кривая линия, которая строится по точкам пересечения соответствующих горизонталей поверхности и плоскости. Горизонтали же пересекутся только тогда, когда будут иметь одинаковые отметки. Кривая пересечения топографической поверхности и плоскости может быть заменена ломаной линией, составленной из прямолинейных участков.
14.6. Пересечение линии и плоскости
 с топографической поверхностью

Пересечение прямой с топографической поверхностью

Пересечение прямой с топографической поверхностью находят теми же способами, что и пересечение прямой с плоскостью:
- способом горизонталей заключаем прямую в плоскость общего положения;
- находим линию пересечения плоскости и топографической поверхности;
- находим точки пересечения прямой с линией пересечения плоскости и топографической поверхности.

Вспомогательную плоскость в проекциях с числовыми отметками задают горизонталями. Они проводятся через точки предварительно проградуированной прямой. Построенные горизонтали, пересекаясь с горизонталями топографической поверхности тех же уровней, дают ряд точек линии пересечения плоскости и топографической поверхности. Эти точки соединяем плавной кривой, получая так называемый профиль поверхности, в котором находится также и заданная прямая.
Пример построения точек пересечения прямой АВ с топографической поверхностью приведен на рис. 147. Такой способ именуется способом профилей, так как строится своеобразный разрез поверхности вертикальной секущей плоскостью по направлению имеющейся прямой.
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Рис. 147. Пересечение прямой с топографической поверхностью

Последовательность действий следующая:

- заключаем прямую в горизонтально-проецирующую плоскость;
- выполняем построение профиля заданной топографической поверхности;
- совместив прямую с профилем, находим пересечение прямой с топографической поверхностью в точках C и D;
- вернув прямую с найденными точками в первоначальное положение, получаем искомые проекции точек C12, 6 и D11, 7 в пересечении их линий связи с A13B11, 4.

Пересечение плоскости с топографической поверхностью

Результатом пересечения двух поверхностей между собой является линия. Если пересекаются две простейшие поверхности – плоскости, то получается прямая. Линия пересечения плоскостей определяется точками пересечения двух пар горизонталей одного и того же уровня этих плоскостей (см. рис. 142 либо рис. 148).
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Рис. 148. Построение линии пересечения двух плоскостей: 
а – в пространстве; б – на плоскости проекций

Если же пересекается плоскость с поверхностью, то появляется ломаная или кривая линия, проходящая через ряд точек, построенных благодаря пересечению горизонталей одинакового уровня, как плоскости, так и поверхности.
Линия пересечения плоскости и поверхности или двух поверхностей определяется точками пересечения одновысотных горизонталей обеих поверхностей (или плоскости и поверхности) (рис. 149). 
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Рис. 149. Линия пересечения плоскости и поверхности
Таких точек требуется уже гораздо больше в сравнении с построением линии пересечения плоскостей. Для построения таких точек необходимо иметь план топографической поверхности и заданную плоскость. Наиболее рациональный способ задания плоскости в проекциях с числовыми отметками ( это масштаб уклона плоскости. Масштаб уклона позволяет нам построить нужное количество конкретных горизонталей с соответствующими отметками. После этого отмечаем точки пересечения топографической горизонтали с имеющей такую же высотную отметку горизонталью плоскости. Выполнив соединение нескольких найденных точек, получаем проекцию линии пересечения плоскости ( и топографической поверхности.
Далее рассматривается пример построения линий пересечения откосов элементарной горизонтальной площадки как между собой, так и с топографической поверхностью, т. е. поверхностью земли (рис. 150).
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Рис. 150. Построение линии земляных работ при создании площадки

Вначале определяются точки так называемых «нулевых» работ, т. е. точки, находящиеся на контуре площадки и на горизонтали поверхности, имеющей одинаковую с площадкой высотную отметку (46,00). Далее рассматриваются зоны выемки (срезки) грунта и насыпи (подсыпки). Там, где уровни горизонталей меньше уровня площадки, будет формироваться насыпь. Откосы насыпи и выемки нередко имеют разные уклоны. Это значит, что интервалы, т. е. расстояния между горизонталями откосов для насыпи и выемки, будут неодинаковы, что и наблюдается на рис. 150. Отметим еще раз, что интервал и уклон – обратно пропорциональные величины.

В удобном для построения месте выбранного откоса строится линия ( масштаб уклона плоскости откоса, на которой отмечаются точки для построения горизонталей откоса. После проведения горизонталей откосов находят точки пересечения горизонталей смежных откосов между собой. Так строится линия взаимного пересечения двух смежных откосов. Затем находят точки пересечения одновысотных горизонталей на топографической поверхности и на откосах площадки и строят линию окончания откоса на поверхности земли. При необходимости для построения дополнительных точек могут строиться дробные горизонтали или использоваться микропрофили в некоторых местах сооружения. На рассматриваемом примере ( это определение положений точек С, Е, F.
Как правило, в зоне выемки грунта выполняется уширение площадки для проектирования кювета, который предназначается для отвода поверхностного стока. В этом случае интервал для построения первой горизонтали для зоны выемки будет откладываться от уширенной границы площадки.

Вопросы для самоконтроля 
1. В чем состоит сущность проецирования с числовыми отметками?

2. Что представляет собой числовая отметка точки?

3. Какими параметрами пользуются при проецировании отрезка прямой линии?
4. Что такое заложение прямой?

5. Что такое превышение у отрезка прямой?

6. Как определяется уклон прямой?

7. Что такое интервал?

8. Какими способами в проекциях с числовыми отметками может быть задана плоскость?

9. Что представляет собой угол падения плоскости?

10. Что понимается под термином «масштаб уклона плоскости»?

11. Для чего используется масштаб уклона плоскости?

12. Что такое аппарель?

13. Как строится проекция линии пересечения двух плоскостей (откосов)?

14. Каким способом в проекциях с числовыми отметками задаются графические поверхности?

15. Что понимается под топографической поверхностью? Как она отображается в плане?

16. Как строится линия пересечения плоскости и топографической поверхности?

17. Что такое профиль поверхности?

18. Для каких построений может использоваться способ профилей?

15. Аксонометрические проекции
15.1. Понятие об аксонометрии

Аксонометрические изображения широко применяются благодаря наглядности и простоте построений.

Слово «аксонометрия» в переводе с греческого означает измерение по осям. Аксонометрический метод может сочетаться и с параллельным, и с центральным проецированием при условии, что предмет проецируется вместе с координатной системой. Сущность метода параллельного аксонометрического проецирования заключается в том, что предмет относят к некоторой системе координат и затем проецируют параллельными лучами на плоскость вместе с координатной системой. 
На рис. 151 показана точка А, отнесенная к системе прямоугольных координат xyz. Вектор S определяет направление проецирования на плоскость проекций П*.

Аксонометрическую проекцию А1* горизонтальной проекции точки А принято называть вторичной проекцией. Искажение отрезков осей координат при их проецировании на П* характеризуется так называемым коэффициентом искажения.
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Рис. 151. Аксонометрическое проецирование объекта (точки А)
Коэффициентом искажения называется отношение длины проекции отрезка оси на чертеже к его истинной длине. Так, по оси x* коэффициент искажения составляет: u = 0*x*/0x, а по оси y* и z* ( υ = 0*y*/0y и ω = 0*z*/0z.

В зависимости от отношения коэффициентов искажения аксонометрические проекции могут быть:

- изометрическими, если коэффициенты искажения по всем трем осям равны между собой. В этом случае u = υ = ω; 

- диметрическими, если коэффициенты искажения по двум любым осям равны между собой, а по третьей – один отличается от первых двух;
-  триметрическими, если все три коэффициента искажения по осям различны.

Аксонометрические проекции различаются также и по тому углу φ, который образуется проецирующим лучом с плоскостью проекций. Если φ ≠ 90o, то аксонометрическая проекция называется косоугольной, а если φ = 90o – прямоугольной.
15.2. Основная теорема аксонометрии

Рассмотрев общие сведения об аксонометрических проекциях, можно сделать следующие выводы:

- аксонометрические чертежи обратимы;
- аксонометрическая и вторичная проекции точки вполне определяют ее положение в пространстве.
Аксонометрические проекции обратимы, если известна аксонометрия трех главных направлений измерений фигуры и коэффициенты искажения по этим направлениям. Аксонометрические проекции фигуры являются ее проекциями на плоскости произвольного положения при произвольно выбранном направлении проецирования. Очевидно, возможно и обратное. На плоскости можно выбрать произвольное положение осей с произвольными аксонометрическими масштабами.

В пространстве всегда возможно такое положение натуральной системы прямоугольных координат и такой размер натурального масштаба по осям, параллельной проекцией которых является данная аксонометрическая система.

Немецкий ученый Карл Польке (1810–1876) сформулировал основную теорему аксонометрии: три отрезка прямых произвольной длины, лежащих в одной плоскости и выходящих из одной точки под произвольными углами друг к другу, представляют собой параллельную проекцию трех равных отрезков, отложенных на координатных осях от начала. Согласно этой теореме, любые три прямые в плоскости, исходящие из одной точки и не совпадающие между собой, можно принять за аксонометрические оси. Любые отрезки произвольной длины на этих прямых, отложенные от точки их пересечения, можно принять за аксонометрические масштабы. Эта система аксонометрических осей и масштабов является параллельной проекцией некоторой прямоугольной системы координатных осей и натуральных масштабов.

В практике построения аксонометрических изображений обычно применяют лишь некоторые определенные комбинации направлений аксонометрических осей и аксонометрических масштабов: прямоугольные изометрия и диметрия, косоугольная фронтальная диметрия, кабинетная проекция и др. Аксонометрические масштабы отражаются на построении, т. е. используются не точные, а округленные, так называемые приведенные коэффициенты искажения размеров по осям. 
15.3. Стандартные аксонометрические проекции

Согласно ГОСТ 2.317–69, из прямоугольных аксонометрических проекций рекомендуется применять прямоугольные изометрию и диметрию.

Между коэффициентами искажения и углом φ, образованным направлением проецирования и картинной плоскостью, существует следующая зависимость: u2 + υ2 + ω2 = 2 + ctg2φ, если φ = 90o, то 
u2  + υ2 + ω2= 2.
В изометрии u = υ = ω и, следовательно, 3u2 = 2, u = (2/3 ≈ 0,82. 
Таким образом, в прямоугольной изометрии размеры предмета по всем трем измерениям сокращаются на 18 %. ГОСТом рекомендуется изометрическую проекцию строить без сокращения по осям координат (рис. 152), что соответствует увеличению изображения против оригинала в 1,22 раза.
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Рис. 152. Расположение осей в прямоугольной изометрии
При построении прямоугольной диметрической проекции сокращение длин по оси y* (рис. 153) принимают вдвое больше, чем по двум другим осям, т. е. полагают, что u = ω, а υ = 0,5u.

Тогда 2u2 + (0,5u)2 = 2, откуда u2 = 8/9 и u ≈ 0,94, а υ = 0,47.

В практических построениях от таких дробных коэффициентов обычно отказываются, вводя масштаб увеличения, определяемый соотношением 1 / 0,94 = 1,06, и тогда коэффициенты искажения по осям x* и z* равны единице, а по оси y* – вдвое меньше, υ = 0,5.
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Рис. 153. Расположение осей в прямоугольной диметрии
Из косоугольных аксонометрических проекций ГОСТом предусмотрено применение фронтальной и горизонтальной изометрии и фронтальной диметрии (последнюю еще называют кабинетной проекцией). Фронтальную и горизонтальную изометрические проекции выполняют без искажения по осям x, y, z. Все изображения, лежащие в плоскостях, параллельных фронтальной плоскости проекций, отображаются без искажения. Предмет во фронтальной изометрии выгодно располагать по отношению к осям так, чтобы окружности и дуги находились в плоскостях, параллельных фронтальной плоскости. При таком положении окружность на фронтальной плоскости не искажается. По этой же причине, применяя горизонтальную изометрическую проекцию, предмет, или модель, имеющий цилиндрические отверстия либо закругления, выгодно располагать так, чтобы эти контуры были параллельны горизонтальной плоскости. Для фронтальной диметрической проекции длина отрезков прямых, отложенных в направлении осей x и z выполняется без искажения, а в направлении оси y сокращается вдвое.

Углы между аксонометрическими осями вышеупомянутых проекций указаны на рис. 154.
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Рис. 154. Расположение осей в косоугольных аксонометрических проекциях: 
а – фронтальной изометрии; б – горизонтальной изометрии; 
в – фронтальной диметрии
15.4. Окружность в аксонометрии

При параллельном проецировании окружности на какую-нибудь плоскость П* получаем ее изображение в общем случае в виде эллипса (рис. 155).

Как бы ни была расположена плоскость окружности, сначала целесообразно построить параллелограмм A*B*C*D* – параллельную проекцию квадрата ABCD, описанного около данной окружности, а затем с помощью восьми точек и восьми касательных вписать в него эллипс. Точки 1, 3, 5 и 7 – середины сторон параллелограмма. Точки 2, 4, 6 и 8 расположены на диагоналях так, что каждая из них делит полудиагональ в соотношении 3:7.

Действительно, на основании свойств параллельного проецирования можно записать, что А1 / 10 = A*1* / 1*0*, но А1/10 = (r√2 – r) / r ≈ 3/7. 

Из восьми касательных к эллипсу первые четыре – это стороны параллелограмма, а остальные  t2, t4, t6 и t8 – прямые, параллельные его диагоналям. Так, касательная t2* к эллипсу параллельна диагонали C*D*. Объясняется это тем, что t2* и C*D* являются проекциями двух параллельных прямых t2 и CD.
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Рис. 155. Проецирование окружности на плоскость
Графические построения, предшествующие вычерчиванию самого эллипса, целесообразно выполнять в следующей последовательности (рис. 156): 
- построить аксонометрическую проекцию квадрата – параллелограмм A*B*C*D* и провести диагонали A*C* и B*D*;
- отметить середины сторон параллелограмма – точки 1*, 3*, 5*, 7* и на отрезке 3*B*, как на гипотенузе, построить прямоугольный равнобедренный треугольник 3*KB*;
- из точки 3* радиусом 3*K описать полуокружность, которая пересечет A*B* в точках L и M. Эти точки делят отрезок 3*A* и равный ему отрезок 3*B* в отношении 3:7;

- через точки L и М провести прямые, параллельные боковым сторонам параллелограмма, и отметить точки 2*, 4*, 6* и 8*, расположенные на диагоналях;
- построить касательные к эллипсу в найденных точках. Касательные t2 и t6 параллельны BD, а касательные t4 и t8 параллельны AC; 

- получив восемь точек и столько же касательных, можно с достаточной точностью вычертить эллипс. 
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Рис. 156. Построение эллипса
Существуют и иные способы построения эллипса, например, путем замены лекальных кривых дугами окружностей (построением овала с помощью циркуля).

ГОСТ 2.317–69 определяет положение окружностей, лежащих в плоскостях, параллельных плоскостям проекций, для прямоугольной изометрической проекции (рис. 157, а) и для прямоугольной диметрии (рис. 157, б). 
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Рис. 157. Аксонометрические проекции окружностей для трех плоскостей 
проекций: а ( изометрические; б ( диметрические
Если изометрическую проекцию выполняют без искажения по осям x, y, z, то большая ось эллипсов 1, 2, 3 равна 1,22, а малая ось – 0,71 диаметра окружности.

Если изометрическую проекцию выполняют с искажением по осям x, y, z, то большая ось эллипсов 1, 2, 3 равна диаметру окружности, а малая – 0,58 диаметра окружности.

Если диметрическую проекцию выполняют без искажения по осям x и z, то большая ось эллипсов 1, 2, 3 равна 1,06 диаметра окружности, а малая ось эллипса 1 – 0,95, эллипсов 2 и 3 – 0,35 диаметра окружности.

Если диметрическую проекцию выполняют с искажением по осям x и z, то большая ось эллипсов 1, 2, 3 равна диаметру окружности, а малая ось эллипса 1 – 0,9, эллипсов 2 и 3 – 0,33 диаметра окружности.

Эллипс 1 (большая ось расположена под углом 90° к оси y; эллипс 2 – большая ось расположена под углом 90° к оси z; эллипс 3 – большая ось расположена под углом 90° к оси x.

15.5. Построение аксонометрических изображений предметов

Переход от ортогональных проекций предмета к аксонометрическому изображению рекомендуется осуществлять в нижеприведенной последовательности (рис. 158):
- на ортогональном чертеже размечают оси прямоугольной системы координат, к которой и относят данный предмет. Оси ориентируют так, чтобы они допускали удобное измерение координат точек предмета. Например, при построении аксонометрии тела вращения одну из координатных осей целесообразно совместить с осью тела;
- строят аксонометрические оси с таким расчетом, чтобы обеспечить наилучшую наглядность изображения и видимость тех или иных точек предмета;
- по одной из ортогональных проекций предмета чертят вторичную проекцию;
- создают аксонометрическое изображение, для наглядности делают вырез четверти;
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Рис. 158. Ортогональные и аксонометрическая проекции предмета
ГОСТ 2.317–69 определяет условности и способы нанесения размеров при построении аксонометрического изображения, основное внимание следует обратить на следующее:

- линии штриховки сечения в аксонометрических проекциях наносят параллельно одной из диагоналей проекций квадратов, лежащих в соответствующих координатных плоскостях, стороны которых параллельны аксонометрическим осям (рис. 159);
- при нанесении размеров выносные линии проводят параллельно аксонометрическим осям, размерные линии – параллельно измеряемому отрезку;
- в аксонометрических проекциях спицы маховиков и шкивов, ребра жесткости и подобные элементы штрихуют. 
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Рис. 159. Штриховка в прямоугольной аксонометрии: 
а – изометрия; б – диметрия
Вопросы для самоконтроля 
1. В чем состоит сущность аксонометрического проецирования?

2. Что такое аксонометрический коэффициент искажения?

3. Какие бывают аксонометрические проекции?

4. Как формулируется основная теорема аксонометрии?

5. Какие аксонометрические проекции считаются стандартными?
6. Какая из них применяется наиболее часто?

7. Под какими углами располагают аксонометрические оси для прямоугольной изометрии? Каков коэффициент искажения размеров по этим осям?

8. Как располагают аксонометрические оси для прямоугольной диметрии? Каков коэффициент искажения размеров по этим осям?

9. Что представляет собой проекция окружности в прямоугольной изометрии? Как располагается эта проекция?

10. Чему равны полуоси эллипсов для прямоугольной изометрии?

11. Чему равны полуоси эллипсов для прямоугольной диметрии?

12. В какой последовательности рекомендуется строить аксонометрическую проекцию предмета?

16. ОСНОВЫ АВТОМАТИЗАЦИИ РЕШЕНИЯ

 ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧ

16.1. Общие положения

Графические задачи помимо традиционных способов могут решаться  с использованием ЭВМ. Современные средства вычислительной техники позволяют получить результат автоматического решения задачи в виде оформленного графического документа. 

Машинная обработка графической информации стала неотъемлемой частью систем автоматизированного проектирования и автоматизированных систем научных исследований. Возникло и быстро развивается новое направление – машинная графика.

Машинная графика – это совокупность средств и приемов, обеспечивающих автоматизацию процессов подготовки, преобразования, хранения и воспроизведения графической информации с помощью компьютера. Машинная, или компьютерная, графика, сочетающая в себе традиционные способы использования графической документации (выполнение чертежей) при проектировании изделий с автоматизацией процессов получения этой документации, способствует росту производительности труда, квалификации и творческой активности конструкторов. В этой связи и необходимо познакомиться с основными понятиями машинной графики и технологией машинного решения геометрических задач.

16.2. Новые возможности
При автоматизированном изготовлении чертежей создается «электронный» эквивалент чертежа с использованием вместо карандаша и бумаги экрана дисплея и устройства ввода графической информации. Подготовленный чертеж сохраняется (записывается на диск), а затем выводится на графопостроитель либо принтер.

В двумерных графических системах плоские объекты описывают с помощью координат X и Y. В трехмерных системах допускается использование уже трех координат: X, Y, Z, что позволяет сохранять в памяти объемные изображения и воспроизводить их проекции на экране с различных направлений наблюдения.

Опыт использования ПЭВМ свидетельствует о том, что они позволяют создавать системы, которые целесообразно использовать для обучения основам начертательной геометрии. При этом появляется ряд новых возможностей, позволяющих интенсифицировать процесс обучения:

- построение одной проекции можно сопровождать автоматическим синхронным построением второй и третьей проекций, а также аксонометрическим изображением;

- можно быстро построить большое число изображений при изменении параметров пересекающихся объектов и исследовать появляющиеся закономерности;

- применение способа вспомогательных секущих плоскостей можно показывать на примерах построения линии пересечения математически определенных поверхностей с любым расположением их в пространстве – при этом будут демонстрироваться различные типы кривых линий, получающихся в сечении;

- можно вызывать на экран фрагменты аксонометрического изображения  для консультации или текущей подсказки либо формы сечения в интересующей области;

- можно показывать кинематические способы образования поверхностей как на ортогональных проекциях, так и в аксонометрии с изменением размеров поверхности и демонстрацией фрагментов технологических процессов формообразования поверхностей отдельных деталей;

- возможно применение цвета для конкретизации наглядности изображений, в том числе для одновременного изображения различных слоев или сечений;

- возможно индивидуальное применение различных дидактических указаний  на экране в процессе обучения, а также индивидуальный контроль освоения учебного материала, учет ошибок и оценка результатов обучения;
- можно применить специальные упражнения игрового типа для развития пространственного представления и активизации обучения.

Перечисленные новые возможности при использовании средств машинной графики позволяют значительно интенсифицировать процесс усвоения дисциплины «Начертательная геометрия».

16.3. Работа с компьютерной графической системой
Основными компонентами компьютерной графической системы являются: персональный компьютер, программное обеспечение автоматизированного выполнения графических изображений, устройство для ввода графической информации (клавиатура, мышь), монитор (дисплей) для представления изображения и графопостроитель для получения чертежа. Дисплей выполняет функции своеобразного инструмента, как алфавитно-цифрового (для команд), так и графического (для линий). На экране для большинства пакетов автоматизированного выполнения графических изображений можно выделить несколько зон. Самая большая из них (80–90 %), занимающая, как правило, центральную часть, предназначается для вывода изображения. Верхняя и левая части экрана отводятся для меню и различных панелей, управляющих элементами изображения, в нижней же части располагается зона параметров геометрических элементов, а также зона для текста комментария к выводу команд и информационных сообщений.

В любой компьютерной графической системе имеется чертежно-графический редактор. Он позволяет выводить чертежи на дисплей и предоставляет команды для создания, изменения, просмотра и вычерчивания чертежей. Чертежи создаются либо с использованием уже имеющихся изображений, либо с использованием чертежных примитивов. Чертежные примитивы – это прямые линии или отрезки разного стиля, прямоугольники, окружности, эллипсы, дуги, кривые, текст, элементарные объемные тела и др. Из этих примитивов и формируются контуры предметов: виды, разрезы, сечения.

Редактор чертежей предоставляет также обширный набор команд редактирования, которые позволяют передвигать, копировать, масштабировать, дублировать, менять местами, зеркально отражать, частично или полностью стирать, поворачивать, а также растягивать или сжимать в выбранном направлении произвольные объекты или группы объектов. В процессе разработки чертежа любая его часть может быть выведена на графопостроитель или принтер.

Большинство программ автоматизированного построения чертежей имеют программы для обмена чертежами. Графические данные в одной программе можно легко передать в качестве исходных данных каким-либо другим программам, например программе станка с ЧПУ.
16.4. Примеры решений некоторых задач

Решение традиционной задачи начертательной геометрии – построение чертежа пересекающихся между собой прямой и плоскости – рассмотрено ниже (рис. 160).
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Рис. 160. Операции построения проекций точки пересечения прямой 
с плоскостью: а – операции 1, 2; б – операции 3, 4, 5; в – операции 6, 7

На рис. 160, а проиллюстрированы операции 1 и 2, т. е. найдены проекции точек пересечения вспомогательной фронтально - проецирующей плоскости, включающей в себя прямую, пересекающуюся со сторонами заданного треугольника. Операция 3 (см. рис. 160, б) предполагает построение проекции линии пересечения вспомогательной плоскости и плоскости треугольника. Операция 4 – указание найденной горизонтальной проекции точки пересечения прямой и плоскости. Операция 5 (см. рис. 160, в) – построение фронтальной проекции этой точки. Удаление невидимых участков прямой линии, после мысленного анализа видимости скрещивающихся прямых, выполнено с помощью операций 6 и 7.

Одной из современных систем автоматизированного проектирования изделий, в том числе выполнения чертежей, является система КОМПАС-3D, разработанная российской компанией АСКОН. Основная задача, решаемая системой КОМПАС-3D, – это моделирование изделий с целью существенного сокращения периода проектирования и быстрейшего запуска их в производство.

Основными компонентами системы КОМПАС-3D являются чертежно-графический редактор КОМПАС-График и система трехмерного моделирования. Твердотельное моделирование поверхностей элементарных геометрических тел и их взаимодействие позволяет получать визуальные аналоги пространственного положения объектов. Используя ассоциативные виды, пользователь практически мгновенно получает необходимые проекции смоделированных объектов (рис. 161).

Параметрическая технология позволяет быстро получать модели типовых изделий на основе однажды спроектированного прототипа. Изменяя указанные на чертеже параметры (x, y, z, H, R) обоих геометрических тел, пользователь перестраивает и очерки имеющихся геометрических тел, и автоматически отображающуюся линию пересечения поверхностей. 
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Рис. 161. Ассоциативный чертеж параметрической модели: конус – сфера

Вопросы для самоконтроля 

1. Что такое машинная графика?
2. Что представляют собой чертежные примитивы?

3. Что является основными компонентами системы КОМПАС-3D?

4. Для чего применяется параметрическая технология выполнения чертежей?
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