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Тэта KHira складзена па заданьш Мэл1ярацыйнага гуртка 
б. Беларускай Дзяржаунай Акадэми Сельскае Гаспадарк1 i 

зьяуляецца першай спробай даць падручнж па вышэйшай 
матэматыцы на беларускай мове. Матар'ялам для складаньня 
паслужьь/п зашсы лекцый, чытаных нябожчыкам проф. 
I. К. Б а г а я у л е н с к i м на Мэл1ярацыйным факультэце па- 
мянёнай Акадэмп. У складаньнгН частк1 KHiri— „АналИычная 
геомэтрыя у прасторы“, я ня мог прыняць удзелу, i яна 
складзена палкам тав. i. Л. Р а з о у с к 1 м .  Першае лггаграфа- 
ванае выданьне „Аналыычнай геомэтрьп" выйшла пры жыцыл 
I. К. Багаяуленскага  у 1930г.Гэга пасьмяротнае выданьне 
у асноуным паутарае папярэдняе. Некаторыя зьмены унесены 
у тэрмшолёпю, некалью задач выкшуты i часткова заменены 
новым1. У заключэньне вынашу падзяку выдавецкай KaMicii 

мэлгуртка, у асаб1стасьщ тав. Ф. Н. Ц я р э ш к а ,  Загадчыку 
Выдавецтвам Г о р а щ а х  ВНУ Д. Р. Н о в 1 к а в у  i тав. 1 Г. 
Са в 1 н э р у ,  за энэрпчную садзейнасьць пры выпуску гэтай 
KHiri, а таксама тав. Е. С. Р а б е ц  за старанна праведзеную 
корэктуру.

В. Hicbneein.Красавж 1932 г.



§ 1 .

А З Ь Д З Е Л  I 

К О О Р Д И Н А Т Ы

Анал1тычная геомэтрыя ёсыдь навука, якая дасьледвае 
уласьщвасьщ геомэтрычных элемэнтау з дапамогай прыста- 
саваньня альгебрычных формул..

Мэтод, якам анал]тычная геомэтрыя ажыцьцяуляе тэту 
задачу, ёсьць мэтод коордынат. Коордынаты уводзяцца у 
аналп'ычную геомэтрьио з мэтай вызначыць палажэньне 
пункту у прасторы з дапамогай заданьня некаторых лжау.

Возьмем на роунщы про­
сты кут X O Y  (рыс. 1). BaKi 
гэтага куту (OX, O Y )  назавем 
восям1 коордынат, а пункт
0  перасеку ix назавем па- 
чаткам коордынат.

Возьмем на нащай роунщы
пункт М. Адцшак О Р  за- се
вецца абсцысэй !i адцшак 
OQ — ордынагай пункту М.
Абодва адцшш OP  i OQ, щ 
што адно i тое-ж, адлегласьщ 
P M  i Q M  завуцца коордынатам1 пункту.

Кал1 мы вымераем вел1чын1 P M  i Q M  з дапамогай якой- 
небудзь адз1нк1, дык лМ, як1я мы атрымаем, i будуць звацца 
л1кавым1 коордынатам1, щ проста коордынатам1 пункту. Ад- 
гэтуль вЦавочна, што, ведаючы палажэньне пункту i маючы 
адз1нку паМеру, мы заусёды зможам знайсыи коордынаты 
пункту. Аднак, кал1 мы спробуем разьвязаць адваротную 
задачу, тэта значыць, па дадзеных коордынатах пункту знай- 
сыр ni паб)гдаваць гэты пункт, дык задача будзе некалью 
неазначанай. Сапрауды, няхай нам дадзены Boci коордынат
1 коордынаты a  i Ъ якога-небудзь пункту (рыс. 2). Як иабу- 
даваць нам пункт? Адкладзем управа па Boci О Х  у прынятым 
маштабе а адз1нак, а па Boci O Y  уверх Ь адзшак i правядзем



лшп Q M  i P M  роуналежна адпаведным восям. Тады пункт 
М  ix перасеку i будзе шуканым пунктам. Але вщавочна, 
што тыя-ж координаты мае i пункт M i, як1 атрымаецца, 
кал1 адкласьщ а адзшак улева па Boci X ,  а Ь адзшак уверх

сЩ (-а ,в К ----г......QI
0 _____ ^с/П/'а.б)

\$

- х

--------------------------------- - -^c//74fa,-6)

I'Bic. 2

па Boci Y . Кал! адкласьщ а улева па О Х, а Ь ушз па ОТ, 
атрымаем трзщ пункт М->, — урэшце, адкладваючы а управа, 
а Ъ ушз — атрымаем чацьверты пункт М л. Значыцца, адным 
i тым-жа коордынатам адпавядаюць 4 пункты на роунщы. 
Дзеля зьнипчэньня гэтае неазначанасьщ, умовиися абсцысам, 
яшя адкладваюцца управа, прышсваць знак (4-), а улева 
знак (—). Ордынатам-жа прышсваем знак (+), кал1 яны 
адкладваюцца уверх, знак (—), кал1 яны адкладваюпца ушз- 
Тады коордынаты пункту М  будуць:

( +  я ,  Т  Ь ) ,

M i — (.— я, +  Ь),

М 2 — ( — я, — Ь)

М 3 —  ( +  а, — Ь).

Пасьля принятых умоу, кожнап дадзенай пары лукавых 
значэньняу координат будзе адпавядаць тольш адзш цалкам 
азначаны пункт.

Значыцца, мэтод координат дае магчымасьць вызначаць 
палажэньне адвольнага пункту двума лжами i наадварот, 
для усякай пары лшау знайсьщ адзшы адпавядаючы i.\i 
пункт.

5

Сыстэмы каардынат, у яшх кут м!ж восям! просты, завуцца 
простакутным! сыстэмам!. Такой сыстэмай i была пада- 
дзеная вышэй. Аднак, шнуюць i косакутныя сыстэмы коор­
динат, кут пам!ж яшх ня роуны 90°, напрыклад, сыстэма X O Y  
нарысаваная на рыс. 3. Ня- 
хай дадзен пункт М  у такой 
сыстэме координат. Тады 
коордынатам! яго будуць 
адцшю М Р  i M Q , роуналеж- 
ныя восям координат.

Адносна гэтае сыстэмы 
магчыма сказаць усё тое, 
штс было сказана аб простакутнай сыстэме. Таком чынам 
мы знайш.ш спосаб выяуляць палажэньне пункту на роунщы, 
з дапамогай дадзеных на роунщы 2-х простых, яшя пера- 
сякаюцца пам!ж сабой. Усе ташя сыстэмы коордынат завуцца 
простал1нейным!, щ Дэкартавым! (ад iMH францускага матэ- 
матыка Дэкарта).

кнуе яшчэ шмат !ншых сыстэм коордынат. 3 ix найбольш 
ужываецца полярная сыстэма коордынат.

Няхай на роунщы да- 
дзена якая-небудзь про­
стая лшя, якую назавем 
п о л я р н а й  восьсю  (рыс. 4), 
i на ёй пункт Р , яш за- 
вецца п о лю са м .

Тады палажэньне ад- 
вольнага пункту цалкам 
вызначаецца адлегласьцю 

Р М  пункту ад полюсу i кутом <р, яш утворан лшяй Р М  з 
восьсю. Тэта адлегЛасьць Р М  завецца р а д ы ю сам -вект арам .
1 ады ю с-вект ар Р М  i кут <р i будуць п о ляр н ы м и  ко о р д и н а -  
т ам г п у н к т у  М. Прыстасуем мэтод коордынат папершае 
для разьвязваньня наступных пытаньняу.

§ 2. АДЛЕГЛАСЬЦЬ ПАМ1ж ДВУМА ПУНКТАМ!

Няхай маем сыстэму простакутных коордынат.
. Дадзены пункты М  i N  (рыс. 5) з коордынатам! ( х и  у х)
1 Уч).
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X

Т рэба знайсьш адлегласьць 
пам1Ж iMi.

3 простакутнага трыкутшка 
MNR знаходз1м:

=  NR2 +
ало:
m z = P l P = O P - O P ^ - ™  

RM = QyQ^OQ—OQi—y '"  y*'

: f у ■

трымаем: ^  ^  ^  __ ^ )2 +  (?/l __ </2)2;

d  =  УЛ2 (1)

- „йляеица пачатак коордынат, дык 
Кал! адным з „уактау зьяуляецц фориула ()) прымае
абедзьве коордынаты яг р У 
наступны выгляд. __ .

d =  V ж2 +  У2

Р азьвяж ам  дую-* за д а л , дзеля -а к у т н ы х  коорды нат

(РЫНяха« »ь, маем косакутную сыстзму коордынат з коор-
__ i 9. У .

> <*1

х

ынатным кутом « i 2
Пункты  м  i #  3 к о о р -
1ынатам1 адпаведна (жь
уО i С®*» У2)- А д л е г ‘ласьць МЖ пам!ж пунк-
т а у  ёсьць б о к  к о -
сакутнага трыкутшка
ЖЖЙ, У вышку чаго 
паводле вядомай тэорэ- 
мы трыгонамэтрьй ат-
р ы м а е м :  ^  в  +  Д М 2 -  2 Ж В  . B M . c s R

а л е  к у т  в  =  1 8 0 °  — 05

(дуты з адпаведна ро?належиым! бака»!), зназы.иа.

с/ЯУ-с,#/ * 1

Г *

7

cs 7? == cs (180° — ш) =  — cs о).
Далей маем:

Жй =  a?i — ж2;

Д М  =  «/, — г/,

Захоуваючы папярэдняе азначэньне адлегласьщ, маем: 

d2 =  (ж, — ж-,)2 +  (г/i — ^,)2 +  2 (ж! — ж2) (гД — */,) cs ш

d  =  V  (ж, — ж2)2 +  (у л — у 2у- Д- 2 (ж, — ж2) (г/j — г/2) cs о> (Г) 

У в ага : кал1 у формуле (1') л1чыць

�	� � � 90° (cs �	� ��� 0),

дык атрымаем формулу (1) для прастакутнай сыстэмы коор­
дынат, якая таюм чынам зьяуляецца прыватным выпадкам 
формулы (Г).

У в ага : ува ycix выведзеных формулах знак r t  перад ч 
радыкалпм адюдаецца, бо мы шукаем толью абсолютную 
вел1чыню адлегласьщ.

З а д а ч и

1. На Boci абсцыс знайсьщ пункт на роунай адлег­
ласьщ ад пачатку коордынат i ад пункту (— 5 ,3 ) .

2. Праз пункт ( 2 , - 3 )  праходзщь простая, роуналежная 
Boci ж. Знайсьщ на гэтай простай пункт на роунай адлег­
ласьщ ад вой у  i ад пункту (— 3,1), а гэтак-сама пункт, яю 
знаходзщца ад пачатку коордынат на адлегласьщ, роунай 5.

3. Знайсьщ коордынаты вяршыш роунаплечнага трыкутшка, 
кал! тэта вяршыня ляжыць на eoci коордынат, i кал1 асно- 
ва трыкутшка дадзена коордынатам1 канцоу (1.2) i 
( - 1 ,4 ) .

П а д зе л  а д щ н к а  у  д а д з е н ы м  с т а с у н к у

Тэта задача разьвязваецца зуам аднолькава як у про- 
стакутных, так i косакутных коордынатах.

Дадзена сыстэма каардынат X O Y ;  два пункты М  i N .  
Трэба знайсьщ на простай M N  таю пункт R ,  каб адлегласьщ

таяго ад пунктау М  i N  знаходзшся бы у стасунку — , дзе
а
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m i n  дадзеныя вял1чыш, г. з.:

M R  __ т  
~ R N  ~  п  ’ .

так! пункт можа ляжаць як унутры, так i па-за адщнкам 
ц ' M N . Разгледз1м 1-ы вы-

падак. Няхай коордынаты 
пункту М  будуць 
пункту N — (ж2, у 2), а шу- 
каныякоордынаты пункту 
R  — (х , у). Правядзем праз 
пункты М , N  i R  лшп 

х P xM ,P 2N  i P R , роуналеж- 
ныя 07; л!нИ QM, Q2N  i 
OP роуналежныя ОХ.Тады 
адщнш M N  i РХР2 расься- 

куцца роуналежным1 простым! на пропорцыянальныя частю. 
А таму:

Р ,Р  _  M R  _
~ррГ ~~ ш  ~  Ж

але:

у вын1ку

Р ,Р  =  OP — OPj =  ж — Oi 

p p 2 =  OP2 -  OP =  ж2 — ж

Ж --  Ж!
ж2 — ж

m
«

W (ж — Жj) =  w (ж2 — ж)

Кал1 разьвяжам тэта ра^наньне адносна ж, знойдзем:

«Ж! 4- тж 2
ж (3).

т  -)- те

Разважаючы надобна папярэдняму, знойдзем:

M R  Ш
QQ'iR N

QiQ — y — yii 

QQ2 =  У2 —  У

m
n

» {%

. *

ИУ1 +  *ИУг 
m -(- n (3).

9

Кал1 мы шукаем коордынаты сярэдзшы адщнку, дык

m — те

i мы атрымаем наступныя формулы:

л \  +  ж2

у =  О').

К о о р д и н а т ы  ся р эд зш ы  а д щ н к у  р о у н ы я  с я р эд н ем у  ары т -  
м э т ы ч н а м у  з  к о о р д и н а т  я го * к а н ц о у .

У выпадку, кал! пункт ляжыць па-за адщнкам (рыс. 8):

M R  _  т  
N R  ~  п

P iP  _  ж — х х 
Р 2Р  ~  х  — ж2 ’

адкуль
_ т х 2 — п х х

т  — п
аналёпчна:

У =
т у  2 — пух

т  — п

З а д а н ы

1. Вяршыш трыкутн1ка — (3,5), (8,— 7), (— 2,1). Знайсьщ 
даужыш яго бакоу i мэдыян, цэнтр цяжару i радыюс anica- 
нага круга.

2. Дзьве вяршыш трыкутшка — (3,7) i (— 2,5). Знайсьщ 
трэцюю вяршыню так, каб сярэдзшы бакоу, яшя прахо- 
дзяць праз яе, ляжал! на восях коордынат.

3. Па коордынатах дзьвюх вяршынь i пункту перасеку 
дыягоналяй паралелаграма, знайсьщ коордынаты дзьвюх 
друпх вяршынь.
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4. Дадзены координаты дзьвюх зяршынь трыкутнжа А (3,2) 
i В (5 ,6 ), бок АС у 3 разы больш за бок ВС. Вызначыць 
коордынаты пункту перасеку бшэктрысы куту С з бокам АВ

5. Дадзены коордынаты дзьвюх вяршынь паралелаграма. 
Знайсьщ коордынаты дзьвюх друпх вяршынь, кал1 пункт пе­
расеку дыягоналяй павшен ляжаць на аднэй з восяй, а 
трэцяя вяршыня на простай, роуналежнай Boci Y, i на 
дадзенай адлегласьщ ад гэтае Boci.

Ц эн т р  р о у н а л е ж н ы х  а л

Дадзены роуналежныя с1лы Ри 1 2, Р3, Р4 . .• прыкла 
дзеныя у пунктах (ж„ у г), ( х 2, у 2), ( х л, у 3), (ж4, у 4) i ’г. д.

Цэнтр 64 дзьвюх роуналежных с1л P l i Р 2 дзел1ць адцшак 
А В  у стасунку:

АС у _  Р2 
СХВ Р 4

а таму, коордынаты пункту Сх ёсьць:

„ _  х хР,  4- х 2Р 2

V — 1fiP\ +  У2Р2
~ ~ р Г + р Г

У гэтым пункту прыкладзена роунадзейная
(Pi +  Р2).

I

11

разам з сшай Р3 даюць роунадзейную

(Pi -Ц Р2 +  Рз)>

прыкладзеную у цэнтры Со. Абсцысы гэтага цэнтру паводле 
папярэдняй формулы выражаюцца:

(А +  Р ) +  * А
r  -  P i  +  L l __________________ =

(Р, +  Р2) +  Р 3

%\Р\ 4 -  Ж0Р2 - f -  ■E'jB'i
Р1 +  Pi Рз

Скарочана абазначым тэты выраз так:

1жР
а-с v р

Ордыната пункту Со атрымае аналёпчны выраз:

~ у Р
У О 2 V р

Прыкладаючы чацьвертую алу, пятую с1лу i г. д., атры- 
маем для коордынат цэнтру ycix дадзеных роуналежных спя
выраз:

Хс ~~ i p  1

Z y P  
У*—  2 р

дзе сумы распаусюджваюцца на усе дадзеныя алы.

'  З а д а н ы

1. Знайсьщ цэнтр цяжару ф1гуры, складзенай з проста- 
кутшкау.

Шукаем цэнтр цяжару кожнага простакутшка (пункт 
перасеку дыягоналяй). Дапускаючы, што вага кожнага 
простакутшка знаходзщца у яго цэнтры цяжару, шукаем 
цэнтр цяжару усёй ф!гуры (рыс. 10).
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2. Знайсьщ цэнтр цяжару фэрмы (рыс. 11).

-■ Г.

П л о ш ч а  т р ы к у т ш к а  па к о о р д ы н а т а х  я г о  вярш ы н ь

Дадзены пункты А , В  i С я координатам! ( х и y t), (х2, у 2) 
i ( х 3, у ) .  Знайсьщ плошчу трыкутн1ка А В С . Правядзем про­
стыл A P U В Р 2 i С Р 3, роуналежныя Boci Y. Плошча трыкутшка:

пл. А В С  — пл. Р гА В Р 2 — пл. Р ХА С Р 3 — пл. Р 3С В Р 2

у  плошча трапэцьп:

пл. Р ,А В Р 2= ~  (.А Р , +  В Р 2) Р 2Р Х=

—  ~2 {V\ +  Уг) (Ж1 —  хд 

пл. P ,A C P 3= ~ 2- ( A P i + С Р в) P J \ =

=  \  (»1 +  Уз) (*1 — *«)

пл, Р аС В Р 2= ~ 2- (Р 3С -\-В Р 2) Р 2Р 3=

— Y  (г/з +  Уз) (а?8 — ®з)

У вышку плошча трыкутшка роуна:

пл. Д = '- у  [ (г/i +  г/г) («1 — ж2) — (г/j +  г/3) (®Г— х 3) +

— (Уз +  Vi) ( х а - ~ х 2) \

Расчыняем дужк1 i скарачаем:

х

»• mi

» %

щ/т? '

■■■
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ПЛ. Л =  I  (хлу 2 — Х 2У\ —  ХхУъ +  ХъУх -  ХъУ2 +  х 2у 3)

Кал1 згрупуем члены з аднолькавьпш значкам! пры х  i 
вынесем х  за дужк1, канчаткова атрымаем:

Д =  2 [ Ж1 (У» ~  У») +  х * (Уз —  ?/i) +  Жз О/i ~  Уз) ] (4)

Кал1-б мы згрупавал1 члены з аднолькавам1 значкам! пры у ,  
дык атрымалт-б для тэй-жа плошчы наступную формулу:

А =  - у  \Ух (ж3 — х 2) +  у 3 ( х 2 — ж,) +  у 2 (я?! — х 3) ] (4а)

Парадак значкоу у формуле (4) легка упомнщь, ужываючы 
наступнае мнэмон1чнае правша. Пранумаруем вяршыш тры- 
кутн1ка л!чбам1 1 , 2 , 3 ,  щучы у дадат- 
ным напрамку кутоу (ад дадатнага на- 
прамку Boci X  да дадатнага напрамку 
Boci Y ) i разьмесьц!м гэтыя л!чбы у тым- g 
жа парадку уздоуж акружыны (рыс. 13).

У першым члене формулы (4) значк1 
шуць па парадку ( 1 , 2 , 3 ) .

У далейшых членах значш атрымлЬ 
ваюцца кругавой заменай ( 2 , 3 , 1 ) ,  ( 3 , 1 ,  2).

У формуле (4а) трэба мяняць значш у адваротным на­
прамку: ( 1 , 3 , 2 )  ( 3 , 2 , 1 )  ( 2 , 1 ,  3).

П л о ш ч а  м н о г а к у т н ш а  па к о о р д ы н а т а х  я г о  вя р ш ы н ь

Плошчу усякага многакутнша 
у

магчыма атрымаць, як 
альгебрычную суму нека- 
торых трапэцый, напр. 
плошчу чатырохкутн1ка 
A  BCD  (рыс. 14) атрымаем, 
кал! з сумы плошчау 
дзьвюх трапэцый адымем 
суму плошчау дзьвюх Ш- 
шых трапэцый.

Азначым коордынаты 
вяршынь А , В , С, D  ад- 
паведна праз (х и у х), 
('Р, Уз), ( х 3, Уз), (xit у,) ! 
выраз!ушы плошчу кож-



нае трапэцьп праз координаты яе вяршынь, атрымаем;

S =  ( 2 , - 0  +  ( 2 , - 2 , )  +

-  <*■ - * < >  -  <*< -  *■>

Расчышушы дужк1 i зраб1ушы усе дзеяньш, аналёпчныя 
тым, як1я мы рабш пры вьшчэньш плошчы трыкутшка, 
атрымаем:

S  =  2 [Хг ( у г — У,) +  Х2 (Уз — */,) -f- Х3 (т/4 — .Уз) +

• +  (г/, — уз) ] (5)
Зразумела, што плошча кожнага многакутшка пры усяюм 

палажэньш яго адюсна восяй коордынат будзе выражацца 
формулай аналёпчна формуле (5).

Словам! тэту формулу магчыма выказаць так:
П л о ш ч а  м н о г а к у т ш к а  р о у н а  п а у с у м е  зд а б ы т к а у  абсцы сы  

ко ж н а е вяр ш ы н г н а  р о з ь т ц у  о р д и н а т  н а с т у п н а й  г п а п я р э д -  
н я й  вярш ы нг п р ы  ум ове абхо д у  м н о г а к у т ш к а  у. дад а т н ы м  
н а п р а м к у  к у т о у .

Тую-ж нлошчу магчыма вызначыць формулай другога 
вщу, аналёг1чна формуле (4а), менав!та:

П ло ш ч а  м н о га к ут т к а  р о у н а  п а у с у м е  зд а б ы т к а у  о р д и ­
н а т ы  ко ж н а е в я р ш ы т  н а  р о з ь т ц у  абсцы с п а п я р э а н я й  г 
н а с т у п н а й  вярш ы нг.

Паводле новага азначэньня формула будзе медь так 
выгляд:

S  =  ^ [ У\ (ж4 — х г) +  Уг (х > —  х а) +  Уз (х з — Х\) +

+  У\ (*з — Х\) ] (5')

§ 3. АБ ПРОЕКЦЫЯХ

Няхай мы маем вось проекции M N  (рыс. 15). Проекцыяй 
пункту А  на тэту вось завецца аснова а  пэрпэндыкуляра 
А  а на вось M N . Проекцыяй адц!нка В С  на вось M N  за­
вецца адцшак Ьс eoci, яки зьмяшчаецца пам!ж проекцыяй! 
крайшх пунктау адщнка ВС.
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цыя адц1нка на вось 
роуна самому ад- 
ц!нку, памножанаму 
на KociHyc кута па- 
М1ж напрамкам! ад­
щнка i Boci.

Няхай дадзены ад- 
Ц1нак А В  i вось про- 
екцьп M N .

-л г

« л ж  f  « д т р г г 1”  *  ■ю  “
"У»-у л правядзем л.„1ю р о ^ Г е Г у т о Т Г  ^  3

аЬ =  А В  . cs а

3 трыкутн!ку А В С  
знаходз!м:

А С  —  А В  . cs р,

Мы ведаем, што
А С  =  аЪ,

сХ~ а Дут

HKi утварае вось M N  

(6),
I  што i трэ было давесьцц .

з а в т о Т я " 7 ™ р " ш 4 : ° М 1 -сьсю
прамкам адщнка яки naua-- дадатньш напрамкам Boci i на- 

’ (напр., адщнак А В ), щ стрэлкай49 ПЗСЬЛЯ Да^ЖЬш1 л1таРам*

У ™ ™ д Г » о ж а Т " Г  бЫЦЬ бОЛЬШ 30 “ “ ‘ c o s ta s
такта, выпадку проекцыя .f“,’'" aUb ;1ЛШ,У,П' Я значэныт,. У

<рь|с- 17>- -ал, л „ ыць „аярам а^вос^адТ тны Г 0^ 3”' Т“
проекцьп першых двух я п п \т *ъ « ДаДатным-управа, Хо 
аострьт), а апошв.х д в у х - а д м о ^ ы м Т ^ Г Г ™ ') ^ ^

]ДУДЬ у дада3тнРьшУнапраТуеКвос! 3 / Г Т  ДВУХ ЗДЦ1нкаУ
апошн!х адшнкау—v я J У M N ’ а пРоекЧьп двух У У адмоуным напрамку Boci M N .



Проекцыяй ламанай завецца альгэбрычная сума проекций

Рыс. 17
простых, як1я яе складаюць. Яна роуна проекцьп адцшка яе 
замыкаючай, г. зн. л!нп, якая злучае канцы гэтай ламанай.

Напр. (рыс. 18), проекцыя ламанай 

ABCDEFG роуна пр. А В + пр. ВС +  пр. CD +  пр. DE +  

+  пр. ЕЕ +  пр. FG —  аЪ +  Ьс -f  ccl -}- de  +  ef 4- fg =  a9 —  

a  проекцьп AG (тут адрэзк1 cd i fg—адмоуныя).

•
Вын1к I. Проекцыя замкнутай ламанай лшп роуна нулю, 

таму што канцы яе супадаюць, i адщнак, як1 1х злучае, 
пераходзщь у пункт.

Вышк II. Проекцьп некальк!х ламаных, канцы як1х супа­
даюць, роуны пам!ж сабой, таму што канцы ix злучае той
самы адщнак.

§ 4. ПЕРАТВАРЭНЬНЕ КООРДЫНАТ

Няхай нам патрэбна замянщь першапачатковую сыстэму 
коордынат на новую сыстэму. Трэба па координатах пункту 
адносна аднэй сыстэмы знайсьщ яе координаты адносна 
другой сыстэмы. Разгледз1м некальш выпадкау.
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1. Перанос пачатку коордынат

Няхай напрамак новых восяй коордынат супадае з на- 
прамкам старых, а пачатак пераносщца у пункт з коорди­
натам! a i Ъ. Азначым коордынаты пункту М  (рыс. 19) 
адносна старой сы­
стэмы коордынат 
праз (х, у), а адносна 
новай (хи y-f). 3 ри­
сунка вщаць, што:

Тэта зн.: старыя 
коордынаты роуны 
новым плюс коор­
дынаты новага па­
чатку паводле ста­
рой сыстэмы. Рыс. 19

2. Зварот простакутных коордынат

с /7

Сыстэма простакутных коордынат навернута на некаторы 
кут а, прычм пачатак застаецца на месцы.

Няхай дадзена першапачатковая сыстэма коордынат X O Y  i
новая CbiCTSMaZjOFj,
Boci якой складаюць 
адпаведна куты а 
з старым! восямп 
Для пункту М  ста­
рыя коордынаты 
I У, а новыя х и 
Уи Проекцьп дзьвюх 
ламаных ( х у )  i 

-  (Ж1 +  У\) на кожную 
вось роуны пам!ж 
сабой таму, што 

самыя канцы О i М.

х

■ Р
Рыс. 20

гэтыя ламаныя маюць адны i тыя



18

Спроектуем ix на вось X :

Пр.х (Ж +  у) =  Пр.х (Ху +  y t)

х  4  о —  a?i cs а -)- г/j cs ,3

але кут [3, як знадворны, ровен

90° +  а, 
а

CS (90° 4- а) =  — sn а
Значыцца:

X =  Ж! cs а — ул sn a (8a) 

Спроектуем на вось Y:

����� (ж 4  у) =  пр.у (а?! +  ?/,) 

о +  г/ =  ж , CS X +  у ,  CS а; 

к
але

Значыцца:
т = -2— «

у  —  х х sn a -f у х cs a (8b)

3. П е р а т в а р э н ь н е  п р о с т а к у т н ы х  к о о р д ы н а т  у  к о с а к у т н ы я

Дадзена простакутная сыстэма коордынат X O Y  (рыс. 21)
i новая — X xO Y it прычым 
О Х 1 i O Y i  новае сыстэмы 
утвараюць куты з восьсю 
О Х — старой сыстэмы ад- 
паведна a i [3.

Назавем коордынаты 
пункту Ж старой сыстэмы 

х  праз (ж, у), а новае сы­
стэмы (Жь |/j).
Зноуспроектуем ламаныя 

(ж +  2/) i (Ж! +  у х) 
на Boci O X i ОГ.атрымаем:

Проектуем на ОХ:

пр.х (ж - f  у )  =  пр.х (ж, -f ?/,)

Ж =  Ж! cs a - j - г/i cs р (9а)

\
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Проектуем на OY:

����� (ж +  у)  =  �� ��� (ж, +  г/,) 

г/ =  Ж! sn а +  «/ sn р (9Ь).

4. П е р а т в а р э н ь н е  к о с а к у т н ы х  к о о р д ы н а т  у  к о с а к у т н ы я

Дадзены (рыс. 22) косакутная сыстэма X O Y  з  координат­
ным кутом со i новая сыстэма X xO Y x, прычым Boci О Х х i O Y x 
утвараюць з восьсю О Х  
адпаведна куты a i [3. й

Знойдзем формулы пе- 
ратварэньня коордынат 
пункту М,  коордынаты 
якога назабем па-старому.

Спроектуем ламаныя 
(ж +  у )  i ( х х +  у х) спа- 
чатку на простую I, пэр- 
пэндыкулярную да O Y  
(у формулу увойдзе толь- 
Ki ж), а пасьля на про­
стую II, пэрпэндыкуляр- 
ную да О Х  (у формулу увойдзе у). Знойдзем куты, яшя 
утвараюцца адцшкамц як!я мы проектуем, i восьсю проекцьп I.

Рыс. 22

кут (ж, I) =  —

кут (у, I) =  2 =  90°

кут (жь I) = ~ 2 ---- “> +  «

кут (уи I) == —  — ш +
У вышку маем:

ж cs ш ) - f  о =  ж, cs I 2 ■ +  Р .“  +  « Л - V i cs
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адкуль маем:

х
Х{ sn (ш — а) +  ух sn (ш — Р)

sn �� (11а)

пр.ц(ж +■ у) =  пр.„ (а?! +  у х)

о +  у  cs СО 1 =  Ж) CS

У =
х х sn а 4- у  у sn Э

sn со

а ) + Ух cs ( 2 — Р

(lib).

5. П е р а т в а р э н ь н е  Д э к а р т а в ы х  к о о р д ы н а т  у  п ол я р н ы я  i
н а а д в а р о т

Дэкартавы коордынаты пункту ператвараюцца у  полярныя 
з дапамогай формул (рыс. 23):

х  —  г  . cs а
l//7

у  —  Г . sn а

Разьвяжам тэта раунаньне ад- 
носна г i а:

г2 =  ж2 -{- у г ;

tga У
х

г — У х 2 + у 2 ;
Уа =  arc tg
х

Дзьве апошн1я формулы—формулы ператварэньня по­
лярных коордынат у Дэкартавыя.

З а д а н ы

1. Коордынаты пункту адносна простакутнай сыстэмы 
будуць (3,7).

Знайсьщ коордынаты гэтага-ж пункту, кал1 пачатак 
перанесены у пункт (1, — 2), а напрамак восяй захованы 
ранейшы.
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2. Ператварыць простакутныя Boci коордынат у коса- 
кутныя (з тым-жа пачаткам), кал1 старыя коордынаты аднаго 
пункту (2 , 2), а новыя (3 , 1).

3. Адносна простакутнай сыстэмы коордынат, коорды­
наты пункту будуць:

х  —  4; у  =  —  5.

Знайсьщ коордынаты гэтага-ж пункту, кал1 за boci коор­
дынат прыняты б!сэктрысы кутоу, пам1ж восям1 дадзенай
сыстэмы коордынат.

Р А З Ь Д З Е Л  II.

Простая лЫя

§ 1. Р А У Н А Н Ь Н Е  П РО С Т А Й

Няхай мы маем сыстэму коордынат ' X O Y  (рыс. 24) i не- 
каторую простую N M ,  якая адсякае на Boci Y  адщнак

OQ — Ъ

i стварае з восьсю 
X  кут а.

Возьмем HKi-не-  

будзь пункт М  на 
простай i азначым 
яго коордынаты праз 
(ж. У)-

Правядзем праз
пункт Q л1н1ю QK,
роуналежную Boci 
ОХ.  3 простакутнага 
трыкутндка Q K M  
знойдзем:

; j o

ш

JC

Рыс. 24 

КМ =  Q K  . tg а. 

у  — Ъ =  х  . tg а 

Азначыушы tga праз к, атрымаем: 

у  =  1 с х +  Ь (1).
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v

Такая залежнасьць icHye па\иж координатам! адвольиага 
пункту, узятага на простай. Значыцца, раунаньне (1) ёсьць 
залежнасьць пам!ж бягучы\п коордынатам1 (х , у ) пунктау 
простай M N . Зразумела, што кал1 возьмем пункт S  не на 
простай M N , дык пaмiж яго координатам! (х , у )  ужо ня 
будзе залежнасьц'1 (1). Наадварот, няхай дадзена якое-не- 
будзь раунаньне (1). Яно мае нязьмернае мноства (бязь- 
межны лж) разьвязкау. Будзем л1чыць кожную пару разь­
вязкау (х , у )  за коордынаты пункту на роунщы. Гэтыя 
пункты, вЦавочна, ляжаць на аднэй простай !).

На падставе гэтага раунаньне (1) завецца р а у н а н ь н е м  
п р о ст а й .

Коэ 'лцыент к, роуны tga, завецца кутавым коэфщыентам 
прост й, а вел}чыш к  i Ъ, як1я характарызуюць палажэньне 
простай, завуцца парамэтрамц Усякае неазначанае раунаньне 
1-ай ступен1 з 2 невядомымц

А х  -f B y  =  С

магчыма прывесьщ да выгляду раунаньня: (1)

А х  -f-

А
В

B y  == С

х ^ у  = С
В

(2)

Ау  =  -  х  +
В

Ц_
В

А  САзначаючы — ^  праз к, а ~  праз Ъ, мы i атрымаем рау 

наньне (1). Значыцца, раунаньне

А х  +  B y  —  С

ёсьць раунаньне простай, якая утварае з восьсю х  кут, tg
jA.

якого роуны— (кутавы коэф1цыент) i адсякае (простая)
Сна вос1 0 Y  адрэзак - -•
В

Раунаньне (1) завецца раунаньнем з кутавым коэфщыен- 
там, а раунаньне (2) — раунаньнем простай у агульным :) Праверыць тэта граф1чна для некалыах разьвязкау раунаньня:

2х +  у  =  4.
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выглядзе щ агульным раунаньнем простай. TaKiM чынам, 
раунаньнем дадзенай простай завецца раунаньне 1-ае 
cTyneni з двума невядомымц якому здавальняюць коор­
динаты адвольиага пункту на гэтай простай. Са сказа- 
нага вышкае, што кожнай простай адпавядае свае 
раунаньне 1-ае ступен!, i кожнаму раунаньню 1-ае ступен! 
адпавядае некаторая адз!ная простая. Дзеля таго, каб па- 
будаваць простую паводле дадзенага раунаньня, трэба 
прывесьщ яе да выгляду раунаньня з кутавым коэфщыентам

у  == к х  +  b

i правесьщ праз пункт на Boci 1
( х  =  0, у  =  Ъ)

простую, нахшеную да eoci X  пад кутом a, tg якога роуны 
кутавому коэф1цыенту к.

Напр., дадзена простая:
2х  -\- у  =  3,

прыводз1м раунаньне да выгляду (1):
у  =  — 2ж —J— 3;

адкуль д. __ _  2 •

Ь  =  3 .

Праводз1м праз пункт (0,3) такую простую, каб tga быу 
роуны — 2. Але прасьцей пабудаваць простую, злучыушы 
пам1ж сабой пункты перасеку яе з восям1 коордынат. Каб 
знайсьщ пункт перасеку простай з восьсю X ,  дапусьщм у 
раунаньш простай у

У =  0;
знаходз1м х . Для атрыманьня 
пункту перасеку простай з 
восьсю Y , прымаем 

х  =  0
1 знаходз1м у. У нашым пры- 
кладзе пры

У =  0,
3

пры х  =  0,

(рые. 25). У =  3



Kani адкладзем знойдзеныя вел1чыш у принятым маштабе 
па восях X  i Y  i злучым атрыманыя пункты, знойдзем 
шуканую простую.
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§ 2. ДАСЬЛЕДВАНЬНЕ РАУНАНЬНЯ Г1РОСТАЙ

Разгледз1м цяпер прыватныя выпадш агульнага рау- 
наньня простай:

А х  +  B y  =  С  (2),

кал \  адна u.i некальш координат яго пераходзяць у О,
1) Няхай

<7 =  0,

тады раунаньне (2) прыме выгляд:

Ах By —  0  ч

Вщавочна, што атрыманаму раунаньню здавальняюць зна- 
чэньнп

х  =  0, у  —  0.

А тэта азначае, што простая, праходзщь праз пачатак 
координат.

2) Няхай адзш з коэфщыентэу пры невядомых пера- 
ходзщь у нуль, напр.,

А  =  0.

У гэтым выпадку раунаньне (2) прымае таш выгляд:

Щ
В у  =  С,

Мы атрымасм, простую, ординаты ycix пунктау якой адноль- 
кавыя i не залежаць ад х .  Вщавочна, тэта будзе простая, 
ро^належная eoci X .  Кутавы коэфщыент яе

й =  0.

3yciM аналёПчна можам давесьщ, што, кал! у раунаньш (2)

В  =  0 ,
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дык мы атрымаем простую, роуналежную eoci у. Кутавы 
коэфщыент яе роуны то.

TaxiM чынам, кал1 у раунаньш простай адсутшчае якая- 
небудзь з координат, то простая роуналежна адпаведнай 
eoci.

3) Дапусьщм цяпер, што

Раунаньне (2) прымае у гэтым выпадку выгляд:

ui
B y  =  0, 

У =  0.

Рэта раунаньне уяуляе вось ж-ау, бо на ёй ляжаць усе 
пункты, ординаты яшх роуны 0. Аналёпчна, раунаньне

х  =  0
уяуляе вось у -ау.

§ 3. ПУЧОК ПРОСТЫХ

Дадзены пункт М  (ж,, у х). 
весьщ бяэьмернае мноства 
простых (рыс. 26).

Знойдзем раунаньне адволь- 
най простай, якая праходзщь 
праз пункт М. Нашшам рау­
наньне простай з кутавым 
коэфщыентам у агульным вы- 
глядзе:

У =  кх +  Ъ (1)

Каб знайсьщ абодва парамэтры 
* * неабходны дзьве умовы. 
Мы-ж маем толью адну умо- 
ВУ> прохаджэньне простай 
праз дадзены пункт. Мы можам

Праз тэты пункт можна пра- 
У

так1м чынам знайсьщ толью адну залежнасьць пам1ж па- 
рамэтраш; значыцца, адзш з парамэтрау застаецца адвольным. 

3 тэй прычыны, што простая павшна праходзщь праз
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пункт ( x v  у {), координаты пункту павшны здавальняць 
раунаньню (1).

Падсташм у тэта раунаньне коордынаты ( х и у ,):

Ух =  k x t 4- b (2)

Тэта i ёсьць шуканая залежнасьць пам1ж парамэтрамь 
Знойдзем адсюль парамэтр Ъ i падстав1м яго значэньне у 
раунаньне (1), щ прасьцей, адымем ад раунаньня (1) роу- 
насьць (2). Атрымаем:

У —  Ух =  к ( х  —  х 1) (3),

дзе к  — адвольны лк .
Тэта i ёсьць раунаньне п у ч к а  п р о с т ы х .  Яму здавальняе 

адвольная простая, якая праходзщь праз пункт (жь у х).
Надаючы к  розныя значэньш, атрымаем розныя простыя, 

як1я праходзяць праз пункт (х и у г).
П р ы к л а д .  Знайсьщ раунаньне простай, якая праходзщь 

праз пункт (2,1) i стварае з восьсю X  кут =  45°.
ГПшам раунаньне пучка простых, яюя праходзяць праз 

пункт (2,1):
у  — 1 =  к (х — 2)

Але кутавы коэфщыент нашай простай 

A =  tg 4 5 °=  1.

Падстауляем значэньне к у раунаньне, атрымл1ваем:

у  _  1 =  х  —  2, f
Щ

х  —  у —  1
(шуканае раунаньне).

Р а у н а н ь н е  п р о с т а й ,  якая  п р а х о д з щ ь  п р а з  2 д а д з е н ы я
п унк т ы

Няхай дадзены пункты М  (х и у г) i N  ( х 2, у 2). Знойдзем 
раунаньне простай, якая праходзщь праз гэтыя пункты.

Нашшам раунаньне пучка простых, як1я праходзяць праз 
пункт М:

tf — 0 i -=A (®  — *i) (1).
Дзеля таго, каб простая праходзма праз пункт N (х2, у2),
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„ ’ . ------------ адавальнял! раунаньн
„ростаи. Падставш коордынаты (х„  у , )  у р ф а„ь„е <„

Уз ~ У х = к ( х 2~ х 1) (2 )

Падзел1м раунаньне (1) на роунасьць (2).

У - У х __ X  — Х х 
Уз —  Ух х 2~  Х х

Тэта i ёсьць шуканае раунаньне.

(3)

Няхай дадзены простыя А В  i CD Innr 07\ ^  “1 1РЫС- Щ  раунаньням1
у =  кх 4  Ъ

у  =  kiX 4- Ъ1

Знойдзем кут <р па- 
м1ж iMi. Абазначым 
куты, складзеныя на­
шим! простым! з 

' восьсю X,  праз a i я,.
Тады:

tga  =  к

tg «1 =  к г

Для трыкутшка АСК 

кут ai ёсьць знадворны; таму:

адкуль

Ц1

f
Але

« !  =  a 4  ®

? =  <*!— a

tS ?  =  tg  (a ,— a)

t g ? =  ,  tgat — tga
* 1 4- tg a . tg otj (1)

t g « *  A ;
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tg «1 =  fei
r

i роунасьць (1) ператшацца:

A 1̂ ^ /Г)\
*8<|> =  Т + Ж  <2)

Так выразщца tg кута па\йж простым! праз iXHin кута- 
выя коэфщыенты.

У м ов ы  р о у н а л е ж н а с ь щ  i п э р п э н д ы к у л я р н а с ь щ  п р о с т ы х

1. Кал1 простыя А В  i CD роуналежныя, дык тангенс 
кута (tg ср) пам1ж iMi роуны нулю, i значыцца (згодна 
формулы (2):

ki —  к.

Атрымл1ваем умову: кал! л1нН роуналежныя, то 1хшя кута- 
выя коэфщыенты роуны пам1ж сабой.

Кал! простыя выражаюцца раунаньнямк

А х  +  B y  =  С  

А\х - f -  В{у — Ci

то кутавыя коэфщыенты будуць:

У выпадку роуналежнасьщ:

Щ

Атрымл1ваем, так1м чынам, умову роуналежнасьщ:
Дзьве простыя роуналежныя пам1ж сабой, кал1 коэфщыенты 

пры зьменных пропорцыянальныя пам1ж сабой.

Ш
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сабой, дык
tg <р =  со ,

а значыцца (згодна формулы 2):

1 - } -  k k i  ■ 0 ;адкуль

/ч 1
к

Атрымлшаем умову пэрпэндыкулярнасьщ простых: кал! 
дзьве простыя пэрпэндыкулярны, дык ixniH кутавыя коэф!- 
цыенты адваротныя па вел!чыш i прощлеглыя па знаку 

П р ы к л а д .  Праз пункт ( 5 , - 2 )  правесьщ простую 
пэрпэндыкулярную да простай: р ую-

2 х  — З у  =  4. \

пунктП(5Ш- 2 ) ? НаНЬНе ПУЧКЗ ПР0СТЫХ’ як,я праходзяць праз
п „ У -\- 2 —  к  ( х  — 5).Для простай '

2 х  — З у  =  4
кутавы коэфщыент

3 ’
значыцца:

к, =■ 1
2
3~

3
2

Падстауляем у раунаньне пучка:

4i
У + 2 =  ~  2 (х — 5),

З х  +  2 у  =  11 .

Пун ст п е р а с е к у  д з ь в ю х  п р о с т ы х

Дадзены дзьве простыя:

Ах~1~Ву=С  ( 1)

А 'х  +  В ' у  =  С' (2 ) .
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Пункт ix перасеку ляжыць адначасова на абедзьвюх про­
стых i, значыцца, координаты яго павшны здавальняць 
абодвум раунаньням (1) i (2). Каб знайсьц! гэтыя значэньнл 
х  i у , як!я здавальняюць адначасова раунаньням (1) 1 (2), 
трэба ix сумесна разьвязаць.

Знаходзш : ов, _  ав
X  = А В' — А 'В

(За)

А С  А С  ш
У  =  л в ' - А ' В  ( З Ь )

Д асьледуем  атрыманыя формулы.
1. Кал1 ,

А В ' —  А 'В  ф  0,

дык х i у  будунь мець канечныя значэньн!, i мы атрымаем 
зусщ азначаны пункт перасеку дзьвюх простых (1) i (2), 
координаты якога даюцца формулам! (За) i (ЗЬ).

2. Няхай назоушк
А В ' -  А 'В  =  0 (4),

але л!чнпа у роунасьнях (За) i (ЗЬ) ня роуны нулю, тады.
I.

х  —  cv ,

У — оо,

i пункт перасеку  бесканечна далёк1, Шачай кажучы, простым

(1) i (2) роуналежныя.
Роунасьць (4) можна н а т с а ц ь  шакш  так:

А В ' =  А ' В ;

A  _ _ J B _  
1 Г  ~~ В '

.-эта азначае, атрымл!ваем знаёмую умову—кал! гэтыя про­
стыв роуналежныя, то коэфщыенты при адпаведных зьмен-

““  Т я х Т " ” ™  н а зо в и  , абод.а л.знЫ у фор- 
мулах (За) i (ЗЬ), тэта азначае.
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С В ' — С 'В  =  о 

А С  =  А 'С  =  0 (5).

Тады для координат пункту перасеку мы атрымаем 
выразы:

0
* = Т’

у  —
о

Тэта значыць, координаты пункту перасеку неазначаныя. 
1накш кажучы, гэтыя простыя перасякаюцца у адвольным 
пункту, тэта азначае, зьл1ваюцца у адну простую. 

Ператвараем роунасьць (5) так1м чынам:

А В ’ =  А 'В ,
ui

А  _ В

щ

Ц1

А ' — В ' ’

С В ' = С В ,

С ' в
с В ' ■

А С  = А 'С ,

С А
с  —  ~ А ' •

можам натсаць:

А  В С
А ' В ' С (6)

цыянал^ньш.1 УС6 ТРЫ К° Эф1ЦЫеИТЫ а^ е д н а  п р о п о р -

пропорцш1?ьннКяОЭф1ЦжеНТЫ аднаг0 раУнаньня адпаведна
так!я два раунаньн! * °!фщыентам дРУг0га раунаньня, дык раунаньн! уяуляюць адну ! тую-ж простую.
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а

Уводз1м тэты выраз к  у раунаньне (1).
Атрымл1ваем:

Ъ
у  =  ~ Т х  +  ъ

ч

Дзел1м раунаньне на Ъ i пе- -

раносчм член з ж у левую 
частку: \

ч

-  +  1  =  1 (2) а Ъ w в \

(Раунаньне простай у ад- \
щнках).

П р ы к л а д .  Прывесьщ 
раунаньне простай

\ с / /  (4 о)
а  \Г 

Рыс. 28
2 х  +  Зу  =  4

да в1ду (2). Дзел1м усё раунаньне на свабодны член, 
правай частцы атрымалася адзшка:

Значыцца,

Р а у н а н ь н е  п р о с т а й  у  н о р м а л ь н а й  форме 

Няхай дадзена простая (рыс. 29)

—  4 - Х
а ~т~ Ъ —  1 (1)

х

каб у
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Спусьщм з пачатку коордынат пэрпэндыкуляр на простую.
Няхай вел1чыня пэрпэндыкуляра будзе р , а кут, яш ён 

ч стварае з восьсю X , ^будзе а.
Зразумела, што простая зуам 
азначаецца вел1чыням1 р  i a, i 
значыцца, можна атрымаць 
раунаньне простай з гэтым1 
двума парамэтрамь

3 простакутнага трыкутнша 
О АО  знаходз1м:

а  = Р
cs а ’

а з трыкутшка OBG, у яшм 
кут ОВС  роуны а (як куты з 
узаемна - пэрпэндыкулярньпш 
бака\й),

Р
sn а ■

Па^стауляем знойдзеныя значэньш а  \Ь  у  раунаньне (1) 
Атрымаем:

/VI on fs  /I/ on ЛX cs а ( у  sn а
р  р

х  cs а -{- у  sn а =  р ( 2).

Апошняе раунаньне завецца раунаньнем простай у нормаль 
най форме, ш проста нормальным раунаньнем простай. 

Няхай маем агульнае раунаньне простай:

А х  +  B y  — С (3)

i трэба перавесьщ яго у нормальную форму (2). Гэтыя два 
раунаньн1 пав1нны уяуляць адну i тую-ж простую, значыпта, 
коэфщыенты пры невядомых пав1нны быць пропорцыяналь- 
ныя; таму, помножыушы раунаньне (3) на некаторы множн1к 
М , можна зрабщь коэф1цыенты яго, адпаведна роуным1 

» коэф1цыентам раунаньня (2). Знойдзем тэты множшк. Пасьля 
памнажэньня раунаньня (3) на М , мы атрымаем:

М А х  +  М В у  =  М О  (4)

35

Параунаем атрыманае раунаньне з роунасьцяй (2), зна-
ходз1м:

МА — cs а ;

МВ — sn а ;

М С = р

Узьвядзем першыя дзьве з гэтых роунасьцяй у квадрат i 
складзем:

М2А 2 -f- М2В2 =  cs2a -(- sn2a — 1 ;

адсюль знойдзем М:

М 2 (А2 +  В2) =  1 ;
1

М 2 =
А 2 +  'В 2 ’

М  =
1

V А 2 +  В 2
�6��

Множшк М  завецца нормавальным множншам. Каб ведаць, 
яш знак з двух, што стаяць перад радикалам у (6) на- 
лежыць абраць для М , трэба памятаць, што р , якое стащь 
у правай частцы раунаньня (2), заусёды л1чыцца дадатнай 
вел1чынёй, таму знак трэба узяць з ташм разьл1кам, каб 
правая частка раунаньня (3) была дадатнай. Значыцца, для 
М  трэба узяць той знак, яш мае коэфщыент С.

Пр ык л а д .  Дадзена раунаньне простай:

4 х  +  3 у  -- 6 ;

знойдзем адлегласьць простай ад пачатку коордынат.
Прывядзем раунаньне да нормальнай формы, а дзеля 

гэтага знойдзем нормавальны множшк

М
V  А 2 +  В 2

1
V~25

V  9 +~16 

1
5 -

Бярэм М  дадатнае, бо правая частка нашага раунаньня 
°  — о Дадатная.
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Памножыушы раунаньне нашай простаи на

1
М  = 5 ’

атрымаем:

значыцца,

4 3 _  6
~ 5 Х +  5 У ~  5 ’

Р =  i5 ’

а р i ёсьць адлегласьць простай ад пачатку координат.

Адлегласьць ад пункту да простай

Дадзена простая (рыс. 30), раунаньне якой у агульным 
выглядзе ёсьць: ^  +  ^  =  ^

Пункт М  а координатам! (хи у ,)• ЗноЙдзем адлегласьць 
Пункт ш i гэтага- пункту ад дадзе- ,

най простай. Прывядзем 
раунаньне простай да 
нормальнага в1ду.

Няхай прыведзенае рау­
наньне будзе:

х  cs а +  у sn а =  р  (!)•

Правядзем праз пункт 
М ( х и У\) простую И, роу- 
надежную дадзенай I. Bi- 
давсчна, што кал1 про­
стыл роуналежны, дь:к

нормальный ixHiH paJaaHbHi адрозьншаюцца тольк! вел.-

ЧЫПэрнРэ'„дыкуляр а пачатку коордынат_на простую И. 

роуны па вел1чыш ^

^ гт у  тпй.жа кут а, як i дадзеная простая 1. 
утварае з во и простай нашшацца у выглядзе:
Таму нормальнае раунаньне у

aJCsa +  2/sna=_p +  d (2)-
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Але тэта простая праходзщь праз дадзены пункт; значыцца, 
координаты (хи у х) гэтага пункту здавальняюць раунаньню 
(2), г. зн.:

х х cs a +  г/, sn a =  р  -f d

Адсюль для шуканай адлегласьщ d атрымаем формулу: 

d — Хх cs a -)- г/j sn a — р.

Атрымоуваем правда:
Дзеля таго, каб знайсьщ адлегласьць ад пункту да про­

стай, трэба прывесьщ раунаньне простай да нормальнай 
формы, перанесьщ усе члены у левую частку i замест бя- 
гучых координат падставщь координаты дадзенага пункту. 
Левая частка i дае шуканую адлегласьць.

Пры адшуканьш адлегласьщ пам1ж пунктам i простай, 
трымаючыся сказанага, мы будзем атрымл1ваць у розных 
выпадках як дадатныя, так i адмоуныя значэньш для адлег- 
ласьцяй. Значыцца, адлегласьщ пункту ад простай могуць 
быць дадатным1 i адмоунымн

Вщавочна, што пры бесьперарыуным руху пункту па 
роунщы адлегласьщ яе ад дадзенай простай зьмяняюцца 
таксама бесьперарыуна, а значыцца, пераход ад дадатных 
значэньняу да адмоуных магчымы тольк! праз нуль.

Прымаючы пад увагу, што адлегласьць пункту ад про­
стай толью тады роуная нулю, кал! тэты пункт ляжыць на 
гэтай самай простай, выводз1м, што адлегласьць зьмяняе 
свой знак толью пры пераходзе пункту цераз самую про­
стую. Выходзщь, што усякая простая дзел!ць роунщу на 
Дзьве частю: па адзш бок ляжаць пункты з дадатным! 
адлегласьцям! да простай, па друп—з эдмо^ными

Кал1 будзем знаходзщь паводле агудьнага прав!ла адлег­
ласьць ад пачатку координат да простай, дык знойдзем:

cZ =  0 c s a - j -0 sn a  — р  =  — p-t

выя^ляецца, што адлегласьць ад пачатку координат да 
простай заусёды адмоуная. Адгэтуль выводз1м:

1. Кал1 пункт i пачатак координат ляжаць па адзш бок 
ад простай, дык адлегласьць ад пункту да простай адмоу­
ная (рыс. 31). 3
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Рыс. 31

§ 4. РАУНАНЬШ ПРОСТАЙ У КОСАКУТНЫХ 
КООРДЫНАТАХ

2. Кал1 пункт i пачатак 
ляжаць па розныя 6aKi ад про- 
стай, дык адлегласьць пункту 
да простай дадатная.

У

1. Няхай маем косакутную 'сыстэму координат з коор­
динатным кутом «о i простую M N ,  якая адсякае на Boci 01 
адщнак 0 Q  =  Ъ i стварае з восьсю Х-ау кут а (рыс. 32).

!

Рыс. 32

Знойдзем раунаньне гэтай простай у косакутных коорды- 
натах.

Возьмем на нашай простай якРиебудзь ппункт М  з
координатам! (х , у).

Правядзем праз пункт Q простую, 
Утварыуся трыкутнш з двума бакам! у

роуналежную Boci 1\ 
— Ъ I X  \ прощлеглыя

39

кутам1 a i ���� �а, але баи трыкутшка адносяцпа, як сшусы 
прощлеглых кутоу, таму:

У —  Ь sn ос

адкуль:
V =  х

sn а

X sn (со — ос)

sn а
sn (со — а) +  Ь  ( 1)

Азначыушы ^  праз к, атрымаем:

-  '  s n a  - . 7 .

sn (со — а) 

у  =  к х  +  Ъ (2).

Тэта ёсьць раунаньне простай з кутавым коэфщыентам 
у косакутных координатах.

Мы бачым, што гэтае раунаньне зус!м падобна да адпа- 
веднага раунаньня простай у простакутных координатах. 
Прымаючы со =  90° атрымаем:

' sn (90° — а) ~  CS а ~  lg  Я *

Раунаньне простай з кутавым коэфщыентам у проста­
кутных координатах, чаго i трэ’было чакаць, зьяуляецца, 
як адсюль в1даць, приватным выпадкам раунаньня (2) 

2. Раунаньне простай у адщнках 
(рыс. 33). Вывад—зус1м аналёг!чны 
вываду гэгага "раунаньня у проста­
кутных координатах. Раунаньне 
простай:

у  =  к х  +  Ъ (2).

Простая праходзщь праз пункт 
(а у 0), значыцца:

адк уль
0 ко  -f- Ъ ;

Ь
Рыс. 33

к  =  —
а
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Падстауляем гэтае значэньне к  у раунаньне (2);

Ц1

У =  — — х  +  Ъ>

^  +  4  =  1 (3)

3. Няхай дадзена сыстэма коордынат з кутом « (рыс. 34)
i простая, якая адсякае 
на восях адцшш a  i b\ 
раунаньне яе у адцш- 
ках будзе:

X , у 
а  ^  Ъ

1 (3)

Спусьщм з пачатку 
коордынат на простую 
пэрпэндыкуляр О С = р ,  
i няхай ён утварае з 
восям1 коордынат ад- 
паведна куты a i р.

3 простакутных трыкутшкау О А С  i О В С  маем:

Ра  =
CS а

Р
CS Р

Падстауляем знойдзеныя значэньш a i b у раунаньне, (3):

Ж CS a  y c s $  __  j

Р ' Р  

(Раунаньне простай у нормальнай форме) 

x c s y  +  У =  р  (4).

4. Як прывесьщ агульнае раунаньне простай 

А х  +  B y  =  С (5) 

да нормальнага в щ у ?
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Дзеля гэтага неабходна знайсьц! вел!чыню иормавальнага 
множн1ка. Але, па-першае, трэба знайсьщ залежнасьць пам1ж 
трыгономэтрычным1 функциям! кутоу а, р 1 ш, адпаведную 
залежнасьщ:

sn2 a -f- cs2 а =  1,

якой мы карысгалюя у выпадку простакутных коордынат. 
3 трыкутшка О А В  (рыс. 34) знаходз1м:

АВ 'г =  О А 2 +  ОБ2 — 2 О А  . O B  . cs ш =

=  а 2 Ь2 — 2 cib cs

Ра =
CS a

але

значыцца:
А В 2

р 2

р2 р 2 2р 2 cs а)+  _______________ .
cs2a cs2p cs a cs (3

cs2̂  -j- cs2a — 2 cs a cs p cs <

а з трыкутшка 04(7:

cs2a cs2j3

3 другога боку, з простакутнага трыкутн!ка ОВС:

В С  =  р  tg р 

4(7 =  р  tg a 

Кал!' складзем апошшя ро^насьщ, атрымаем:

А С  -(- В С  —  А В  —  р  (tg a -j- tg P)

3 вядомай формулы трыгономэтрьп

(6)

Значыцца:

л sn (a  4- 8) 
tg a Н- tg р =  —

A B  =  p  (tg a +  tgp) =

csacsp Sn ^  ^  “ cs a cs p sn 0)
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А В 2 р 2
cs2a cs2f sn2to (7).

Левый ч а е т  роушасьцяй (6) i (7) роуныя, значыцца, 
роуныя i правыя, г. зн.:

pi

cs2a cs2P
cs2P—|— cs2ct— 2 c s a  csP CSW j ==

p2

cs2a cs2p sn w;

p 2
скарочваем на cs2a сР Г  ’ атрыМаеМ:

sn3(u =  cs2a cs2[3 — 2 cs a cs p cs ш (8)

Тэта i ёсьць шуканая залежнасьць пам1ж трыгономэ- 
трычным1 функциям! кутоу a i р. Успомшм, што коэфщыенты 
агульнага раунаньня простай

А х  -f B y  — С (5)

пасьля памножаньня ycix яго членау на М  павшны зрабщца 
роуным! адпаведна коэфщыентам нормальнага раунаньня

Значыцца:

£ccsa +  y c s ^ — p  (4).

М А  —  cs a ,

M B  =  cs p ,

M G  =  p  (9).

Устав1м у роунасьць (8) замест csa i csp ixHifl выразы 
з роунасьцяй (9). Атрымаем:

sn2(u =  Ж2Л2 +  М 2В 2 — 2 М Ы В  cs а>

Адсюль, кал1 вынесем М 2 за дужкц атрымаем:

М 2 (Л2 +  В  2— 2 А В  cs ш) =  sn2<*>

sn2aj
М 2

А 2 +  В 2 -  2ЛДсэ<о ’
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М  =  ± sn (Й
V  А 2 - \ - В 2 —  2 A B C S *

( 10)

Адносна знака трэба трымацца таго-ж правда, што i у 
выпадку простакутных координат, як! быу раней выведзены. 
Тэта значыць, знак М пав1нен быць аднолькавы са знакам С.

3 а д  а ч ы

1. Дадзена раунаньне простай:

2х — 3 у =  7.

Знайсьщ: а) адцшк!, як1я адсякаюцца на восях координат 
гэтай простай,

b) кут нах1лу да Boci X ,
c) адлегласьць ад пачатку координат,
d) кут гэтай адлегласьщ з восьсю X .
2. Нашсаць раунаньне простай, якая праходзщь праз 

пункт (3, — 5) i пункт перасеку простых:

X  +  у  =  1 
i

х  —  у  —  —  1 .

3. Праз пачатак координат правесьщ простую пад 
кутом у 45° да простай

2х +  Ъу - j -  6 =  0 .

4. Вьшчыць плошчу трыкутнша, дадзенага раунаньням1 
бакоу:

х  + У  —  1 = 0, 

х +  2у —  1 =  0 ,

4х +  Ьу —  7  =  0 .

5. На простай
Ъх -} -  у — 2

знайсьц1 пункт, як1 знаходз1цца ад простай

Ъх +  4у +  6 == 0 

на адлегласьщ, роунай 4.
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6. Вяршыш трыкутшка: (3,4), (5, — 6), (— 1, — 3). На­
шсаць раунаньш бакоу, вышынь, мэдыян i бшэктрыс. Да- 
весьщ анал1тычна, што вышыш (мэдыяны, бшэктрысы) 
перасякаюцца у адным пункту. Вьшчыць вел1чыш вышынь, 
мэдыян, бшэктрыс, радыюса ушсанай акружыны.

Знайсьщ куты трыкутшка.
7. На воа абсцыс знайсьщ гэтш пункт, каб простыя, 

яшя злучаюць яго з двума дадзеным1 пунктам!, был1 пэр- 
пэндыкулярныя пам1ж сабой.

8. Нашсаць раунаньне простай, якая на вой X  адсякае 
адщнак 15, а на бшэктрысе кута пам1ж bochmi у другой 
чвэрщ адсякае адщнак 10.

9. Коордынаты дзьвюх вяршынь трыкутн1ка: (2,1) i 
( — 1,6). Знайсьщ трэцюю вяршыню, ка.й яна ляжыць на 
простай

Ъх —  2у  =  11,
i кал1 плошча трыкутшка роуна 5.

10. Знайсьщ плошчу простакутнага трыкутшка, кал1 
вяршыня простата кута ляжыць на простай

4 х  — у  =  5,

другая вярДыня — у пачатку коордынат, а трэцяя — у пункце
(6 � 5��

И. Дадзены дзьве вяршыш трыкутшка i яго плошча; 
трэЦяя вяршыня ляжыць на вой X .  Знайсьщ цэнтр цяжару 
трыкутшка i цэнтр уп1санай акружыны.

12. Раунаньне боку А В  простакутн1ка:

4 х  — З у  +  3 =  0.
Даужыня

А В  =  6,

а друп бок =  2. Нашсаць раунаньш шшых бакоу, кал1 
вяршыня А  ляжыць на аднэй з восяй, а пачатак коордынат 
унутры простакутшка.

13. Праз дадзены пункт (а, Ъ) правесьщ простую так, 
каб яна адсякала ад коордынатнага кута трыкутшк з най- 
меншай плошчай.

14. Дадзен пункт (а, Ь)ш, знайсьщ простую, якая складае 
з дадатным напрамкам вой X — кут у 135° i сустракае вой 
коордынат у двух пунктах, яшя сумесна з дадзеным пунк­

\

там складаюць вяршыш трыкутйка з плошчай, роунай п 2.
15. Дадзены дзьве вяршын1 трыкутн1ка А  (1. 2), В ( 2,— 1̂) 

i пункт перасеку мэдыян N  (1, — 1). Знайсьщ трэцюю 
вяршыню.

16. Дадзены роуналежныя простыя:

— ж +  Зу +  5 =  0; 

х  — Ъу - f  2 =  0.

Знайсьщ: а) адлегласьць пам1ж iMi, b) простою iM роуна- 
лежную i на аднолькавай адлегласьщ ад аднэй i другой 
(сярэднюю л1н!ю).

17. Дадзены вяршын1 трыкутшка: А (0,2), В (2,3) i 
С (1,1). Знайсьщ унутры трыкутшка гэтш пункт, каб про­
стыя, яшя злучаюць яго з вяршыням1 трыкутшка, падзялш 
яго плошчу на тры роунавял1к1я частк1.

18. Дадзена вяршыня квадрата М(  1,2) i пункт перасеку 
дыягоналяй N  (2,1). Знайсьщ астатн1я тры вяршын1.

19. Дадзены раунаньш двух бакоу трыкутшка:

х  +  2у — 1 =  0 
i

Ъх — у +  1 =  0

1 пункт перасеку вышынь Н  (2,2). Знайсьщ вяршын1 i рау­
наньне трэцяга боку.

20. Дадзена аснова роунаплечнага трыкутн1ка:

х  — Ъу -(- 1 == 0 ,
адз1н з роуных бакоу:

ж 4- 2 у  — 1 = 0

1 пункт ( - 2 , - 2 )  на друпм з роуных бакоу. Знайсьщ 
вяршыш i даужыню бакоу.

21. Знайсьщ геомэтрычнае месца цэнтрау простакутн1кау, 
уйсаных у дадзены трыкутшк.

22. Вяршыш чатырохкутшка, як!я рухаюцца па бакох 
паралелёграма так, што дыягонал1 увесь час застаюцца 
роуналежным1 бакам паралелёграма. Знайсьц1 геомэтрычнае 
месца пунктау перасеку прощлеглых бакоу чатырохкутшка.

23. Дадзен многакутшк. Правесьц1 простую так, каб 
сума квадратау адлегласьцяй яе ад уйх вяршынь многа-
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кутшка была найменшай. Давесьщ, што гэтай умове зда- 
вальняюць дзьве узаемна-пэрпэндыкулярныя простыя, яюя

/ 'Zx £ упраходзяць праз пункт I —- — , ——

§ 5. Г Е О М Э Т Р Ы Ч Н А Е  ЗН А Ч Э Н Ь Н Е  Р А У Н А Н Ь Н Я У  П А М 1ж
K O O P A b IH A T A M i

Мы ведаем, што раунаньне 1 -ай ступени з двума невядо- 
мым1 х  i у  азначае простую лшш. Паглядз1м, што азначае 
геомэтрычна якое-небудзь раунаньне з двума невядомым1

f  (х, у) =  0.

Тэта раунаньне неазначанае, г. зн., яно мае нязьл1чонае 
мноства пар разьвязкау. /Ичачы такую пару (х , у )  за 
коордынаты пункту, мы атрымаем нязьл!чонае мноства 
пунктау. Як-жа разьмешчаны гэтыя пункты на роушры, у 
яюм-небудзь парадку, pi без парадку? Дадзем аднаму са 
зьменных, напр. х ,  якое-небудзь значэньне а\ тады для дру- 
гога зьменнага у  знойдзем (дакладна pi прыб.Лзна) некалью 
значэньняу. Выберам з ix толью сапраудныя значэньнп

у =  Ъ,Ъи Ъ2 . . . ;

атрымоуваем рад пунктау (a, b), (a, &,), (а, Ъ2) . . ■ Дадзем 
х  новае значэньне А,  якое крыху адрозьшваерра ад я; 
атрымаем рад новых пунктау: (А,  В), (Я, В х), (А,  В 2) . . . 
Кал1 будзем зьмянярь х  неперарыуна ад а  да А ,  то, на- 
огул кажучы, i у  будзе зьмянярра гаксама неперарыуна. 
У вын1ку атрымаем некалью неперарыуных радоу пунктау, 
г. зн. некалью лшш.

Таюм чынам, усякае раунаньне з двума зьменным1 х  \ у  
азначае адну pi некальк1 лшШ. Кал1 дадзена раунаньне п-ай 
CTyneHi адносна х  \ у, то лш1я, якую выражав тэта рау­
наньне, называерра лшей (крывой) n-ага парадку. Можна 
давесыр, што усякая крывая n-ага парадку перасякаерра 
усякай простай у п пунктах (сапраудных i уяуных). Тэта 
мы убачым для крывых 2-га парадку.
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Р А 3 Ь Д 3 Е Л III

§ 1. КРЫВЫЯ ДРУГОГА ПАРАДКУ

Мы бачылр што простая выражаерра раунаньнем першай 
ступен1 адносна бягучых коордынат. Л1н55, яюя выражаюрра 
раунаньням1 другога парадку адносна бягучых коордынат, 
называюрра крывым1 П-га парадку.

Як пасьля убачым, усяюя крывыя Н-га парадку перася- 
каюрь простую у двух пунктах.

Акружына
Акружына ёсьрь геомэтрычнае месра пунктау, роуна 

аддаленых ад некаторага пункту, яю заверра рэнтрам.
На падставе гэтага азначэньня выводз}рра раунаньне 

акружыны.
Разгледз}м спачатку выпадак, кал} пачатак коордынат 

супадае з рэнтрам акружыны.
Азначым оадыюс акружыны праз R. 3 рысунка выарь, што 

для кожнага пункту М  
акружыны будзе спра- 
вядл1вай роунасьрь:

Ж2 Я- У 2 =  R 2  (!)

Тэта i ёсьрь раунаньне 
акружыны. Усякая пара 
яго разьвязкау дае ко- 
ордынаты пунктау, яюя 
ляжарь на акружыне.
Возьмем ряпер выпа­
дак агульнага зьместу, 
тэта значырь, акружыну 
з рэнтрам у адвольным 
пункце, яю мае коор- Рыс- 35
дынаты (а, Ъ).

3 азначэньня акружыны выходз1рь, што квадрат адлег- 
ласьр1 адв^ольнага яе пункту ад рэнтру ёсьрь вел1чыня 
сталая, роуная квадрату радыюса, тэта значырь:

(ж _  я)2 +  (у _  6)2 =  Д2 (2).
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Тэта i ёсьць раунаньне акружыны, кал1 цэнтр яе ляжыць 
не у пачатку коордынат.

Расчышушы дужю, перанясем сталыя вел1чыт у правую 
частку, атрымаем: '

х 2 +  у 2 — 2 а х  — 2 by  =  В Ц — а 2 — Ъ2 (3)

Кал! параунаць агульнае раунаньне акружыны (3) з 
агульным раунаньнем П-ой ступеш

А х 2 -f- В х у  С у2 +  D x  -f Е у  +  F —  О

то легка прыйсьщ да гэтакага вываду; агульнае раунаньне 
Н-ой ступен1 робщь вобраз акружыны у тым выпадку, 
кал1 коэфщыэнты пры х 2 i у 3 роуныя пам1ж сабою, а член з 
здабыткам х у  адсутн!чае.

З а д а ч а :

Пабудаваць акружыну па дадзенаму яе раунаньню:

• х 2 +  у 2 — 6ж — Ю у =  — 30.

Параунаушы яго з раунаньнем (3), знаходз1м: *

2а =  6;

26 =  10;

В 2 — а 2 ~  Ъ2 =  — 30,
адсюль

а — 3;

6 5 ;
К —  2. *

Значыцца, цэнтр акружыны знаходз1цца у пункце (3,5), 
а радыюс =  2. Па гэтых дадзеных легка пабудаваць акружыну. -

П е р а с ч ч э н ь н е  а к р у ж ы н ы  з  п р о с т а й

Пункт перасеку простай з акружынай пав!нен ляжаць, ? 
як на акружыне, так i на простай. 3 гэтай прычыны яго 
коордынаты здавальняюць адначасова раунаньню простай:

у  —  Ъх +  6 (4)

ЩЩ
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i раунаньню акружыны:
х 2 +  у 2 =  В 2.

Значыцца, яны знойдуцца сумесным разьвязаньнем абодвух 
раунаньняу:

у  =  к х  +  6 (4)

х 2 +  у 2 == R 2 (1)

Падстав1м значэньне у  з (4) раунаньня у раунаньне (1), 
атрымаем:

х 2 -f- (к х  -ф- 6)2 — В 2,
альбо:

х 2 (1 -f- к 2) -f- 2кЪх +  Ь2 — В 2 =  0 

Разьвязваючы агрыманае квадратовае раунаньне, знаходз!м:

_ — kb Az V  /с262 — ( Гч- &2) Щ  —  В 2) _
х  _ .  - у “фгр ^  -

—  k b A z  У  В* (к 2 +  1)— 62
1 +  к2

Калi падстав1м знойдзенае значэньне х  у раунаньне (4), то 
атрымаем адпаведны выраз для у.

Дасьледуем атрыманую формулу.
Кал1 падкарэнны выраз

В 2 (к 2 +  1) — Ь2 >  0,

то мы маем для х  два розных,сапраудных значэньнп
У  гэтым выпадку простая перасякае акружыну у двух 

пунктах i, значыцца, зьяуляецца сякучай.
Кал!

В 2 (к 2 +  1) — Ы =  0 ,
то абодва караш квадратовага раунаньня робяцца роуным1, 
i мы маем для х  только адно значэньне. Значыцца. простая 
мае адзш агульны пункт з акружынай, тэта значыць, даты- 
чыцца яе.

i нарэшце, кал: падкарэнны выраз адмоуны, то абодва 
карат комплексный.

Простая у гэтым выпадку зуам не перасякае акружыны. 
Ka.ii увесьщ уяуныя пункты, то заусёды выходз!ць, што 

простая перасякае акружыну у двух пунктах; гэтыя два



пункты могуць быць розным! сапраудным1 (сякучая), могуць 
супадаць (датычная) i могуць быць уяуным1 (няма перасеку).

§ 2. ДАТЫ ЧН АЯ Д А  А К РУ Ж Ы Н Ы

Няхай патрабуецца правесьщ датычную да акружыны 
У дадзеным на ей пункце {х„ у, ).  Спачатку выведзем рау-

наньне датычнай да уся- 
кай крывой, дадзенай 
агульным раунаньнем:

f  (х < У) —  0 (6)

раунаньне пучка простых, 
яюя ираходзяць праз 
пункт (жь ул), мае выгляд:

У —  У\ = к ( х  — ж,) (5)

дзе
к =  tg а

але tangens кута Haxi.iy датычнае да Boci абсцыс ёсьць 
выводная ордынаты па абсцысе (глядз1 „Анал1з бязьмежна 
малых11):

, d ytg а =  —~~— 
d  х

Выраз^выражае кутавы коэфщыент датычнай для адвольнага

(зьменнага) пункту дотыку. Каб атрымаць кутавы коэфщыент
d у  
d x

для дадзенага пункту (ж,, у,),  трэба у выразе выводнай

замянщь бягучыя коордыматы (г ,  у) ,  координатам} дадзе­
нага пункту (жь у ,),

d y ,
к  =

d  х,
Устауляем атрыманы выраз к  у раунаньне (5), атрымаем:

d y ,
У — Ух d x .

(ж — ж,) ( 6)

атрыманае раунаньне ёсьць раунаньне датычнай да усякай 
крывой. Выводныя, яюя уваходзиць сгоды, знаходзяцца з 
раунаньня крывой.

Каб атрымаць раунаньне дотычнай да акружыны
Ж2 у2 —

дыфэрэнцуем тэта раунаньне:

2ж 4  2 уу '  =  О,
адкуль

, — ж ж

а для пункту дотыку атрымаем:

d Ух 
d x  |

Атрыманы выраз устауляем у раунаньне (6):

У  —  2/1 =  —  д ' ( х  -  я?,) •
Ух

3 p o 6 iM  ператварэньне:

Ух (// — Ух) т= -т Ж, (ж — ж,);

УУх —  Ух2 =  —  ЖЖ, + Ж , 2 ;  

ххх  -)- у у ,  —  ж,2 -(- у , 2 (7).

Але пункт дотыку (ж,, //,) ляжыць на акружыне, значыцца:

Ж,2 - f  =  R 2 ;

а таму раунаньне (7) прымае просты выгляд:

XX,  +  у у ,  =  R 2 (8).

Тэта i ёсьць шуканае раунаньне датычнай да акружыны 
у дадзеным пункце. Тут ж i у —бягучыя координаты да­
тычнай, а ж, i у ,  — коордынаты пункту дотыку.

П р ы к л а д .  Знайсьщ раунаньне датычнай да акружыны

У
ж2 +  у 2 =  25

пункце (4 ,3).
Раунаньне датычнай будзе:

х х ,  4  УУх —  №
У нашы м прыкладзе:
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X, —  4;

Ух =  3 ;

Д2 =  25,

адкуль шуканае раунаньне д^атычнай наступнае:

4ж 3// =  25 .

Каб атрымаць раунаньне датычнай да акружыны: 

(х -  а )2 +  (у -  ЪУ =  Д2, 

дыфэрэнцуем гэтае раунаньне:

2 (х  — a) -f- 2 (у  — Ъ ) . у'  —  0,
адкуль:

, х — а
У = - ¥ = Ъ ’ '

, _  йух _  х х — а  
у  1 dxi  y i  — Ъ '

Падста^ляем знойдзеныя значэньщ у раунаньне (6)>сьХ\
атрымаем:

у  — У1 =
х г — а

Vi — ь
( X  —  X] )  .

Аслабашмся ад назоунша i перанясем усе члены у адзш бок: 

(х —  х,) (ж , —  а )  +  ( у  -  У х )  0/1 —  ъ )  =  0.

Замешм тут
У  —  ?/<

i
ж — ж,

праз
( У  —  Ь) -  (Ух —  Ь)

i
(ж  —  а)  —  (ж , —  а ) ;

[ (ж -  а)  — (Ж] — я)] (ж, — а)  +  [{у — Ъ) — (у, — 5)] (у, - -  Ь) =  0i

расчышм квадратовын дужки

(ж — в) (ж, — а)  — (Ж[ — а)2 (у — ft) (yi — Ь) — (у, — &)2 =  0.
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Але
(Ж[ -  а у  +  (у! — &)2 — Д2 > 

бо пункт дотыку ляжыць на акружыне, значыцца:

(ж — а)  (ж, —  а) +  (у — 6) (ух —  Ь) =  Д2 (9).

§ 7. ЭЛ1ПС

Элшсам завецца геомэтрычнае месца пунктау, сума ад- 
легласьцяй ящх ад двух дадзеных пунктау, што завуцца 
фокусам!, ёсьць вел1чыня сталая.

Абазначым тэту вел1чыню праз 2 а. Абярэм сыстэму 
простакутных коордынат так, каб вось X  праходзща праз 
абодва фокусы, а пачатак коордынат знаход1уся на сярэ- 
дзше адлегласьщ пам!ж iMi. Абазначым фокусную адлег-

ласьць F F X праз 2с, тады коордыпаты фокусау F  i F x бу* 
дуць адпаведна (с, 0) i (— с, 0). Адлегласьщ адвольнага пункту 

.  М  (х,  у) элшса ад фокусау паводле формулы адлегласьщ
(гл. разьзд. 1, § 2) будуць: ______
 ̂ M F  = V ( x  — с у  - у  у2

. M F } =  V ( x  +  с у  +  у2.
Але

M F  +  MFx

згодна умовы будуць =± 2 а ,  значыцца:

У ( х  —  с у  +  у2 +  V \ x  +  Qy  y i  »  2а



Перанясем адзш з каранёу у правую частку, тады 

V { x  — с2) + ~ у 2 =  2а — V ( x  + с  )-’ +  у 2 . 

Узьвядзем атрыманае раунаньне у квадрат:

(х  — с)2 ; у 2 =  4а- — 4a V (ж +  с)2 +  у 2 +  (ж +  с)2 +  У2; 

расчышм дужкц атрымаем:

х 2 — 2хс  +  с2 +  у 2 =  4а 2 — 4а ^(ж +  с2) +  у 2 +  ж2 +

+  2хс +  с 2 +  У2 -
альбо:

4а V (ж г)2 +  у2 — 4а'-’ -)- 4сж,

скаращм на 4 i узьвядзем у друп раз у квадрат, будзем 
мець:

а2 ( х 2 -f- 2сж -f- г,2 -f у 2) =  а4 +  2а2еж ф- с2ж2;

расчышм дужш i перанясем невядомыя управа: 

а 2 х 2 — с2ж2 +  а 2у 2 =  а4 — а2с2; 

х 2 (а2 -  с2) +  а 2у 2 =  а 2 (а2 — с2). 

Кал1 абазначым

атрымаем:
а2 — с2 =  Ь2 ,

Ъ2х 2 +  агу 2 =  а2Ъ2, 

pi падзялфпы усё раунаньне на а 2Ъ2, атрымаем:

=  1 ( 1 ).
ж2 . у 2
а 2 +  Ъ2

Тэта i ёсьць раунаньне элшса у форме, якая найбольш 
ужываецца.

Д а с ь л е д в а н ь н е  ф о р м ы  э л ш с а

Няхай у р—Hi элшса:

х2 у2
а2 +  Т О)

ж =  0,

у — ± . Ъ ,
знойдзем

Няхай
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знойдзем
У =  о,

ж =  i t  а .

Тэта азначае, што элшс адсякае на eoci X  па абодва 6aKi 
ад пачатку адцшш ОА  i ОС, роуныя а ; а на Boci Y  адцшш 
OB  i ОТ), роуныя Ъ. у

Адцшак

А С  =  2 а

завецца вялшай вось- 
сю, а адцшак

БД =  2Ъ

малой’ восьсю элшса.
Для больш дэталё- 

вага вывучэньня формы 
элшса разьвяжам яго 
раунаньне адносна у.

х 2
а 2 +

адгэтуль:

алыю:

Ъ2
-  =  1

У5

ж2 а 2 — х 2
а 2

Ъ2
а 2

(а2 — ж2)

у  =  А1 °  V a 2 
а ж2 �2� �

Тэта формула паказвае, што ж абсолютнай вел1чынёй 
ня можа быць больш за а, (шакш у  будзе мець уяунае 
значэньне). Значыцца, х  зьмяняецца у траншах ад — а  да 

а , i элшс зьмяшчаецца пам1ж простым! P Q  i R S .
Тая-ж формула (2) паказвае, што кожнаму значэньню ж 

адпавядаюць два значэньш у , роуныя вел1чынёй i супроць- 
леглыя па знаку.

Значыцца. элшс ёсьць крывая, сымэтрычная адносна 
eoci X .
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Разьвяжам цяпер р—не (1) адносна х\

У 2х  =  ±  у  V  Ъ2 
ъ

Дасьледваньне гэтай формулы прыводзщь да такога 
вываду: ордынаты элшса зьмяняюцца у границах ад — Ъ да 
+  Ъ, элшс заключаецца па\йж простым! P R  i SQ  i сымэ- 
трычны адносна Boci Y.

Таким чынам, элшс цалкам знаходзщца унутры проста- 
кутшка з бакам! 2а, 2Ъ, i мае дзьве Boci сымэтрьп.

Пачатак коордынат ёсьць цэнтр сымэтрьп, альбо проста 
цэнтр эл!пса. Тэта вщаць з таго, што кал1 пункт (+аг, -\-у) 
ляжыць на эл1псе, то згодна раунаньня (1), на элшсе ля- 
жыць i сымэтрычны адносна пачатку пункт (— х,  — у). Трэба 
зазначыць, што акружына ёсьць прыватны выпадак sainca, 
кал1 Boci яго роуныя. Сапрауды, няхай у раунаньш (1) эл1пса 
b —  п \ атрымаем:

х2 , у2
;— Н -  =  1 ;« 2

сс2 ф у°- =  а2 (р—не акр.).

П а б у д о в а  э л !п с а

Пабудова эл!пса па пунктах.
Пабудуем на вялшай вое! эл!пса,як на дыямэтры, акружыну.

-сГ
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Р—не яе будзе:
х 2 +  у2 =  а2

Разьвязаушы яго адносна у, знойдзем:

у акр. =  r t  V а 2 — х 2 (3)

Y  элшеа выражаецца, як вядома:

у эл. — z ~  V  а2 — х 2 (2)

Кал! падзел1м (2) на (3), дык атрымаем:

у  эл.   Ъ
у  акр. а ’

тэта азначае, што ордынаты элшса i акружыны для адноль-

кавых абсцыс адносяпца, як 
а̂ •

Адкуль ь
у эл. =  . у  акр. (4).

На падставе гэгага раунаньня магчыма пабудаваць кольк! 
трэба пунктау элшса па дадзеных восях 2a i 2Ъ.

Пабудуем дзьве концэнтрычныя акружыны з радыюсам! 
a  i Ъ.
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Якьнебудзь дыямзтр A D  прымем за вялшую вось элшса.
Возьмем на вялшай акружыне адвольны пункт Е  i зьве- 

ciM з яго на A D  пэрпэндыкуляр Е р .  Потым з пункту 
да перасеку радыюса ОЕ  з малой акружынай, зьвейм пэр­
пэндыкуляр К М  на Ер .  Давядзем, шго пункт М  нале- 
жыць элшсу. 3 надобных тр—кау ОЕр  i К Е М  знаходз1м:

у М  _  О К  _ _ Ъ  
р Е  ~  О Е  ~~ а :

адкуль

Р М =  ~  Р Е ,

але р Е  ёсьць ортыната акружыны, значыцца:

, ,  Ьр М  —  —  . у  акр. =  у  эл.
(I

Значыцца, пункт М  ёсьць пункт элшса.
Узяушы на вялшай акружыне друп пункт F  i зраб1ушы 

тыя-ж дзеяньш, мы атрымаем друп пункт N  элшса.
TaKiM чынам, мы можам знайсьщ кольш трэба пунктау 

элшса.
Пададзем спосаб бязупыннага вырысоуваньня элшса, 

заснованы на азначэньш яго, як геомэтрычнага месца пунк­
тау, сума адлегласьцяй яюх ад двух дадзеных пунктау 
ёсьць вел1чыня сталая, роуная вялшай Boci элшса.

Два канцы HiTKi, даужыня якой роуна «вялшай Boci элШса 
(2а), замацоуваем у яго фокусах F  i F { (рысунак 41) i за-

тым нацягваем штку ры- 
савальным астрыём, якое 
прылягае да роунщы 
рысунка.

Пры перамяшчэньш 
астрыя па роунщы так, 
каб н!тка была увесь час 

нацягнутай, яна пав1нна ашсаць элшс, бо сума адлегласьцяй 
астрыя ад фокусау увесь час роуна даужыш н!тк1 =  2а. Су- 
адносшы:

Ъ
у  эл. — у  акр. —
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прыводзяць да вельм1 важнага вываду: ^ можна раз- 

глядаць, як косшус некаторага кута а. Тады атрымаем: 

у  эл. =  у  акр. cos а (5).

Значыцца, эл1пс
у^9. А .9.

1,а* Ъ2

можна разглядаць, як проекцыю акружыны, роунгца икон
и . ' . . , „ Ънахиена да роунщы элшса над кутом a, cosinus якога.роуны

§ 4. Д АТ Ы ЧН АЯ  Д А  Э Л Ш С А

Раунаньне датычнае да усялякай крывой ёсьць (разь- 
дзел III, § 2 (6)):

d y  1У ~  Vi d x i
(ж — ж,) (6).

Выраз выводнай знойдзецца дыфэрэнцаваньнем рау-

наньня элшса (1):

_2ж_ , 2уу[_ _
« 2  +  Ъ2

У' =
Ъ2 х
аЧу

Для дадзенага пункту дотыку (жь у,):

d y  1 Ъ2х у
У' 1 d x  1 а 2у  t

Раунаньне (6) прымае выгляд:

b2Xi
V\ — а 2у

—  ( X  —  X i ) ;

( у  —  У\) a 2Vi =  —  Ь2Ж, (х  —  ж О ; 

альбо адчыняючы дужки





ж2 -f уг — а2,
пры чым акружына дяжыць на роушцы, якая складае з 
роушцай элшса таш кут а, што

Ъ
а

cos а

л

Няхай для прастаты абедзьве роушцы перасякаюцца на 
Boci X  (рыс. 44), рысунак элшса зьмешчаны ушз i разьме- 

^ шчана на аднэй роушцы з рысункам
акружыны. 3po6iM папапярэдшя 
заувап.

1. Датычная да акружыны про- 
ектуецца датычнай да элшса (да­
тычная ёсьць гранща сякучай).

2. Сярэдзша адщнка простай про- 
ектуецца таксама на сярэдзшу ад­
щнка.

3. Роуналежныя простыя у про- 
екцыях даюць таксама роуналежныя 
простыя (рысун. 45).

Аошняя заувага вщавочна для про­
стых, пэрпэндыкулярных да eoci X  

Кал1 роуналежныя простыя А С А  
B D  не _1_ Да воск X  (на роушцы 
акружыны), то праводзячы пащж 

iMi дзьве простыя А С  i ВТ) [ да Boci X , убачым, што иа- 
ралелёграм A B D C  запроектуецца на роуншу элшсу так­
сама у выглядзе паралелётраму (пр. А С  || пр. B D ).

Возьмем цяпер (рыс. 44) два уза- 
емна пэрпэндыкулярных дыямэтры 
акружыны M N  i PQ. Проекцьп ix (т п  
i p q )  будзем называць спрэжаным1 
дыямэтрам1 элшса. Адносна ix давя- 
дзем пяць тэорэм.

Т э о р э м а  1. Сярэдзшы хорд, роу- 
належных аднаму з спрэжаных дыя- 
мэтрау элшса, ляжаць на друпм
дыямэтры. Тэта вщаць з таго, што х
усе хорды, паралельныя дыямэтру PQ, 
дзеляцца дыямэтрам M N  напалам.

63

Застаецца тольш прыстасаваць заувап другую i трэцюю. 
Першую тэорэму магчыма выказаць яшчэ i так: кожны 
дыямэтр элшса ёсьць геомэтрычнае месца гярэдзш хорд, 
роуналежных спрэжанаму дыямэтру.

Т э о р э м а  2. Датычныя у канцох дыямэтра элшса роу- 
налвжны спрэжанаму дыямэтру.

Падставы. 1. Датычныя у канцох дыямэтра акружыны 
M N  роуналежны пэрпэндыкулярнаму дыямэтру PQ.

На падставе тэорэмы 2 можна сказаць, што дыямэтр 
элшса ёсьць геомэтрычнае месца сярэдзш хорд, роуналеж­
ных датычнай у канцы яго.

Т э о р э м а  3. (Апалошя). Плошча трыкутшка, збудава- 
нага на спрэжаных пау-дыямэтрах элшса, ёсьць вел1чыня 

|Сгалая для далзенага элшса, роуная 
плошчы трыкутн1ка, збудаванага на 
паувосях.

Падстава 1. 1 X 0 Q = \ B 0 A  (рыс. 46).
2. Проекцьп роунавялшгх и л о п1 ч _

роунавялш пам1ж сабой (бо як пло­
шча проекцьи=проектаванай плошчы,

памножднай 
на cos а. Та- 
KiM чынам 
плошча\noq== 
плошчы boa.Т э о р э м а
4. (Апалошя).
Сума квадратау спрэжаных пау- 
дыямэтрау роуна суме квадратау 
’паувосяй.

Паводле тэорэмы П1фагора 
(рыс. 4/):

О Д-’ - f  SQ2 =  а? ( 1) .

на падставе роунасьщ трыкутшкау OSQ i ONR:

OS =  RN

Рыс. 46

Рыс. 47
Але

S Q  =  R 0  (2).

Замешм у роунасьщ (1) спачатку першы складник, а потым
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друп складшк паводле формул (2). Атрымоуваем дзьве 
роунасьщ:

R N 2 +  S Q 2 =  а 2;

O S2 +  R O 2 =  а2.

Пераходз1м з гэтым1 роунасьцям1 на роунщу проекцьп, дру­
гую роунасьць перашшам у так1м выглядзе:

0 S 2 +  Ю 2 =  ф2 (3)
Ь2 , , �а першую опечатку памножым на —  (тэта значыць на cos2a),

r n 2 +  8д* =  Ь'г (4).

Складаем роунасьщ (3) i (4):

O S2 +  rO 2 +  r n 2 -f S q 2 =  a 2 +  b2,
альбо

Oq2 +  O n2 =  a 2 +  b2 (III t . 8 ) .

Т э о р э м а  5. naMiHc кутавым! коэф!цыэнтам1 спрэжаных 
дыямэтрау эл!пса iCHye залежнасьць:

Радыюсы OQ i O N  айружыны (р, /ц) пэрпэндыкулярны 
пам!ж сабой.

Таму кутавыя коэфщыэнты здавальняюць суадносшам: 

К 'К \  =  — 1 (5)

тут К  ёсьць тангенс кута радыюса OQ i восьсю X . Пры 
пераходзе да проекцьп линя тангенсу скарачаецца у стасунку:

Ъ , \—  ( —  COS а ) , 
a  v

а радыюс застаецца бяз зьмен А таму кутавы коэфщыэнт 
паудыямэтру Oq эл!пса

К ' =  K t —  . 
а

Гэтак сама кутавы коэф!цыэнт паудыамэтра On эл!пса
Ъ
а

К \  =  К ,
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Ъ2Таму, памножыушы роунасьць (5) на —  , атрымаем:
И

K K i = Ъ
а 2

Р а у н а н ь н е  э л ! п с а  а д н о с н а  с п р э ж а н ы х  д ы я м э т р а у

Ператворым раунаньне эл1пса:
х2 у2
а 2 Ь2

1 0 ).

прыняушы за новыя вое! 
спрэжаныя дыямэтры Oq i 
On. У формулах пераходу 
ад нростакутпай сыстэмы 
коордынат у косакутную 
мы маем:

х  —  Х х cos а +  у х cos (3, 

у  —  X I sn а -f у х sn ,3 

куты а i р азначаюцца суаднос!нам1:

tg * =  ft;

tg Р =  lh ;
прычым

„  b2
h h  i —  —  —

a 2

p—не (1) прымае выгляд:

„ / cos2a sn2a
ai2 I +

+

a 2 1 - b

sn a . sn P
52 +  2/

+  2

cos2p

cos a . cos P 
a 2 +

S n 2P

a 2 +  5 2
=  1.

>Друпя дужк!:
cos a . cos p 1

a 2 +
k k t

0,

x

значыцца, атрымаем раунаньне:
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X I2 ,
Й!2

УI2 1 (2)Z>12

1 cos2a sn2a
Й!2 й2 1 б2 ’

1 fcos2P . sn2̂  
+  -  б2 ' ’Й12 й2

Выяуляецца, што р—не элшса адносна спрэжаных дыя- 
мэтрау (2) мае такую-ж форму, як i раунаньне адносна 
восяй.

§ 6. ППЭРБОЛА

Ппэрболай завецца геомэтрычнае месца пунктау. 
розьн1ца адлегласьцяй яшх ад двух дадзеных пунктау, што 
завуцца фокусам!, ёсьць вел1чыня сталая.

Абазначым яе праз 2 а.
Вывад раунаньня гшэрболы падобны да вываду раунаньня 

элшса (§ 7).
Абярэм сыстэму коордынат таксама, як i раней,, пры

вывадзе р—ня элшса. Ад 
легласьць пам1ж фокусам! 
F F i  абазначым праз 2 с.

Тады коордынаты будуць: 
для F —(c,0), а для F x~  (—с,0). 
Возьмем яш-небудзь пункт 
гшэрболы М  (х , у). 

Адлегласьць

M F  —  V  ( х  — с)2 ф  у 2, 

M F X —  V  ( х  ф  с)2 ф  у 2 .

Паводле азначэньня гшэрболы, M F X — M F  ёсьць вел1чыня 
сталая =  2 а, тэта азначае:

V ( х  -)- с)2 ф  2/2 — V  ( х  — с)2 ф  у 2 =  2 а
альбо

V ( x -\- с)2 ф  у* =  2 я -|- V  (х  — с)2 ф- у *

Узводз!м у квадрат:
х г ф- 2х с  с* у* =

У
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альбо:
=  4 я2 ф 4 а V  ( х  — с)2 -(- у 2 ф х 2 — 2 х с  ф- с2 4- у2

4 сж — 4 й 2 =  4 а / ( ж - с ) 2 ф у 2

Скарачаем на 4 i узводз!м у друг! раз у квадрат, 
атрымаем:

або
я4 — 2 я2сж -)- х 2с2 =  а2ж2 — 2 я2сх ф  я2с2 ф «2У2

а 2х 2 — с2ж2 ф  а 2у 2 =  о4 — я2с2, 

канчаткова-ж будзе:

я2 (ж2 — с2) -[- а2//3 =  я2 (я2 — с2) (1)

Р о зь н щ а
(я2 — с2),

у нашым выпадку, адмоуная. Запрауды, у т—ку F M F U бок

F F x  == 2 с

больш розьнщы двух шшых бакоу F XM  i F M ,  але розь- 
Hiua тэта =  2 я. Значыцца:

2 с >  2й ;

с >  а ;

а  <  с ;

а 2 <  с2 
i

а2 — с2 <  0.

Дзеля гэтага мы маем права абазначыць розьнщу

а 2 — с2

а 2 — с2 =  — б2, 

с2 =  я2 -)— б3 (3).

праз — б2: 

адкуль:

Падстав^шы у раунаньне (1) — б2 замест я2 — с2, 
атрымаем наступнае:

— Ъ2х 2 ф- я2//2 =  — я2б2.
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Кал! падзел1м тэта р—не на — а 2Ъ2, атрымаем канчаткова 
раунаньне ппэрболы:

J/2 I
а2 б 2 (2)

Д а с ь л е д в а н ь н е  ф о р м ы  п п э р б о л ы

Разьвяжам раунаньне (2) адносна у.

у2 х2
Ъ 2 а 2 - 1 ;

адкуль

й2
У2 =  а2 (х2

а

а2);

а2.

а2Пры ж, меншым абсолютнай вел1чынёй за а, ж2 
адмоуна i у будзе уяуным.

Значыцца, ппэрбола ня мае ташх пунктау, абсцысы яюх 
зьмяшчалшя-б пам1ж -f- a i — а. Кал1 мы праводз!м у пунк­

тах (а, 0) i (— а, 0) лшп, роуналежныя Boci OF, то у частцы 
роунщы, зьмешчанай пам1ж гэгым1 лшям!, ня будзе пунктау, 
як \я  знаходзяцца на ппэрболе. Ташм чынам, ппэрбола 
складаецца з дзьвюх асобных частак, яшя завуцца яе 
галшамц 

Пры
У =  0;

i у

х  =
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Ппэрбола адсякае на eoci О Х  па абодва 6aKi ад пачатку 
адцш ш  О A  i ОВ, роуныя а. Адцшак А В , роуны 2 о, назы- 
ваецца сапрауднай восьсю ппэрболы, а пункты A  i В  яе 
вяршынямь

Згодна тых-жа меркаваньняу, што i для элшса, мы зной- 
дзем, што ппэрбола, таксама, як i элшс, сымэтрычны ад­
носна восяй O X  i O Y .

Значыцца, дзьве галшы ппэрболы сымэтрычны адносна 
eoci OF, а кожная галша складаецца з двух палавш, яшя 
таксама сымэтрычны адносна eoci ОХ.

Як i для элшса, пачатак коордынат ёсьць цэнтр сы- 
мэтрьй, або проста цэнтр ппэрболы. 3 формулы

у — ±  —  V х2 —  а2 а

мы бачым, што кал1 х  расьце абсолютнай вел1чынёй ад а  
да со, у  расьце ад 0 да со.

Тэта азначае, што гшэрбола ёсьць крывая несамкнутая i 
адыходзщь ceaiMi галшам1 у бязьмежнасьць.

З б у д а в а н ь н е  п п э р б о л ы  н е п е р а р ы у н ы м  р у х а м

Возьмем два пункты F i i F 2 на адлегласьщ 2 с адзш ад 
аднаго (рыс. 51) i у адным з ix F x замацуем н1тку, а у

друг1м F 2 канец лшейк1 F 2B  так, каб яна вярцелася вакол 
пункту F i} як каля цэнтру. Кал1 прывяжам н1тку друпм кан-
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дом да л!нейю i нацягнем яе з дапамогай алоука, прыц5с- 
нутага да лшейю, астрыё якога зьмяшчаецца у пункце А , мы, 
вярцеушы лшейку, нарысуем гшэрболу, бо адлегласьць 
пункту А  ад пункту F { i F 2 зьмяшчаецца на адну i тую-ж 
вел1чыню i, значыцца, розьнща гэтых адлегласьцяй застаецца 
сталай. Пры зьмяненьш роляй пунктау F x i F it мы нарысуем 
другую галшу ппэрболы.

§ 7. АСЫ М П ТО ТЫ  Г Ш Э Р Б О Л Ы

Знойдзем перасек ппэрболы
х- _  у2
а 2 й2 ( 2)

з адвольнай простай, якая праходзщь праз пачатак коордынат

у  —  к х  (3).

Дзеля гэтага разьвяжам сумесна гэтыя два payHaHbHi. 
Падстав1м выраз у -ка з раунаньня (3) у р—не (2):

х 2 к 2х 2 _
аз W  ~  1

пазбав1мся ад назоун!ка:

х 2Ъ2 — а 2к 2х 2 — а 2Ъ2,

х 2 (й2 — а 2к2) =  а 2Ь2
\

„ а2Ь2 
Х ~ Ъ* —  а 2к 2

_аЪ

V  Ъ2 — а 2к 2 (4)

Дасьледуем атрыманую формулу.
Л1чн1к правай частк1 ёсьць вел1чыня сталая, а назоушк 

можа прымаць розныя значэньн! f  залежнасьщ ад таго, яюя 
з простых,што праходзяць праз пачатак, мы будзем выб1раць.

М о г у т  быць тры выпадк1:
1. й2 >  а 2к 2,

адк ул ь

а°-к2 <  й2;

, й2 
к2 <  а2;

у гэтым выпадку выраз, nKi знаходз1цца 'пад каранём у 
правай частцы формулы (4), дадатны i, значыцца, для х  мы 
атрымаем два няроуных сапраудных значэньн1. Выходз1ць, 
што пры

i*i < 6
простая перасякае гшэрболу у двух сапраудных пунктах.

й2 <  а 2к 2, 

а2к 2 >  й2; 

й2

у гэтым выпадку падкарэнны выраз у формуле (4) адмоуны, 
для х  атрымаем 2 уяуных значэньн1.

Простая ппэрболы не перасякае, пункт перасеку уяуны.
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ппэрболы у бязьмежна-адсунутым пункце. Таюя простыя 
завуцца асымптотамь Дзеля таго, iIito для кутавога 
коэфщыэнту к  маем два значэньш:

то po6iM вывад, што ппэрбола мае дзьве асимптоты, яюя 
сымэтрычна разьмешчаны адносна Boci X.

Раунаньш гэтых асымптот такчя:

Дзеля збудаваньня асымптот адзначяем пункты з коорды- 
натам1 (а, 6) i (а , —б) i злучаем гэтыя пункты з начаткам 
координат.

С п р э ж а н ы я  п п э р б о л ы

Кал1 у левай частцы раунаньня ппэрболы (2) зьмешм 
знак!, то атрымаем раунаньне:

ж2 , f
а 2 ' б2 1,

якое дае таксама ппэрболу, тольМ разьмешчаную так, што
яе галшы Ыуць уз- 
доуж Boci Y.  Атры- 
маная ппэрбола за- 
вецца спрэжанай 
з дадзенай Опэрбо- 
лай.

Пры
х  —  О,

У —  ± Ъ

тэта азначае, што 
спрэжаная ппэрбола 
адсякае на Boci Y  
па абодвы 6ani ад 
начатку аднДнк! ОС 

Рыс- 52 i OD, роуныя 6.
АдцЫак А В  ( = 2 5 )  ёсьць, значыцца, вось спрэжанай

ппэрболы
у 2 х 2 
б2 а 2 ~  1

для пачатковай ппэрболы
X2 _  у2 =  . 
а 2 б2

тэты адцшак завецца уяунай восьсю.
Мы бачым, што уяуная вось якой-небудзь ппэрболы 

зьяуляецца сапрауднай восьсю спрэжанай ппэрболы i на- 
адварот.

Кал1 мы пачнем шукаць асымптоты спрэжанай ппэрболы, 
то атрымаем наступнае раунаньне:

тэта азначае, што дзьве спрэжаныя ппэрболы маюць 
агульныя асымптоты.

§  8. Р А У Н А Н Ь Н Е  П П Э Р Б О Л Ы  А Д Н О С Н А  АС Ы М П Т О Т

Няхай дадзена ппэрбола:
ж2___ у2 __ .
а 2 б2

Знойдзем, як! выгляд мае тэта р—не, кал1 за Boci коордынат 
прыняць яе асымптоты. 3 тэй прычыны, што кут пам1ж 
асымптотам1 наогул ня ровен 90°, то новая сыстэма коор­
дынат будзе косакутнай, i ператварэньне трэба выконваць 
паводле формул пераходу ад простакутных у косакутныя 
коордынаты.

Абазначым куты пам1ж асымптотам1 i восьсю X  праз a i [3.
Тады паводле формул 9 а i 9 6, разьдзел I, § 4, будзем 

медь наступныя р—Hi:

х  —  х { cos a -f- у х cos  ̂ (9а)

у  =  Xi sn а +  у  у sn р (9Ь)

Выражаем трыгономэтрычныя функцьи, яшя уваходзяць
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у гэтыя р—Hi праз вел1чыш a i б; дзеля гэтага успомшм, 
. .  „ бшто кутавы коэфщыэнт асымптот роуны = t— , тэта значыць:

tga

Цяпер можам атрымаць канчатковы выгляд формул 
ператварэньня TaKi:

а ,
х

t g P =  + У =
а

■х

Рыс. 53

3 гэтых формул можна зрабщь вывад, што кут

« =  — Р,
i значыцца,

sn а —  — sn Р; 

cos а =  cos Р;

адкуль вышкае, што формулы (9а) i (9Ь) магчыма замянщь 
наступивши

х — хх cos р +  ух cos Р =  (хх +  ух) cos р ;

У =  —  Хх snp +  у х snp =  ( —  хх +  у х) snp;
але-ж

q  1 1 1 аcosp =
seep ^ l + t g ^ p  у /  l +

п Т\
sn Р =  COSp . tgp

b2 V a2 +  б2
a 2

Va2 4- 62 «• Va2 +  62

t *

V a 2 +  62

Надставляем выразы x i у у раунаньне ппэрболы (2): 
«2 («1 +  У1)2 б2 ( — ^  +  г/1)2

- =  1а2 4~ б2 а2 +  б2
а2 б2

зьшшчым назоунш i расчышм дужки 
♦

(Ж, +  Ух)2 - ( - « !  +  J/l)2 =  +  б2

хх°- +  2 ххух +  У\2 — х х2 + 2 — у{~ =  а2 +  б2

адкуль:

*101
а2 У2

Абазначым новыя координаты проста праз х, у, атрымаем 
канчаткова:

ху а 2 -ф б2 =  constans.

Гэта1 ёсьць р—не ппэрболы адносна асымптот. Для спрэ- 
жанае ппэрболь! будзем медь:

ху й2 ~f б2

§ 9. ДАТЫЧНАЯ ДА ППЭРБОЛЫ

Агульнае раунаньне датычнае ёсьць:

V —  Vi =  ( х  ~  хх) (3). 

Знойдзем ■ з раунаньня ппэрболы:



76

X "   У 2 =  ,
CS2 * 52 — *

Дыфэрэнцыяваньнем раунаньня гшэрболы членам! знаходз1м:

2 уу '2 х
а 2 52 =  0,

ш

У' =  +

«//

б2х 

52х 1
«2«/i

устауляем тэты выраз у раунаньне (3), атрымаем:

або

Щ

(У — */i) «52/i =  ЬЧ:х (х —  Xl), 

а 2у ху  — а 2У\- =  S2**! — б2Х!2, 

б2хх! — а 2УУх =  Ъ2х j — а 2Ух2;

падзел1м тэты выраз на а2б2, атрымаем:

х х 1 УУх _ *i2 1/12
а 2 б2 а2 б2

Але пункт дотыку (хь у х) ляжыць на ппэрболе, значыцца:

* 1* _  У_12 ]
а 2 б2

А таму датычная (яе раунаньне) прымае выгляд:

___ УУг
а- б2 ( 10)

3 раунаньня (10) магчыма атрымаць раунаньне нормал1 
як простай, якая праходзщь праз пункт (хь у х) i пэрпэнды- 
кулярна да датычнай.

§ 10. ДЫЯМЭТРЫ г ш э р б о л ы

Спрэжаныя дыямэтры г1пэрболы ня маюць таго зна- 
чэньня, якое маюць спрэжаныя дыямэтры элшса. Таму аб- 
мяжуемся тольк1 тэорэмай.

77

Дыямэтр ппэрболы ёсьць геомэтрычнае месца сярэдзш 
хорд, роуналежных датычнай у канцы яго.

Дадзена г1пэрбола:

i яе дыямэтр:

*1 _  Уг =  1
а 2 б2 ( 1)

у  =  к х  (2)

(к — дадзеная вел1чыня).
Праводз1м праз канец (хь у х) гэтага дыямэтру датычную:

ХХ\
а 2

УУх
б2

кутавы коэфщыэнт датычнае:

к  -  Ъ2Х1kl ~  ^уГ
Але пункт (хь у х)  ляжыць на дыямэтры, значыцца,

Ух =  к х  j
i коэф1цыэнт

ц1

кх

к к х =

б2
о*/с ’

б2
(3 )

Праводз1м хорду, роуналежную датычнай: 

у  —  к хх  +  т  (4)

дзе к х— ёсьць кутавы коэфщэнт хорды i датычнае. Будзем 
шукаць коордынаты (хс, у 0) сярэдзшы хорды.

Вядома, што
_  Хх +  *2 .

2 ’

дзе х /  i х 2'. — абсцысы канцоу хорды. Дзеля азначэньня 
гэтых вел1чынь выключым у  з раунаньняу (1) i (4), атрымаем:

х2 к ' х 2 -f- 2 к 1т х  +  ш2 
а2 б2 ~ 1 ’

ц1



( Ъ2 —  a2ki2) х2 —  2 а2крпх — а2та =  а2Ь2

Вел1чын1 at'i i х'2— караш гэтых раунаньняу. Нам-жа патрэбны 
ня самыя караш, a ix сума. 3 альгэбры мы ведаем, што 
сума каранёу квадратовага раунаньня ёсьць:

г  I i Y . — 2 а % т
1 +  2 ~  Ъ2 —  а 2к ?

Таму абсцыса сярэдзшы хорды выражаецца так:

х  =
а 2к хт

Ь2 — а 2к^2

Ордыната у 0 сярэдзшы хорды знойдзецца з раунаньня (4):

, , a 2k i 2m  , Ь2т
к ,х .  +  т  =  +  "  =  t , _

Проетай праверкай пераконваемся, што на падставе суад- 
Hocin (3) коордынаты х0 i у 0 здавальняюць раунаньню (2), 
а тэта паказвае, што с—сярэдзша хорды ляжыць на дыямэтры.

§ 11. ПАРАБОЛА

Параболай завецца геомэтрычнае месца пунктау, яшя 
роуна аддалены ад дадзенага пункту, што завецца фоку­

сам, i ад дадзенай про- 
стай, якая назыв. ды- 
рэктрысай.

Няхай (рыс. 54) пункт 
F  ёсьць фокус, а про­
стая DDi —дырэктрыса 
некаторай параболы.

Абазначым адлег- 
ласьць F c  — фокуса ад 
дырэктрысы праз р .

Абярэм простакут- 
ную сыстэму коорды- 

нат так, каб вось х-ау праходзша праз фокус F  i была-бы 
пэрпэндыкулярна да дырэктрысы D D U а пачатак знахо- 
дз1уся-б у сярэдз!не адцшка FC .
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К £

’ *

Тады коордынаты фокуса будуць вщавочна , 0j .

Цяпер возьмем адвольны пункт параболы М  (х , у). Ад- 
легласьщ F M i D M —згодна азначэньня павшвы быць роуныя. 
Але

D M = - |  +  х;

FM-- / Р_
'2 +  У2

адкуль знаходз1м

Р  , 
- 2 + х

Р + у2;

узводз1м атрыманы выраз у квадрат i расчыняем дужки

• \

шакш

р 2 +  р х  -f х2 =  х2 -
2)2

- р х +  +  у 2

« 9
(р—не

у 2 =  2 р х 0 )
параболы).

Д а с ь л е д в а н ь н е  ф о р м ы  п а р а б о л ы

Разгледз1м паасобку два выпадкь I-ы: р  >  0; (рыс. 55). 
Кал1 у р—ш (1) дапусьщм х =  0; то знойдзем у  —  0.

Тэта значыць, кры- 
^ в а я  прахсдзщь праз 

пачатак коордынат. 
Кал1 разьвяжам 

/  раунаньне параболы
/  адносна у,  то зной-

—-------- -------- ----- -------------------  , х  дзем, што

Ч у — i t  V 2 рх

пры р >  0 сапрауд-

ныя значэньш у  ад-
павядаюць тольш

„ дадатным х-м, зна-Рыс. 55 „- чыцца, парабола уся
разьмяшчаецца управа ад eoci Y,  як наказана на рысунку 55.
Кожнаму значэньпю х адпавядаюць 2 значэньш г/, яшя адрозь^
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i будуем на Q, як Рыс. 57
на дыямэтры, пауакружыну. Адцшак ОС Boci Y, ад пачатку
да перасеку з акружынай, ёсьдь сярэдыяя прогюрцыянальная

шваюцца толью знакам!. Значыцца, вось х -а у  ёсьць вось 
сымэтрьй параболы. Кал1 х  павял1чваць да бесканечиасьщ, 
У так сама бязьмежна узрастае.

Адгэтуль вышкае, што парабола ёсьць кривая не-
замкнёная i ады- 
ходзщь у беска- 
нечнасьць.

П-ri выпадак. 
Кал1 р  <  0; то з
раунаньня

j : ____
У =  — V 2рх

бачым, што са- 
праудныя значэнь- 
Hi у  адпавядаюць 
адмоуным х-м. Па­
рабола у гэтым 
выпадку разьмя- 

шчаецца улева ад Boci Y  (рыс. 56). Ува ус!м астатшм, 
дасьледваньне гэтакае-ж, як i у першым выпадку, кал! р 
было больш за нуль.

З б у д а в а н ь н е  п а р а б о л ы

1. Збудаваньне па пунктах.
3 раунаньня:

у 2 =  2 р х
бачым, што у  ёсьць сярэдняя пропорцыянальная пам1ж 2р  
i х. На падставе гэ- 
тага po6iM так (ры- 
сунак 57):

Адкладаем на во- 
ci X  улева ад па­
чатку

OQ =  2 р  

i управа

Opi =  х
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пам!ж OPj i QO\ праводз1м з пунктау С i P t л!нП, паралель- 
ныя восям, агрымзем пункт М ь  HKi ляжыць на параболе.

TaKiM-жа чынам можна збудаваць адвольны л1к пунктау 
параболы.

2. Асноуная уласьц!васьць параболы дае вельм1 просты 
спосаб збудаваньня параболы неперарыуным рухам.

Замацуем (рыс. 58) усьцяж дырэктрысы Р Д  л!нейку i 
прыкладзем да яе трыкутьпк, да вяршыш А  якога прыма- 
цуем штку, даужынёю роу-
ную катэту А С  трыкутшка 
Друг! канец гэтай niTKi за­
мацуем у фокусе F .

Цяпер нацягваем алоукам 
н!тку так, каб астрыё яго 
прылягала да катэту А С  
(пун. И ) .

3 роунасьц! даужыш HiTKi 
A M  +  M F  i катэту А С ,  вы- 
Hixae, што M F  —  МС.

Адсюль вщаць, што пункт 
М  ляжыць на параболе. Ру- 
хаючы тр—шкам усьцяж
л!нейк1 i прыщскаючы нацягненую н1тку да катэту АС, мы 
i акрэсьл!м параболу.

§ 12. ДАТЫЧНАЯ ДА ПАРАБОЛЫг
Успамянем, што агульнае раунаньне датычнай да усякай 

крывой ёсьць:
d y  1

У —  У 1 d x i-- (X — X,).

cl/Знойдзем , для параболы. Кал1 будзем дыфэрэнцыяваць axi
раунаньне 

атрымаем:

Ш

у2 =  2рх ( 1) , 

2 у у '  =  2 р ,

Р
У =

У



устауляем тэты выраз у раунаньне датычнай, атрымаем:

або

але

значыцца:

У — У\ —  ~  (х  — х \)> 
У 1

VVi —  У12 = р х  —  р Х г ;

У\г =  2 р х и

у у х —  2 р х х =  р х — р х х ,

УУ\ = p x + p x l t
альбо канчаткова:

УУ\ =  Р ( х  +  ®i);
(гэта ёсьць р—ньне датычнай да параболы).

Знойдзем перасячэньне датычнай з восьсю X .  Дзеля 
у  гэтага дапусьщм

У =  0. 

Атрымаем:

р ( х  +  х  0 =  0, 

х  =  — х х.
ш

Гэта азначае, датычная 
да параболы адсякае на 
Boci X ,  улева ад пачатку 
коордынат, адщнак, роу- 

ны вел1чынёю абсцыее пункту дотыку.
Гэта акал1чнасьць дае просты спосаб збудаваньня да- 

тычнае да параболы у дадзеным ёю пункце. Будуем для 
дадзенага пункту М  абсцысу i адкладаем яе вел1чыню 
улева ад пачатку коордынат; простая Т М  i будзе шуканай 
датычнай. Лёгка збудаваць i нормаль для усякага пункту 
параболы, бо паднормаль для параболы ёсьць вел1чыня 
сталая, роуная р.
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Р А З Ь Д З Е Л  IV

фокальныя уласьшвасыи крывых другога парадку

§ 1. ФОКАЛЬНЫЯ УЛАСЬЩВАСЫД ЭЛШСА

Выраз1м адлегласьць г  i r t адвольнага пункту элшса 
U  (х,  у )  (рыс. 60) ад яго 'фокусау, як функцыю аргумэнту 
X (гэтыя адлегласьщ завуцца радыюсам!—вэктарам!).

3 тэй пры- Ч
чыны, што
коордынаты
правага фо-
кусу (с, 0), то /  4 / Д ,яплегласьиь / у

Рыс, 60

! M F X =  г,

.паводле вя- 
домай фор­
мулы выражаецца:

Т! =  V ( x  — с)2 +  у 2

але для элшса у  будзе ровен:

±  —  V  а 2 ~—  х 2 (2) 
а

значыцца,

г  =  | /  ( * -

( 1)

с)2+ 5  («з -  х2) =

=  J /^  ж2 — 2 х с  -ф- с2 -j- 

1

а 2Ь2 - Ъ2х 2 _  
~ а?

V  а 2х 2 — 2 а2жс +  а Ч 2 + а 2Ь2 — Ъ2х 2 =
Ь

1 V  х2 ( а 2 —  Ь2)  — 2 cofix +  о 2 (с2 +  Ъ2)

Але для элшса мы маем:
Г 2  —  /7.2 _  7)2
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адкуль

азначае:
с2 - f  Ъ2 =  а 2,

г  — - ^  ж2с2 — 2 а 2с х  4- «4W 1

=  ( 3 ).

Як мы бачыл!' раней, х  i с для элтса менш за а, а гэтя 
значыць:

х с  <  а 2 , 

х с  — а 2 <  0.

А*е радыюс-вэктар па сутнасьщ заусёды вел!чыня дадатная 
а тэта азначае, што з двух знакау у формуле (3) трэба’ 
выбраць знак — .

Атрымаем: (

а 2— ха  
а (4)

Каб атрымаць выраз радыюса - вэктара для левага фокусу, 
трэба у роунасьщ (4) замянщь +  с на —с.

Тады атрымаем:

г2 —  а  -f- ~  х  (5).
с ^

Стасунак — , фокуснае адлегласьщ 2 с да вялшае вое!

2 а , завецца экецэнтрыцытэтам i абазначаецца л!тарай е. 
Для элтса

i значыцца,
с < а ,

Тэта азначае,—экецэнтрыцытэт элтса менш за адзшку. Кал! ’

уставш у роунасьщ (4) i (5) е замест атрымаем кан- 
чаткова:

г  i — а  — е х , 

г 2 =  а  +  е х  (6).
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Адгэтуль вын!кае, што радыюсы-вэктары элшеа—рацыя- 
нальныя функцьп х.

Кал1 складзем пам1ж сабой роунасьщ (6), атрымаем:

Гу +  г 2 =  2 а  .

Гэтага i трэ ’ было чакаць, бо апошняя роунасьць выражае 
асноуную уласьщвасьць элшеа, прынятую HaMi за яго азна- 
чэньне.

Т э о р э м а. Датычная да элшеа утварае роуныя куты з 
радыюсамьвэктарам1, яшя праведзены у пункт дотыку.

Шукаем адлегласьць кожнага з фокусау ад датычнае, 
г, зн., да^жыш пэрпэндыкулярау dy i d2 (рыс. 60).

Дзеля гэтага прыводз1м раунаньне датычнай:
XXj, УУ\ . _ п
а2 Ъ2

да нормальнага выгляду. Абазначым нормавальны множнш 
л1тарай М  (выраз для М  нам не патрэбен).

Раунаньне датычнай у нормальнай форме будзе такое:
М хх! . Мууу 

а2 Ъ2

Дзеля таго, каб атрымаць адлегласьщ, як!я мы шукаем, d  
i d2, падстауляем у атрыманае раунаньне коордынаты фо­
кусау, атрымаем:

адкуль:

Падзел1м л1чшк i назо;ун1к правай ч а с т  апошняй ро^насьц! 
на а, атрымаем:

dy __ а  — еху 
d t ~  а  -\- е х  ’

1
dy __ а 2 _ а 2 — ах у
d2 сху , а2 сху "

а2
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U,i
di =  r± 
а2 r2

Вщаць, што у простакутных т—ках M F XP X i M F 2P 2 (рыс. 60) 
ппотэнуза i катэт аднаго пропорцыянальны ппотэнузе i 
катэту другога. Значыцца, гэтыя тр—Ki падобныя, а тэта 
азначае, што куты я i [3 роуныя, што i патрэбна было да- 
весьцп

В ы н i к. Нормаль элшса падзяляе кут пам1ж радыюсамь 
вэктарам1 напалам, бо кусы нормал1 з радыюсам1-вэктарам1 
дапауняюць a i ,3 да простых кутоу. Апошняй уласьщвасьцю 
тлумачыцца уласьщвасьць элштычных люстрау, праменьш 
як1х 1дуць з аднаго фокуса, i пасьля адбщьця праходзяць 
праз друп фокус.

Фокальный уласьш'васьщ гтэрболы
Паутарэньне папярэдшх разважаньняу дае падобныя 

уласьщвасьщ ппэрболы:
а) радыюсы-вэктары рацыянальныя функцьп х ,  а як раз 

для правае галшы:
г х =  е х  — а ;

* 2 ■ т

дзе е так сама, як i для эл!пса, роуна —  i завецца эксцэн-
(I

трыцытэтам:

т > ' -

X

Эксц—тэт ri- 
пэрболы больш 
за адзшку. Для 
левай галшы

( х < 0 \ х \ > а ) ,

г х — а  — е х ,

г 2 =  — а  — е х .

Для кожнай галшы розьнща радыюсау - вэктара^ 
роуна 2 а.

8 7

Ь) Датычная падзяляе кут пам1Ж радыюсам1-вэктарам1 
напалам, а нормаль утварае з iMi  роуныя куты (глядз1 
рысунак 61).

Ф ок ал ьн ы я у л а с ь щ в а с ь щ  п а р а б о л ы

Згодна азначэньня параболы, радыюс-вэктар для кож- 
нага пункту яе ровен адлегласьщ гэтага пункту да дырэк- 
трысы, г. зн.:

Р ,
r - i + z .

Значыцца, радыюс-вэктар параболы так-сама рацыяналь- 
ная функцыя х .  Датычная да параболы утварае роуныя 
куты з радыюса- 
Mi - вэктарам1 i 

з восьсю X .  I 
сапрауды, мы ве­
даем, што кал1 
Т М —датычная да 
параболыупункце 
М ( х , у ) ,  то адщнак

ТО  =  О А  =  х

O F  =

так што

V
Рыс. 62

Кал1 правесьщ нормаль M N  1 простую М В  роушалежна 
Boci X ,  то атрымаем роуныя куты N M F  i N M B ,  тэта азна-
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at;, нормаль утварае роуныя куты з радыюсамьвэктарам)
i з npqcTaft, роуналежнай 
Boci параболы.

Гэтаю уласьщвасьцю 
параболы  тлумачыцца 
уласьщвасьць парабол1ч- 
ных люстрау: праменьш, 
як1я шуць з фокуса 
(рыс. 63 i 64) пасьля ад- 
бщьця застаюцца роуна- 
лежным1 Boci.a праменьш,

„ ,. роуналежныя Boci, пасьля
адбщьця праходзяць праз фокус.

/  § 2. ДЫРЭКТРЫСЫ КРЫВЫХ 11-га ПАРАДКУ

Радыюсы-вэктары, яшя праведзены у пункт М  ( х  у)  
элшса, як мы ведаем, выражаюцца так!м чынам (рыс. 65):

г, =  а  — ех

г 2 =  а  +  е х  

• HaniinaM р—ньнп 

а  — е х  =  О 

a  -f е х  =  О
або

х
а
е

х  —  —

гэтыя раунаньш выражаюць дзьве простыя, роуналежныя 

- B°ci jT на адлеглась щ ^ -  ад пачатку коордынат управа I 
улева ад яго.

Гэтыя простыя завуцца дырэктрысам1 элшса. Дзеля 
таго, што для элшса

е <  1 > то
а  .

Т > а’
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п

а тэта азначае, што дырэктрысы не перасякаюць элшса. 
Абазначым адлегласьць пункту М  элшса да правае дырэк­
трысы праз d, ясна што:

а а  —  е х  г,
d =  OD -  ж =  —  — * =  — ---------

адгэтуль:
=  е

а  1

r.jH ., для усякага пункту элшса стасунак адлегласьцяй 
яг о д Г ^ ф о ^  -ёсьць вед!чыня ...схалая,..
якая роуна эксцэнтрыцытэту элшса. Гэтым! уласьщвасьцям1 
уладаюць i гшэрбола i парабола.

Для гшэрболы
г х —  е х  — а ; 

г 2 —  е х  +  а

Раунаньш дырэктрыс будуць ташя:

е х  — а  — 0 ; 

ex -j- (i =  0 ;  

а
я =  -д-;

Для гшэрболы 

значыцца,

а
ех  —

е >  1,

а  -—  <  а

i дырэктрысы зноу не перасякаюць крывую.
Адлегласьць ад якога-небудзь пункту М ( х , у )  гшэрболы 

да дырэктрысы:
d х  а  — вХ — а ~~ —е е е

Адгэтуль
П =  е,
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тэта азначае, што паказаная уласьщвасьць падыходзщь i да 
ппэрболы. Для кожнага пункту параболы адлегласьць г  да 
фокуса роуна адлегласьщ d  да дырэктрысы, значыцца, для 
параболы

TaKiM чынам, для ycix трох крывых другога парадку 
стасунак адлегласьцяй адвольнага пункту кожнай з ix да 
фокуса i дырэктрысы ёсьдь вшчыня сталая, пры тым для 
элшса тэты стасунак (эксцэнтрыцытэт) менш за адзшку, 
для ппэрболы больш за адзшку i для параболы роуны 
адзшцы. 1накш магчыма сказазць так: кожная з крывых 2-га 
парадку (элшс, гшэрбола i парабола) ёсьць гэомэтрычнае 
месца пунктау, адлегласьць яюх да дадзенага пункту (фо­
кусу) i да дазенай простай (дырэктрысы) ёсьць вел1чыня 
сталая. Тэты сталы стасунак завецца эксцэнтрыцытэтам 
крывой.

§ 3 .  П О Л Я Р Н А Е  РА У Н А Н Ь Н Е  К Р Ы В Ы Х  Д Р У Г О Г А  П А РА Д К У

Знаходз1м выражэньне даведзенай вышэй уласьщвасьщ для 
двух пунктау элшса,—для пункту Р  як раз над фокусам, i 
для адвольнага пункту М (х , у). Адлегласьць пункту Р  да  
фокуса, абазначым лпарай р , адлегласьць пункту Р  да 

у дырэктрысы абазна­
чым лиарай D. Зна­
чыцца, будзем мець:

JL = e
D  ’ 

або
P — De (1).

Для пункту М

г _е

значыцца,

■ас

або
: de.

d  =  D  — F A  —  D  — r  cos a , 

r  —  dc —  D e — re  cos a.

На падставе (1) гэтую роунасьць магчыма нап1саць карацей:
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адгэтуль
г =

г  —  р  — re  cos а , 

Р (2).
1 е cos а

Тэта i ёсьць полярнае раунаньне эл1пса> прычым полюс 
знаходз1цца у фокусе, а полярная вось супадае з вялшай 
восьсю эл1пса. Магчыма полюс зьмяшчаць у левы фокус 
элшса. Усе вял1чыш будуць тыя-ж самыя, i атрымаем зноу 
раунаньне (2). Тольк! трэба зьвяртаць увагу на тое, што цяпер 
полярная вось нашрована улева ад левага фокусу (наюро- 
вана да левае дырэктрысы).

Для гшэрболы полюс магчыма таксама ^зяць у кожным з фо- 
кусау.нятрэба 
тольк1 забы- 
вацца.што по­
лярная вось 
пав1нна быць 
нак1рована да 
адпаведнае  
дырэктрысы.

Зьмесьщм 
полюс,напры- 
клад, у пра­
вым фокусе (рыс. 67).

Для пункту Р

Рыс. 67

JL
D

: е,

альбо
р  —  De

Для пункту М:

d  =  D  — A F  =  D  — г cos а.

Значыцца, уласьщвасьць

дае:

альбо

—  =  a

г  —  d e  —  De —  re  cos « , 

г  —  p  — re  cos я
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Кал1 разьвяжам тэта раунаньне адносна г, то прыдзем да
таго-ж самага рау- 
наньня (2).

Для параболы

г  —  d  =  D F  —- A F ,  

альбо (рыс. 68): 
г ~ р  — г . cos а,

адкуль
г = ___ Р ____

1 +  cos а

TaKiM чынам, усе 
крывыя другога па­

радку—элшс, гшэрбола i парабола—выражаюцца у полярных 
коордынатах з полюсам! у фокусе i полярнай восьсю, на- 
юрованай па Boci крывой, адным i тым-жа раунаньнем:

г  = Р
1 -f- е cos а

Пры чым для элшса 

для гшэрболы 

i для параболы

е <  1 ,

е >  1 

е =  1.

§ 4. РАУНАНЬН! ЭЛ1ПСА I ГШЭРБОЛЫ АДНОСНА
ВЯРШЫНЬ

Раунаньш элшса i гшэрболы был1 аднесены да восяй 
крывых, а раунаньне параболы да Boci i датычнае у вяр- 
шынд Раунаньне элшса i гшэрболы з аднаго боку, а р—Hi 
параболы з другога боку атрымалюя вельм1 розным1 пам1ж 
сабою. Каб атрымаць раунаньш, падобныя пам1ж сабою, 
трэба аднесьщ крывыя да аднолькавых сыстэм коордынат. 
Дзеля таго, што у параболе тольш адна вось, то пры- 
ходзщца элшсу i ппэрболе рауняцца па параболе, тэта 
азначае, трэба ператварыць раунаньш эл1пса i гшэрболы, 
прыняушы за Boci коордынат адну з восяй крывой i да- 
тычную у вяршынд Тэта магчыма дасягнудь простым пера- 
носам пачатку коордынат у вяршыню, прычым дзеля таго, 
каб разьмяшчэньш крывых вакол пачатку коордынат был!
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падобныя да разьмяшчэньня параболы, трэба для элшса 
перанесьщ начатак коордынат у левую вяршыню, а для

и У

гшэоболы—у правую. Значыцца, для элшса трэба * замянщь 
™  зР“ - о .  а для гшэрболы х „раз х +  а (у застаецца бяз

зьмены).
Раунаньне элшса прымае форму:

( х  — а У  У 2 _  j
— 5 i ^ +  г» -  '

Ц1 х 2 — 2 ах  +  й2 I У2
---------+  ъ>

1;

ж2 - 2  ах  , 1 4 _ J/! =  1; 
а2 ' ^  Ъ2

У2
абазначым

(2 ах — х 2) Ь2
а2

Ы
а

атрымаем канчаткова:
у =  2 р х

п Ь2 2 —  х
а

■Р\

Р

Ь2 
а 2

. ж2;

а
х 2

Тэта ёсьць раунаньне элшса адносна левае вяршшп. 
Раунаньне гшэрболы пасьля ператварэньня прымае форму.

( X  +  а )2 _ У 2 
а2 Ъ2

х 2 +  2 ах 4- а2

= 1

v 2
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адкуль
^  +  ~  + 1 а2  т “  а ^  1 62 =  1

У2 =  ~аг х2 +  2 —  *; о- а

кал! абазначым, як i для элшса,

Ъ2
1 Г = р ’

атрымаем канчаткова раунаньне ппэрболы адносна правае 
вяршынк 1

У2 =  2 р х  х 2 .
a

Так1м чынам мы маем раунаньш крывых другога парадку 
адносна вяршынь у ташм выглядзе:

У2 = = 2 р х  —  ~  х2 (элшс) (1)

У2 =  2 р х  (парабола) (2)

У2 =  2 р х  4- ~ j c 2 (ппэрбола) ( 3).

Кал! увесьщ эксцэнтрыцытэт, то гэтыя тры раунаньш

Мы бачым, што^раунаньне элшса атрымоуваецца ады 
маньнем^а раунаньне ппэрболы дадаваньнем да правае 
частк1 раунаньня параболы некаторай вел1чыш.
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yaeiM сабе, што дэнтр элшса перасоуваецца управа па 
Boci X ,  i што пры гэтым Boci элшса a i Ъ павял!чваюцца 

'Ъ2так, што стасунак — , г. зн., вел1чыня р ,  застаецда бяз 
#  * a

зьмен. Можна дапусьцщь:

a  —  п р ,

Ъ —  p v  п

i зьмяняць п  ад некаторай дадатнай вел1чыш да -f оо, по- 
тым па адмоуных лжах ад — оо до 0 i урэшце па дадатных 
лжах ад 0).

Кал1 дэнтр щзе управа у оо, а 'значыцца, Boci элшса 
^зрастаюць да оо (але вел1чыня р  застаецда бяз зьмен), то

р
дроб—  памяншаецца да 0, i, як паказвае раунаньне (1), 

элшс пяройдзе у параболу.
Кал1 дэнтр будзе перасоувацца далей, то ён апынецца 

улева ад пачатку коордынат, i парабола пяройдзе у ппэр- 
болу. Пры 'далейшым перасоу- 
ваньн1 цэнтра, ппэрбола пяройдзе 
праз вось Y  13ноу у элшс. Вща- 
вочна, што пры перасоуваньш 
цэнтра улева ппэрбола пяройдзе 
так сама у параболу.

Прасачыць пераход аднэй крывой 
другога парадку у шшую магчыма 
простым вопытным шляхам, апусь- 
ц1ушы падвойны шкляны конус у 
ваду. Kani нахШць конус так, каб 
адна з вытваральных была горызан- 

-  тальная, то паверхня вады дае на 
паверхш конуса параболу. Пры 
усяшм шшым нахьле конуса, атры­
маем альбо элшсы, альбо ппэрболы, 
у залежнасьц1 ад таго, ni перасякае 
паверхня вады адну палову конуса 
альбо дзьве паловы.

TaxiM чынам, мы вопытным шляхам пераконваемся, што 
кал1 йонус перасякаць розным1 роунщамц • то магчыма
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атрымаць усе крывыя другога парадку. Гэтыя палажэньш 
мажл1ва даказаць матэматычна дакладна. На падставе гэтага 
крывыя другога парадку завуцца часам кошчным! 
сячэньнямк

§ 5. Д Ы Я М Э Т Р Ы  П А Р А Б О Л Ы

Мы бачьш, што параболу можна разглядаць, як грашч- 
нае палажэньне элшса альбо ппэрболы пры дапушчэньш 
што цэнтр адыходзщь у бязьмежнасьць. Дыямэтр—простая’ 
якая^праходзщь праз цэнтр. Адсюль вывад: усе дыямэтры 
параболы роуналежныя пам1ж сабой (роуналежныя eoci 
параболы).

Адносна элшса i ппэрболы мы ведаем, 'што кожны дыя­
мэтр гэтых крывых ёсьць геомэтрычнае месца сярэдзш 
хорд, роуналежных датычнай у канцы гэтага дыямэтра.

Тэта палажэньне пра- 
вМьнае i для дыямэт- 
рау параболы.

Давядзем гэта.Няхай 
дадзена парабола:

У2 =  2 р х  (1)
JC i яе дыямэтр

У —  Ух (2),
дзе у х— дадзеная ве- 
л1чыня).

Праводз1м праз ка- 
нец (ж,, ух) гэтага дыя­
мэтра датычную:

УУ1 =  Р ( х  +  ж,)
Рыс. 72

Кутавы коэф!цыэнт яе будзе:

У 1

Таму раунаньне хорды, роуналежнай гэтай датычнай, 
ёсьць:

дзе у \  i Уг—ордынаты канцоу хорды.
Дзеля азначэньня гэтых вел1чынь, выключаем ж з рау- 

наньняу (1) i (3).
3 (3) раунаньня маем:

рх  =  уух —  тух.

Падстауляем тэты выраз у раунаньне (1), атрымаем 
квадратовае раунаньне:

у2 =  2 (уУх —  тух).

Сума каранёу гэтага раунаньня

Ух + У2' =  22/ i ,

Уо =  Ух-
а таму

Тэта роунасьць паказвае, што сярэдз1на узятае хорды ля- 
жыць на дыямэтры (2). Хорда была праведзена роуналежна
датычнай у канцы дыямэтра.

Po6iM вывад, што сярэдзШа кожнае хорды, роуналежнай 
датычнай у канцы дыямэтра, ляжыць на гэтым дыямэтры. 

Тэты вывад даводзщь правМьнасьць выказанага пала-
жэньня.

Д а с ь л е д в а н ь н е  i с п р а ш ч э н ь н е  р а у н а н ь н я  к р ы в ы х 2-га
п а р а д к у

Няхай крывая другога парадку, якая аднесена да проста- 
кутнай сыстэмы коордынат, дадзена раунаньнем:

ах2 4- 2 Ъху -)- с у 2 +  2 d x  -j- 2 еу +  f  —  0 (1).

Раунаньне крывой можца значна спросьщць надежным 
выбарам новаё сыстэмы коордынат.

Пры гэтым будзем адрозьшваць два выпадк1, у залеж- 
насьц1 ад таго, щ складаюць тры старэйшыя члены рау­
наньня (1) поуны квадрат pi не.



98

Памножыушы раунаньне ( 1) на а мм 
старэйшыя члены ' '  d мы Убачым, што

ах2 -f 2 Ъху -f- су*

складаюць поуны квадрат у ты„ ВЫ11адку> кал,

ас =  й2.
Разгледз1м спачатку першы выпадак.

по^иы квадрат (альбГас Ра^ 'аньня склаДаюць
Пасьля множаньня на яП пэ̂ няньнр m  „) t у аньне (1) прымае выгляд:

(ах f- by)- -J- 2 adx -f- 2 аеу -f- af =  0 (2)

(2) ^этак, 'каб И км^^аТ^вухчлена Няж 3 зЫЦЬ ^ H3HbHe
Драгам новага невядомага n Z  +  ?/ замяН!Уся ква‘
дасягнуць паварогам воеяй коордь,™; Г к у т Т Г з  “°Ж" атварэньнем: F Hd КУТ г- з. пера-

® =  Xcos t — Y sin t 

У ~  Xsin t -f Xeos£

x  =  X cos £ +  у sin t 

Y = ~  xs\nt+ ycost

• ~r;,s"T <- * *»■
(Max +  Mby)2

A f* ~

Выберам множн1к M гэтак кпб , 
роуны y^Ha „адставе (4, m s f Z Z

дадзенае ^ Х ж 'У е  “ “ м га m " “e ’  прои“ “ н“  " “ "««У
таго, мы можам Л1чьп'ь коэфщыэнт а  "  1ГЛЯД р-ня простай; звыш
зьмяняем знак! ycix член!у рау„а„ьня ( Т  на'7  (У Проц,лежным вьшадкУ 
пры дадатным «, кoэфiцiэ„т с таксама дадатны ТаГ0' ШТ° “С =  62
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Вщавочна, мы можам абраць дзьве адвольных вел1чын! 
а 1 р гэтак, каб у ператвораным раунаньш зьн1кл1 член з 
першаю ступеньню у i вольны член F.

Варта тольк1 дапусьцщь:

альбо усё роуна:

(а -J- с) {3 -j- М (be -(- ad) 

F =  0 , 

be -j- ad

0

P =  — M'

1
2 M (bd — ae)

a -f c 

(be -f- ad)2
f 1

(П )

альбо:

дзе

a (a -f c) 2

Ператворанае раунаньне (10) прымае просты выгляд: 

(а ~Ь с) У2 +  2 М (bd — ас) х — 0 

у2 =  2рх , )

р — М ае — bd 
a -j- с

(12)

Множнш М, як1 сюды уваходзщь, выл1чваецца з формулы 
( ), прычым бярэм знак (+ )  альбо (—) з гэташм разьл1кам) 
каб парамэтр р  атрымауся дадатным л1кам. У гэташм вы- 
падку з двух разьвязаньняу (у межах ад 0° да 360°) трыго- 
номэтрычнага раунаньня (7), трэба абраць гэтакае, каб знак 
для sn t быу узгоджаны са знакам, яш здавальняе першую 
залежнасьць (5). Больш ясна будзе зрабщь так1м чынам: 
узяць меншы кут t, як1 здавальняе роунасьщ (7) (тады 
sin t =  -J-), а для множшка М на падставе (5) узяць знак 
(—) мшус; кал! парамэтр р  зьявщца пры гэтым адмоуным 
л1кам, i пажадана зраб1ць яго дадатным, дык прыйдзецца па- 
вярнуць Boci коордынат яшчэ на 180°, замянщь ж цераз — ж.

Гэтакш чьшам, у тым выпадку, кал1 старэйшыя члены 
дадзенага раунаньня (1) складаюць поуны квадрат (альбо 
кал1 ас =  &2), раунаньне выражав параболу, спрошчанае 
раунаньне якой (12) атрымл1ваецца вярчэньпем коордынат- 
ных восяй на кут t, яш азначаецца роунасьцю (7) i пера- 
нясеньнем пачатку коордынат у вяршыню параболы (11).

Пры тэтам, пры дадатным коэфщыэнце а, бярэм для t 
меншы кут, а для множн!ка М знак мшус (—).

Нарэшце, зауважым, што часта раунаньне параболы
даецца у так1м выглядзе:

у =  а +  Ъх +  сх2 (13).

Гэтакае раунаньне прыводзщца да спрошчанага выгляду: 

у =  сх2 (14)

тольш перанясеньнем пачатку коордынат у пункт з коор- 
дынатамй

Ъ

Р =  о -  £  05).

II. Старэйшыя члены дадзенага раунаньня (1) не скла­
даюць поунага квадрата (альбо ас Ф Ъ2).

У дадзеным выпадку выл1чэньне будзе прасьцей, кал1 
пачаць з перанясеньня пачатку коордынат.

3po6iM ператварэньне:

х / х  +  а

у ! у ф $  (16)

(Новыя коордынаты вызначаны тым1 самым! л!тарам1 х i у). 
Раунаньне (1) пяройдзе у:

ах2 +  2 Ъху +  су2 +  2 (аа ф  Ъ$ d) х +  1

+  2 (Ь а+  ср +  е)у  +  F  =  0 | (17)

F  =  аа2 +  2 Ьсф +  с[32 +  da -j- 2 е$ -f f  )

Выберам a i р так, каб у ператвораным раунаньш зьшкл! 
члены з nepuibiMi ступеням! х i у, г. зн., дапусьщм, што.

ао. 4- Ьр +  d =  0 )
(18)0

Ъа, +  с(3 +  е — 0 )

! )  Гэтыя рау'наньн! атрымл!ваюцца проста дыфэрэнцыяваньнем дадзенага 
р—ня (1) па х  1 у i наступнаю заменай да i у aixapaMi a i р.
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Адгэтуль для a i р атрымаем канчатковыя значэньш 
{ае ф  Ъ2)-.

Ье — cd а
ас — Ъ2

ъа ае
(19)ас — Ь2

Ператворанае раунаньне (17) прымае выгляд: 

ах2 +  2 Ъху ф- су2 -f- F  =  0 (20)

Гэтае раунаньне паказвае, што кал1 пункт (ж, у) ляжыць 
на крывой, дык i сымэтрычна разьмешчаны адносна пачатку 
коордынат пункт (—ж, — у) таксама знаходз!цца на крывой.

Значыцца, новы пачатак ёсьць цэнтр сымэтрьп, альбо 
проста цэнтр крывой.

Вольны член F  раунаньня (20) можна выраз!ць у вы- 
глядзе многачлена першай ступен1 адносна a i р.

I сапрауды, маем тожсамасьць:

ао? -f 2 6а;3 -j- ср +  2 d a -f 2 е р + /  =

— а (аа +  ьр +  d) +  р (6я +  ср +  е) - f  {da -f ер +  f)

На падставе раунаньняу цэнтра (18) i залежнасьщ (17) маем: 

F  =  da +  e$ +  f  (21)i)

Падстав1ушы сюды значэньш a i р р—ня (19), атрымаем:
F  =  ~~ ае2 +  2 bde — cd2 ,

ас — Ъ2 ' * (211)

Павернем цяпер eoci коордынат на кут t, г. з., зооб1м 
падстаноуку (3). F

Пакажам, што можна выбраць так! кут t, каб новае рау­
наньне не зьмяшчала у сабе члена са здабыткам ху, шакш 
кажучы, мела-б форму:

АХ2 +  CY2'+  F  =  0 (22)

*) ^эты выРаз ёсьць палова паасобнай выводнай па г ад аднароднага 
многачлена:

ax'2 +  2 Ъху +  су2 -J- 2 dxs +  2 су г -f- fs2 
рпы z ~  1 i з заменаю х \ у лдарам! a i р.
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3pa6iymbi адваротны паварот восяй, г. з., ужыушы пера- 
тварэньне (4), мы павшны прыйсьщ да раунаньня (20). Гэташм 
чынам раунаньне:

A (x cost  + у sin t f  + 0 { — ж sin  ̂+ у cost)2 +  F  =  0

павшна быць тожсамым з р—нем (20).
Таму

A cas2t +  О sin21 =  а

{А — С) sin f . cos t — Ъ 

A sin21 -J- G cos21 =  c

(23)

Складаючы i адн1маючы першую i трэцюю роунасьщ, 
атрымаем:

А -f С =  а 4- с 

{А — С) cos 2 1 =  а — с (24) О

Астатняя роунасьць разам з другой роунасьцю (23) дае 
раунаньне для азначэньня t :

tg 2 £ =  (25)a  — c

Мы можам узяць гэтаю кут t, каб коэфщыэнт А атры- 
мауся меншы за коэфщыэнт .С. i сапрауды, другая роу­
насьць (23) i роунасьць (25) даюць:

2 Ъ

а таму
V (а — с)2 +  4 52 

А — С — ±  V (а — с)2 +  4 Ъ2

Каб здаволщь нашае запатрабаваньне \{А <  С), патрэбна 
узяць корань са знакам (—), з прычыны чаго

А — С =  — V 7 а — с)2 +~4Ь» (26)

а для sin 21 трэба узяць знак, адваротны знаку коэф1цыэнта Ъ.
!) Кал! у дадзеным раунаный а +  с ф  о, дык зроб1м так, каб тэта 

сума была дадатнай,
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Таму пры адмоуным коэфщыэнце 6 трэба узяць востры 

(sin 2 t =  +  ; tg 2t =  = t ) ,  

а пры дадатным коэфщэнце 6 трэба узяць тупы кут t:

(sin 2 1 =  — ; tg 2 t =  z t)

Зьвернемся цяпер да р - „ я ,22). Ня будзем супыняцца 
выпадку, кал1 F  =  0: тады раунаньне (22) дае альбо 

адзш пункт-пачатак координат-альбо пару простых 
якш перасякаюдца у пачатку; будзем л!чыць, што / ф  0. 

Коэфщыэнты A i С вызначаюцца з залежнасьцяй (24) i (26):

А = а  -f- с — V  {а — с2) -f  4 б2 

а  +  с - f  V  (а — с)2 +  4 Ъ2
(27)

Мы бачым, што коэф{цыэнт С - дадатны л!к: 

(a -f- с =  - j-).

Коэфщыэнт А будзе таксама дадатным пры 

а  +  с >  V  (а — с)2 -f- 4 ^альбо пры 

i адмоуным пры
ас >  б2 

ас <  Ъ2. 

Дапусьц!м спачатку, што

ас >  б2, 

А > 0 .
значыцца,

ГолькТпры "аДКУ Ра?"а"ЬНе (22) дае “ "Р^ную  кривую
F < 0;

атрымаем элшс:
х2 , у2
а2 б2 * (?®)»

Дзе*
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а2 Z
д4 »

б2 =

Дапусьц1м цяпер, што

Z
С (29).

ас <  б2 

А <  0.

У таюм выпадку атрымаем адну з спрэжаных ппэрбол: 

=  1 (пры F  >  0)

| (30).
(пры F  <  0)

i, значыцца,

х2 
"о2

J /2
б2

Z  _1_ J/2 _  1
а2 б2

Для абедзьвюх ппэрбол a2 i б2 азначаюцца формулам! 
(29); пры гэт'ым правыя частш гэтых формул трэба замянщь 
абсолютным! значэньням! ix.

Гэтаюм чынам, у тым выпадку, кал! старэйшыя члены 
дадзенага раунаньня (1) не складаюць поунага квадрата 
(альбо кал1 ас ф  б2) *), р—не выражае эл1пс (пры ас >  б2), 
альбо ппэрболу (пры а с < б 2) 2). — Спрошчаньне раунаньня 
гэтых кривых (28) i (30) атрымл!ваецца перанясеньнем па­
чатку коордынат у цэнтр, яш азначаецца раунаньням! (18), 
альбо формулам! (19) i вярчэньнем восяй коордынат на кут 
t, як! азначаецца формулаю ((25), [прычым, пры дадатным 
коэфщыэнце б, бярэм тупы кут t, а пры адмоуным б — 
востры кут t.

Паувоа а i б азначаюцца раунаньням! (29), прычым А 1 
С даюцца формулам! (27), a F —формулаю (211) альбо, лепш, 
формулаю (21).

Пр ык ла д  1.

9 х2 24 ху + 16y2-j-2x + 6y-j~5 =  0
У нашим выпадку:
* а  =  9; 6 =  12; с =  16; d =  1; е =  3; f =  5
*) Трэба не забыцца зрабщь суму (а +  с) дадатнаю. 
s) Эл!пс можа адмян!цца у пункт, а г!пэрбола у пару простых, як(я 

перасякаюцца,
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(Не забываем аб двойках у коэфщыэнтах раунаньня (1) i 
аб тым, што коэфщыэнт а павшен быць дадатным).

Тры старэйшыя члены дадзенага раунаньня складаюць 
поуны квадрат:

. (ас =  б2) ;
таму шукаем спачатку М; згодна формулы (6) бярэм знак 
( ), а потым р згодна формулы (12); атрымаем:

М = 1
15’

Гэтак1м чынам спрошчанае раунаньне параболы мае 
выгляд:

У2 =  — 0,08 ж
, Гэтае раунаньне атрымл1ваецца з дадзенага:

1) паваротам восяй коордынат на кут

t =  180° — 36°52,2' =  143°7,8'
(бярэм меншы кут);

2) перанясеньнем пачатку коордынат у пункт, як1 азна-

У'

х" 

f

Рыс. 73

ваем вос1 координат на кут

чаецца формулам!
(И):

я =  — 2,32;

Р =  0,12

Кал! пажадана 
мець дадатны па­
рамэтр параболы, 
дыкроб!мпаворот 
восяй яшчэ на 
180°; гэтаюм чы­
нам, у агульным 
вын!ку паварач-

t =  3237,8'.

Канчатковае раунаньне параболы будзе гэтаюм:
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2/2 =  0,08 х,

а збудаваньне будзе гэткае:
Паварачваем Boci коордынат на кут

t =  1457,8'.
Атрымл!ваем eoci X i Y. Перанос пачатку коордынат дае 
Boci х1 i у1. Паварачваем ix на 180°, прыходз1м да канчат- 
ковых восяй ж" i у".

Пасьля ycix гэтых ператварэньняу дадзенае раунаньне 
прымае выгляд простата раунаньня:

</2 =  о,08 ж

(п1шам (ж, у) замест (ж", у")).
П р ы к л а д 2.

Зж2 +  6ж — 22/ +  7 =  0,
альбо

У =  \  + 3 ж +  а*.

Старэйшы член Зж2 — поуны квадрат, значыцца, дадзенае 
раунаньне ёсьць раунаньне параболы.

* Паводле формулы 
(15) маем, што для 
спрашчэньня раунань­
ня неабходна перанесь- 
щ пачатак коордынат 
у пункт (— 1,2); пера- 
творанае раунаньне 
будзе:

3=  --- X2 ,
2 ’

альбо

V \ )

У

,
г

Рыс. 74

П р ы к л а д 3.

2 ж2 — 72 ж у +  2 3 </2 +  68ж +  26# +  28 =  0;
цяпер

о =  2; б =  — 36; с — 23; d =  34; е =  13; f  = 2 8  

(сума а-\-с дадатная).
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Тры старэйшыя члены не складаюць поунага квадрата 
(ас ^  ь ). Дзеля таго шукаем спачатку цэнтр кривой з рау- 
наньняу (18) альбо формул (19), а затым F  паводле фор­
мулы (21). ^ н

Атрымл1ваем:
« =  1;
Р =  1;
F  =  75.

Далей з формул (27) знаходз1м, што:

А =  — 251 .
С =  50.

Падстауляем значэньн! Д, <7 i .F у раунаньне (22), атрымлЬ 
ваем раунаньне гшэрболы:

альбо
^  J/2 ,
3 1,5 1

Гэтае раунаньне атрымл1ваецца з дадзенага:
}: пеРанясеньнем пачатку координат у цэнтр кривой 

\ *  > -I /  1

ф0р2_ ю В(25)ТаМ В° СЯЙ К0° РАЫНаТ На кут як1 азначаецца

 ̂ v

* *

1 г

-  '  ' - ’- " Я
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г. зн., наткут
t =  36°52,2' О-

ЗАДАНЫ НА КРЫВЫЯ ДРУГОГА ПАРАДКУ

1. Нашсаць раунаньне акружыны, якая праходз1ць цераз 
пачатак координат, з цэнтрам у пункце (5,12).

2. Нашсаць раунаньне л1ни цэнтрау дзьвюх акружын:

ж2 -f у2 — 4 ж +  6 у — 3 =  0 

2ж2 +  2?у2 - 5 г /  +  2 =  0

3. Цераз дадзены пункт правесьщ акружыну, якая да- 
тычыцца восяй координат.

4. Цераз пункт (0,—7) правесьщ акружыну, якая даты- 
чыцца да простай, роуналежнай eoci Y, у пункце (— 3,2).

Адказ: ж2 -j- у2 — 24 ж — 4 у — 77 =  0.

5. Цераз пачатак координат правесьщ акружыну, якая 
датычыцца простай:

ж — 2 у -f 1 == 0
у пункце (5,3).

Адказ: ж2 -f у2 — 44 ж -f- 62 у =  0.

6. Нашсаць раунаньне акружыны з цэнтрам у пачатку 
координат, кал1 простая

Ах -f By =  С

дае хорду, вел1чынёй =  а.
7. Нашсаць раунаньне акружыны, якая датычыцца восяй 

координат i простай:
у =  ]сх +  Ъ.

8. Знайсьщ даужыню датычнай з пункту ( — 4,7) да 
акружыны:

ж2 -)- у2 — 2 ж +  6 у — 15 =  0.

9. Мост (гл. ры.с. 76), даужынёй 2 а mt, падтрым.шваецца 
старчаковым1 стрыжнямц як1я замацаваиы на дузе акружыны. 
Сярэдн1 стрыжань мае даужыню Ъ mt. Знасьщ даужыню

0  Бярэм востры кут t, бо коэфщыэнт Ъ < ; 0.
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астатшх стрыжняу, кал! яны разьмяркованы адзш ад аднаго 
на адлегласьщ у п mt.

с#

10. Да акружыны

в8 +  0* +  12ж -  4у +  25 =  0
правесьщ датычныя з пачатку коордынат.

11. Да дзьвюх акружын правесьщ агульную датычную.
12. На кожную з простых, яюя складаюць пучок про­

стых, з дадзенага пункту праведзена па пэрпэндыкуляру. 
Я(£ое геомэтрычнае месца асноу гэтых пэрпэндыкулярау?

13. Да дадзенай акружыны праведзены датычныя аднэй 
i тэй-жа даужыш. Знайсьщ геомэтрычнае месца канцоу 
гэтых датычных.

У ва ycix наступных задачах элшс i ппэрболав аднесены да 
абедзьвю х восяй , а парабола да вое! i да датычнай у  вярш ынь

14. Нашсаць раунаньне эл1пса, яю праходзщь праз два 
дадзеныя пункты. Пры як1м палажэньн1 пунктау задача 
неазначальная?

15. У якога элшеа адлегласьщ дзьвюх вяршынь да аднаго 
з фокусау роуны 2 i 8?

Адказ: 1. ^  | ̂  =  1;

2 + у  2 =  1
64 +  28

16. Пры яюх значэньнях коордынат пункт (х, у) ляжыць 
на дадзеным эл1псе, унутры альбо па-за iM?

17. У дадзены элшс уп1саць: а) квадрат, Ь) простакутшк 
так, каб 6 a K i яго был1 роуналежныя восям элшеа i пра- 
парцыянальныя iM.

18. Да элшеа:
х\ _ 1_  У2 -  1 
25 ' 16



112

^ 2  У М 2 _  n  
a i " г  Ъ 4 — u

i падстауляем сюды выражэньн1 для жь ж2, i «/х, у2.
Адказ: Акружына, якая anicaHa каля простакутнжа, для 

якога Boci элтса зьяуляюцца сярэдшм1 лйпямп
25. Правесьщ нормал1 да элтса праз канцы яго восяй.
26. Для якога пункту элшса паддатычная роуна абсцысе?
27. Праз дадзены пункт правесьщ хорду элтса так, каб 

яна дадзеным дыямэтрам дзялшася папалам.
28. Для дадзенага элшса знайсьщ два спрэжаныя дыя- 

мэтры: а) роуныя пам1ж сабою, Ь) нахшеныя адзш да 
другога пад кутом у 135° (кал! задача магчыма?) с) як1я 
складаюць найбольшы кут.

29. Дыямэтр элшса

складае 3/4 спрэжанага яму дыямэтра. Знайсьщ вел1чыню 
дыямэтрау, ix напрамак i кут пам1ж iMi.

30. Знайсьщ два спрэжаныя дыямэтры эл1пса:

х2 +  4 у2 =  4 ,

з яшх адз!н: а) мае нахш да вялжай Boci пад кутом у 60°; 
Ь) праходзщь праз пункт перасячэньня элтса з фокуснай 
хордай, роуналежнай восг F; с) складае з друпм кут у 45°.

31. Нашсаць раунаньне элтса з фокуснай адл«гласьдю 
у 6 тга, кал1 дзьве простыя:

4х  — 5у =  0 
i

•  4 ж  - |-  5 у  =  0

— спрэжаныя дыямэтры яго.
32. Давесьщ, што дыягонал1 anicaHara каля эл1пса пр—ма 

наюрованы па спрэжаных дыямэтрах, a 6aKi пр—ма, ynica- 
нага у элтс, роуналежны спрэжаным дыямэтрам.

33. Найменшая адлегласьць зямл1 ад сонца стасуецца 
з найбольшай, як 29 i 30. Знайсьщ эксцэнтрыцытэт эклттыкк

Адказ: е 1
5 9 '

ИЗ

34. Вьшчыць эксцэнтрыцытэт элтса, малая вось якога 
вщна з фокуса пад простым кутом.

V~2* Адказ: — ^ —  .

35. Нашсаць раунаньне элтса, кал1 адлегласьць пам1ж 
, дырэктрысам1 =  12,5, а эксцэнтрыцытэт — 0,8.

ля х2 1 У2 1Адказ: ^  +  g =  Ь

36. Знайсьщ эксцэнтрыцытэт элтса, кал1 фокусы дзеляць 
адлегласьць палпж дырэктрысам1 на тры роуныя часткп

Адказ: _^LiL
.  3

 ̂ Г 37. Знайсьщ поувоИ элтса, эксцэнтрыцытэт якога =  0,5, 
кал1 радыюсы-вэктары аднаго з пунктау элтса роуны 5 i 7 mm.

Адказ: а — 6; Ь =  3 /  3.
у

38. На элшсе

знайсьщ пункт, для якога: а) радыюсы-вэктары пэрпэнды- 
кулярныя пам1ж сабой; Ь) адзИ радыюс-вэктар у 3 разы 
больш за друп.

39. Нашсаць полярнае раунаньне элтса папярэдняе 
задачы, а таксама раунаньне яго адносна вяршыш.

40. Знайсьщ 6aKi квадрата, ynicaHara у гтэрболу, для 
якой Ъ > а ,  кал1 баш квадрата роуналежны восям.

41. Знайсьщ адлегласьць пам1ж дзьвюх датычных да 
г  ппэрболы:

ж2 у2 _  .
~9 _  _  1,

роуналежных простай:
2х  — у — 4.

42. Знайсьщ здабытак пэрпэндыкулярау з фокуса^ rinep- 
болы на адвольную датычную.
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43. Праз фокус ппэрболы

ж2 
7

правесьщ датычную да спрэжанай г1пэрболы.
44. Правесьщ да ппэрболы датычную так, каб яна зна- 

ходз1лася на аднольковай адлегласьщ цэнтра i ад аднаго з 
фокусау.

45. Давесьщ. што датычныя да ппэрболы утвараюць з 
асымптота\п роунавялшя трыкутнш.

46. Давесьщ, што адщнак усякай датычнай да ппэрболы 
пам1ж асымптотам1 дзел1цца пунктам дотыку папалам.

47. Давесьщ, што два адщню сякучай па\пж асымптО- 
там1 i ппэрболай роуныя пам̂ ж сабой. Дапасавадь тэту 
уласьщвасьць да пабудовы пунктау г1пэрболы, кал1 дадзены 
асымптоты i толью адз1н пункт ппэрболы.

48. Давесьщ, што простыя, яюя праведзены праз якп 
небудзь пункт ппэрболы паралельна асымптотам, утвараюць

/а Ь\з асымптотам1 пр—м сталаи плошчы I -  - I .

49. Знайсьщ р—не г1пэрболы, вяршын1 якой знаходзяцца 
у фокусах, а фокусы у вяршынях дадзенага эл!пса.

50. Яюм р—нем выражаецца нормаль да ппэрболы?
51. Знайсьц1 геомэтрычнае месда пунктау дотыку да- 

тычных з дадзенага пункту да ycix ппэрбол з адным1 i 
тым1-ж асымитотам1.

52. Правесьщ нормаль да ппэрболы

ж2
Тб

j/2
10

' >

1:

а) праз пункт (13,0); Ь) даужынёй у 5 адзшак; с) пад кутом 
у 45° к радыюсу-вэктару; d) так, каб адлегласьць яе ад 
аднаго фокуса была у 2 разы больш адлегласыи яе ад 
другога фокуса.

53. Нап1саць раунаньне дыямэтра г1пэрболы: а) як1 
дзелщь хорду

у =  кх -f- т

папалам; Ь) вщомы з фокуса пад дадзеным кутом.

I
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54. Праз дадзены пункт правесьщ хорду ппэрболы так, 
каб яна дзялшася у дадзеным пункде папалам.

хх, уух =  Жх2 
я2Адказ: Vi2

Ыа* Ы

55. Прывесый раунаньне ппэрболы

ф2 _ V 2 _ _ь ,
9 4 1

да асымптот.
56. Раунаньне ппэрболы адносна асымптот ёсьць:'

х у =  25.

Якое раунаньне тэй-жа ппэрболы адносна восяй, кал1 кут 
пам1ж асымптотам1

3arc sin -5 '

57. Hanicaub раунаньне Ппэрболы, якая праходзщь праз 
пункт {хъ у,), кал1 простая у =  кх — ёсьць асымптота яе.

58. Знайсьц1 на г1пэрболе пункт, з дзьвюх адлегласьцяй 
якога да асымптот адна у 2 разы больш за другую.

59. Знайсьцг геомэтрычнае месца цэнтрау цяжару тры- 
кутнжау, яшя утвараюцца асымптотам1 г1пэрболы i датыч- 
ным1 да яе".

ж2 у2
Адказ: ъ у

3

=  1.

60. Знайсьц1 на ппэрболе пункт, для якога адзш радыюс- 
вэктар у два разы больш за друп.

61. Па эксцэнтрыцытэту г1пэрболы знайсьц1 кут пам1ж 
асымптотамд

62. Знайсьц1 эксцэнтрыцытэт ппэрболы, сапраудная вось 
якой вщна з фокусу спрэжанай ппэрболы пад кутом у 60°.

63. Нашсаць раунаньне ппэрболы, якая праходзщь праз 
пункт (5,3), кал1 эксцэнтрыцытэт =  2.

ж2 у2Адказ,
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64. Раунаньне ппэрболы адносна асымптот ху — 6,25. 
Знайсьщ яе р—не аднорна восяй, кал\ эксцэнтрыцытэт =  1,25.

65. Нашсаць раунаньне ппэрболы, для якой е =  1,5, , t
кал1 кут пам1ж асымптотам1 роуны 120°.

66. Для якой ппэрболы е — 1,25, а адлегласьць пам1ж 
дырэктрысам1 =  6,4?

ля х 2 У2 1Лдказ: . „  п — 1.
1о У

67. Знайсьщ на ппэрболе пункт, для якога радыюсы- 
вэктары складаюць кут, роуны куту пам1ж асымптот.

68. Знайсьщ кут пам1ж асымптот ппэрболы, кал! ад­
легласьць пам1ж дырэктрысам1 яе роуна 10, а адлегласьць 
панцж дырэктрысам1 спрэжанай Ппэрболы роуна 6.

69. Яш дыямэтр г1пэрболы падзяляецца дырэктрысам1 
на тры роуныя частш?

70. Давесьщ, што для усякага пункту ппэрболы, радыюс- 
вэктар роуны адлегласьщ пункту да дырэктрысы, кал! тэту 
адлегласьць узяць у напрамку, роуналежным да асимптоты.

71. Якая кривая выражаецца у полярнай форме раунаньнем:
______ 2 5 ___

7 12 +  13 cosa’

i щ магчыма правесьц! датычную да гэтай крывой пад ад- 
вольным кутом да полярнай воП?

72. Азначыць геомэтрычнае месца асноу пэрпэндыкулярау 
з фокусау г1пэрболы на датычныя.

73. Адна вяршыня пр—ма супадае з вяршыняй кута у 
45°, дзьве друпя вяршын1 !дуць па бакох кута так, што 
плошча пар—ма застаецца бяз зьмен. Знайсьщ геомэтрыч­
нае месца 4-ой вяршыш пр—ма.

74. Дадзен элшс:

нап!саць раунаньне ппэрболы, вяршыш якой знаходзяцца у 
фокусах, а фокусы у вяршынях эл1пса.

75. Hanicaub раунаньне элшсау, як!я перасякаюць орта- 
гональна ппэрболу:

х2 у2 ^

'  >

Ч *
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У в а г а: Датычныя да элшса i 1чпэрболы у пунктах ix 
перасяченьня пэрпэндыкулярныя пзм1ж сабой.

76. Нашсаць раунаньн! ycix эл1псау i ycix г1пэрбол, 
суфокусных з эл1псам:

3 ycix гэтых крывых выбраць таш эл1пс, для якога пара­
мэтр р ровен 3 ,2  i такую ппэрболу, для якой .эксцэнтры­
цытэт роуны 1,5.

77. Давесьщ, што суфокусныя элшс i ппэрбола пера- 
сякаюцца ортагональна.

78. Давесьщ тэорэмы: а) кал1 праз пункт элшса альбо 
ппэрболы, яшя знаходзяцца над фокусам, правесьщ да­
тычную, а затым пэрпэндыкуляр на яе ъ другога фокусу, 
дык датычная i пэрпэндыкуляр перасякаюць вось „ Г “ у 
адным i тым-жа пункце на адлегласьщ ад цэнт.ра, роунай 
noyBoci „а" крывой.

Ь) Так сама i датычная перасякае у адным i тым-жа 
канцы (пункце) дырэктрысу i вось X. Тэта тэорэма спра- 
вядл!вая i для параболы.

79. Нашсаць раунаньне параболы, якая праходз!ць праз 
пункты, А (2,3), В  ( — 2 , - 3 ) .

80. Правесьщ хорду параболы пэрпэндыкулярна да яе 
Boci так, каб канец хорды знаходз!уся ад вяршыш на ад­
легласьщ, роунай адлегласьщ хорды ад фокуса.

81. Знайсьщ даужыню хорды, якая праходзЩь прйз 
фокус параболы

у2 =  4 ж
1 нах!лена да Boci пад кутом у 45°.

82. Правесьщ да параболы

ф  — 6 а:

Дзьве узаемна-пэрпэндыкулярныя датычныя так, каб пад' 
датычная аднэй з ix раунялася 6.

83. Праз пункт перасеку парабол:

i
у2 =  2 р х 

х2 =  2р у
правесьц! датычныя i знайсьщ:
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а) кут пам1ж iMi; b) плошчу чатырохкутн1ка пам1ж iMi 
i восям1 коордынат.

84. Правесьщ да параболы датычную, якае дае на Boci 
Y дадзены адщнак.

85. Нашсаць раунаньне параболы, якая будзе датыкацца 
простай:

у =  lex +  Ъ

86. Пры якой умове простая:

будзе датыкацца параболы:

у2 =  2 рх?

87. Правесьщ агульную датычную да параболы:

i акружыны:
у2 =  2 р х 

X2 у2 — г2.

88. Знайсьщ геомэтрычнае месца вяршынь простата кута 
(так-сама кутоу 45°), бак1 якога датыкаюцца дадзенай 
параболы.

89. Знайсьщ геомэтрычнае месца цэнтрау кругоу, як1я 
праходзяць праз дадзены пункт i датыкаюцца дадзенай 
простай.

У вага:  пачатак коордынат узяць на сярэдзше ад- 
легласьщ пункта да простай.

90. Давесьщ, што аснова пэрпэндыкуляра з фокуса 
параболы на датычную ляжыць на Boci Г.

91. Давесьщ, што кал1 правядзем дзьве датычныя да 
параболы, дык абсцыса пункта^ перасячэньня ёсьць сярэд- 
няя геомэтрычная абсцыс пунктау дотыку, а ордыната— 
сярэдняя арытмэтычная ордынат пунктау дотыку.

92. Да дазенай параболы правесьщ нормаль: а) дадзенай 
вел1чыш;

Ь) якая адсякае на Boci дадзены адщнак.
9д. Знайсьщ геомэтрычнае месца цэнтра^ цяжару про»
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стакутных трыкутшкау, ушсаных у параболу, кал1 усе вяр- 
шын1 простых кутоу знаходзяцца у вяршын1 параболы.

2 4 .Адказ: у2 =   ̂ р  (х — р).

I , 94. Праз дадзены пункт правесьщ хорду параболы так,
каб яна дзялшася пунктам папалам.

9%. Знайсьщ геомэтрычнае месца сярэдзш фокальных 
хорд.

96. Правесьщ дыямэтр параболы, як1 дзелщь папалам 
хорды, нахшеныя да Boci пад кутом у 45°. ^

Адказ: у — р.

97. Правесьщ дыямэтр параболы

у2 =  6 х,

J у. як1 дзел1ць напалам хорду:

Ъх — 6 у — 1.
Адказ: у =  6.

, i
98. Нашсаць полярное раунаньне параболы

у2 =  6 х.

99. Дадзена полярнае раунаньне крывой:

Г 2 +  2 COS а

Нап1саць раунаньне гэтай крывой у дэкартавых коордынатах-.
100. Як1я крывыя выражаюцца раунаньням1:

14 ж2 — 4 х у  +  11 у'1 +  60 ж — 30 у + 1 5  =  0 

I  - 11 ж2+  84 х у  — 2\у2 +  66 ж +  252 у — 57

9 ж2 — 12 ж у +  4 у 2 — 10 ж — 18^ — 20 =  0 

2ж2 — Зж +  4?/ =  7 

' 2г/2 +  8 ж+ 1 2 г /  =  3 

у =  1 — 2ж — Зж2.

Напкаць раунанып гэтых крывых у прасьцейшай форме.
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101. Знайсьщ эксцэнтрыцытэт крывых:

х2 — 2х у +  2 у2 — 4х  — 6 у +  3 =  0 ;

2х\/ +  х — у =  13; 

х2 — б х у  9у2 х — 1 = 0 .

102. Знайсьщ парамэтр крывой:

х2 2 х у  у2 2х 2 у
а2 аЪ ' Ъ2 а , Ь '

103. Паказаць, што кожнае з раунаньняу:

6 ж2 +  х у  — \2у2 f  х +  44у =  40;

9 ж2 — 12 ж у 4 у2 +  18ж —  12 у — 1

выражае пару простых.
104. Якая крывая другога парадку:
a) праходзщь цераз пяць пунктау (0,0), (2,0), (— 3 ,-1 ) , 

( 0 ,- 1 ) ,  (3,3);
b) перасякае eoci коордынат у пунктах: ( — 1,0), (3,0), 

(0,2), (0, — 2) i праходзщь цераз пункт (3,2);
c) праходзщь цераз пункт (1,1) i датыкаецца восяй у 

пунктах (4,0) i (0,3).
Па я с ь н е н ь н е .  Знаходз1м коэфщыэнты агульнага рау- 

наньня крывых другога парадку згодна дадзеных умоу. 
Тую умову, што крывая перасякае вось X у пунктах (—1,0) 
i (3,0) скарыстоуваем ташм чынам: падстав1м у агульнае 
раунаньне крывых другога парадку значэньне у =  0 i па- 
трабуем, каб квадратовае раунаньне

a x 2 + 2 d x  +  f = 0

мела каран1 — 1, 13.  Кал1 крывая датыкаецца Boci X у 
пункце (4,0), то квадратовае раунаньне павшна мець два 
роуных караш (4).

*

АНАЛ1ТЫЧНАЯ ГЕОМЭТРЫЯ 
У П Р А С Т О Р Ы  ...........

Р А З Ь Д З Е Л  I

§ I. МЭТОД КООРДЫНАТ У ПРАСТОРЫ

В я дом а што у „АналИычнай геомэтрьи1* на роунщы па- 
лажэГнё пункт/ вызначаецца 2-ма л.каш-коордыаатам, 
пункту, 3 дапамогай двух коордынатных восяй.

Паглядз1м, як азна-г. 
чыць палажэньне 
пункту у прасторы.’;
Возьмем тры узаем-:
на-пэрпэндыкуляр-^
ныя простыя, як1я; 
выходзяць з аднаго 
пункту 0 (рыс. 77),' 
i назавем ix адпа- 
ведна восям1 X, Y i 
Z. Тады палажэньне 
усякага пункту пра- 
сторы М магчыма 
азначыць наступным чынам. Правядзем праз п у п  V̂
роун1цы, адпаведна пэрпэндыкулярныя да восяй а , ->•
Гэтыя роун1цы сякуць на восях адщнк1 Ор, Ч i ‘ 
значыушы пэуную адз1нку мераньня (машта меран 
вымераушы з яе дапамогай адщнк1 Op, q i r> м 
маем тры л1к1, як!я азначаюць палажэньне _ пунк у . 
прасторы. Наадварот, задаючыся некаторым! 3-мя лжам
мы з дапамогай выбранае адзшк1 мераньня ^ Or Затым 
вел1чыш на восях i атрымоуваем адщнкг Op, q 
праз пункты р, q i г  праводз!м роушцы, пэрпэндыку. Р 
да адпаведных восяй X, Г  i Z. Перасячэньне гэтых роунщ 
i дасьць нам пункт М.

Так1м чынам, консны пункт азначае тры лш1, якш Р ■
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жаюць даужыш адцшкау Op, Oq, i Or, i наадварот; тры 
л1к1, як мы бачым, азначаюць палажэньне пункту у прасторы.

3 гэтай прычыны, гэтыя л1к1 завуцца коордынатам1 
пункту М i абазначаюцца праз х, у i г, л1нН OX, OY i 0Z 
завуцца восям1 коордынат, а роунщы XOY, XOZ, YOZ 
завуцца координатным! роунщамь

Аднак, абазначаючы гэтак1м чынам палажэньне пункту, 
атрымоуваем некаторую неазначанасьць (зуам аналёнчна 
таму, што было у нас у аналггычнай геомэтрьп на роунщы). 
Справа у тым, што напрыклад, г адцшак |Ор мы можам 
адкласьщ на Boci X, як управа, гэтак i улева ад пачатку.

Таксама адцшак Oq можно адкласьщ па Boci Y, як 
уперад, гэтак i назад, i адцшак Or Boci Z, як уверх, гэтак 
i ушз ад пачатку коордынат. Так1м чынам ясна, што адным i

тым-жа коордынатам, будзе 
"V ' Z . адпавядаць не адзш, а не-

кальщ (8) пунктау у пра­
сторы. Каб |ухшцца гэтай 
неазначанасьщ, умов1мся ко-

.#•••........ I - : -  jr  ордынаты, як1я адкладзены
^ па Boci X  управа ад па­

чатку, л1чыць дадатнымц а 
-+• ,'ц  • улева—адмоуньип; па eoci

Y коордынаты, адкладзеныя 
уперад, л1чыць дадагнымц 
i адкладзеныя назад — ад- 

моунымц i нарэшце, па Boci Z дадатны\й л1чыць коордынаты, 
яшя адкладзены уверх, i адмоуным1—ушз.

Ясна, што гэтым зуам адхшяецца паказаная неазнача­
насьць, i цяпер ужо кожным тром лшам будзе адпавядаць 
адзшы пункт у прасторы i наадварот.

3 рыс. 79 бачым, што коордынатныя роунщы дзеляць 
простору на 8 трохгранных кутоу, як1я завуцца коор- 
дынатным! кутамь

Кут OXYZ, коордынаты ycix пунктау якога дадатныя, 
завецца нормальным кутом.

У в а г а  1. 3 гэтага рысунку добра в1даць, што калыб 
мы не дапасавал1 правша знакау, то адным i тым-жа л1кам— 
коордынатам адпавядалыб 8 пунктау у прасторы, па адным 
у кожным координатным куту.

Рыс. 78
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у ваг а  2. Каб пабудаваць коордынаты пункту М зус1м 
яе абавязкова раб!«ь так. як было яаказаяа, г. зи. яра-

X

Г f

Рыс. 79 ч
водзть пэрпэндыкулярныя ро}яЩы. Звычайка тэта робшда 
наступным  ̂чынам (рыс. 80). 3' пункту М спускаюць .юр- 

 ̂ , г,г,п на якую-небудзь коордынатную роунщу,
Гр Гл аУд « ; н а ЯрКоУук.ВД^ 7 , а з  асвовь, „зрязядыкуляру 
itf2—пэрпэндыкуляр на 
якую-небудзь вось на 
тэй самай роунщы, на­
прыклад, на ОХ. 3 ры­
сунку бачым, што дау- 
жыш адцшкау ОМх,
МХМ2, М2М i будуць ко­
ордынатам! пункту М.

Разгледжаная нам! 
сыстэма коордынат 
завецца простакут- 
най, бо куты пам1ж
восям! простыя косакутныя сыстэмы коордынат, на-

1С“Г ЬяаТарысуяку 81. Разьвязак задач у косакутных 
: ^ 2 т «  ведьм! складавы. а дзеля гзтава мы U падра- 
бязна разглядаць ня будзем.

§ 2.
1 Адлегласьць пам!ж 2-ма пунктам! у прасторы 1. Адлегласьц тоэба вызна-

Рыс. 80
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Пабудуем координаты z, i z2. Атрымаем на роушцы XOY 
два пункты з координатам! на роушцы (сс, ух) i (х2 у2).

Адлегласьць d пам1ж iMi вызначаецца формулай: 

d i = V  (х, — ж2)2 +  (у, — у2у

Правёушы з пункту В роуналежную d, атрымаем проста- 
кутны тр—к з катэтам! d i (zi — z2).

Таму:
Д2 =  d2 +  (gl _  g2)a.

Але
d2 =  (cCi —  x2)2 +  (yt — y2y ,

значыцца:
D2 =  (x, — x2y  +  (г/i — [j/2)2 +  (Sj — ss)2

адкуль
D =  V {xx — ж2)2 +  (уi — ?/2)2 +  (Si — s2)2

тэта i ёсьць формула, якая вызначае адлегласьць пам1ж 
двух пунктау па ix коордынатах.

2. Д зя л ен ь н е адц !нк у у  дадзен ы м  ст асун к у

Дадзены пункты А (хи уи гД i B\x2,y 2,z 2). Патрэбна на 
адщнку АВ знайсьщ таш пункт М,—яго координаты (х, у, z),— 
каб стасунак

jAM_ __ т 
МВ п

Правядзем праз пункты А, В i М роушцы, роуналежныя

125

я  =



126

§ 3. АБ ПРОЕКЦЫЯХ

Няхай дадзена простая XX (рыс. 84) i якьнебудзь пункт А 
Проекцыяй пункту А на вось XX будзе звацца пункт

Г _
X ------- \

Ж к.

пэрпэндыкуляр-
ную да Boci XX.

Каб атрымаць
проекцьпоякога-
небудзь адщнка
АВ на вось А"Х,
трэба т о л ь к i
спроектавапь

„ яго канцы на
Рыс. 84 ., п . вось. Адцшак

А'В' пам1Ж проекциям! пунктау A i В  i будзе проекцыяй 
адц.нка АВ. Давядзем, што проекция адщнка рауняецца 
самаму адщнку, памножанаму на cos кута пам!ж напрамкам! 
адщнка i Boci. Перш за усё, успомшм, што кутом пам1ж 
простыло у пра-
сторы зав. кут, 
як1 атрымаецца, 
кал1 з якога-не- 
будзь пункту пра- 
сторы правядзем 
лшН, роуналеж- 
ныя да дадзеных 
простых.

Напрыклад, на 
рыс. 85, кут <р па- 
м1ж простым! 1-га
i II атрымаем, кал! Рыс. 85

з адвольнага цункту прасторы А правядзем л!нп, роуналеж- 
ныя да простых I-aft i П-ой.

Цяпер зьвернемся да нашага доваду. Правядзем праз 
пункт А л!н!ю АС, роуналежную да вое! XX. Тады. кут ? i 
будзе кутом пам!ж АВ i восьсю.

АС =  АхВи

як ади!нк! роуналежных простых пам!ж роуналежным! ро^

<

X

HiuaMi. 3 простакутнага трыкутшка АВС маем:

АС =  АВ cos 9 ,
значыцца,

AiBi =  АВ cos 9  ,

што i трэба было давесьш.
В ы н i к: з даведзенага вщаць, што кал1 адцшак i вось 

роуналежныя, дык
? — 0 ; 

cos 9 = 1

i адщнак проектуецца у натуральную вел!чыню.
КалРж адщнак пэрпэндыкулярны да Boci проекцьп, дык

9  =  90%
cos а — 0 ,

значыцца, адщнак проектуецца у пункт. Таксама легка 
давесьщ наступныя тэорэмы аб проекциях:

1. Проекцыя замкнутай ламанай рауняецца нулю.
2. Проекцыя дзьвюх ламачых, як!я маюць агульныя 

крайн1я пункты, роуныя пам1ж сабою.
Довады ix 3yciM падобныя да довадау адпаведных тэорэм 

у аналггычнай геомэтры! на розницы (глядз! старонку 16).

§ 4. НАПРАМАК ПРОСТАЙ У ПРАСТОРЫ
Напрамак простай у npac'i 

утварае простая з восям! 
коордынат. Каб атрымаць 
куты пам1ж простай I ай 
i восям1 коордынат, даво- 
л1, як i раней, правесьщ 
праз пачатак коордынат 
лшш OL, роуналежна 
простай Пай.

Тады куты а, р i 9 , як1я 
паказаны на рыс. 8 6 , i 
будуць кутам1 простай 
I-ай з восям! коордынат.

Kani мы маем простую 
на роунщы, дык пам1ж

л азначаецца кутам1, якш

Рыс. 86 %
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cosinus-aMi кутоу простай з восям! icHye простая залежнасьць:

OL, адвольны пункт L (х, у, s) i 
яе ад пачатку координат праз d. 

Тады

cos2a -j- cos2|3 — 1

(вышк уласьщвасьц!

siri2a -f- cos2a =  1).

Падобная залежнасьць 
ёсьць i пам1ж cos a, 
cos p i cos y.

Даввдзем гэтую за­
лежнасьць.

Возьмем на простай 
абазначым адлегласьць

d — V X2 +  у* -fs2  (1)

Правядзем праз пункт L  роунщу, пэрпэндыкулярную да 
Boci X. Адщнак OL будзе проекцыяй OL на вось X i 
абсцысай пункту L.

Значыцца, маем:

х =  d cos a (2).

Проектуючы адщнак 0L  на Boci Y 1 Z так1м самым па­
радкам атрымаем роунасьщ:

у ~  d cos р (3) 
i

s — d cos у (4).

Падымаем роунасьщ (2), (3) i (4) у квадрат i складаем: 

x2 у2 z2 ~  d2 (cos2a -f- cos2P -f- cos2y) 

альбо згодна роунасьщ (1):

cos2a - j -  cos2p -f- c o s 2y  =  1

тэта i ёсьць тая залежнасьць па\йж косшусам! кутоу пре­
став з восям!, якую мы шукал!1).

*) Кос1нусы кутоу a, р J у часта завуц ь к!равальным! кос!нусам1 простай
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Рыс. 88

§ 5. КУТ ПАМ1Ж ПРОСТЫМ! У ПРАСТОРЫ

Няхай мы маем у прасторы дзьве простыл, I-ую i 11-ю. 
Каб атрымаць кут — <р пам1ж простым!, праводз1м з пачатку 
коордынат простыя ОА i ОБ, роуналежныя адпаведна да 
I-й i П-ой, i адкла- ^
дзем на ix адноль- <Ад(~х&Уг Z2)
кавыя адщнкВ

О А — OB =  d . d f

Каб знайсьщ кут 
ср, скарыстаем тэо- 
рэму: квадрат q
боку трыкутнша 
рауняецца суме 
квадратау двух / у  
!ншых бакоу без
падвойнага здабытку гэтых бакоу на косшус кута пам!ж! iMi 

Значыцца:
АВ2 =  d2 -(- d2 — 2 dd cos ?

AB2 =  d2 (2 — 2 cos ?) (1)

Але AB2 можна вызначыць i праз коордынаты (паводле 
формулы адлегласьщ пам1ж двума пунктам!), а менавыа:

АВ2 =  (я, — х2)2 +  (уj — у-У +  (г, — г2)2 (2)

Перайначым тэты выраз, увёушы куты, як!я утвараюць 
дадзеныя простыя з восям! коордынат.

1 Няхай простая I-я, а значыцца, i простая ОА, утварае з 
восям! коордынат куты au ^  i Yi> а простая II, а значыцца 
i простая ОВ, куты а2) |32, 1 Тг-

У гэтым выпадку, як нам вядома:
х, =  d cos a, 
х-> =  d COS a2

yl =  d cos 
У 2 =  dcosfa
Si =  d cos Yi 
s2 — d cos yj Л

В
Ц
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' i

ро* насьцяй фор,,ула (2) ву“ е « *  

лт  =  ф  [ (cose, _  cosa!). + (co s? i _ cos(yi +  (>.0STi __ cosi, )(

Расчыняем малыя дужш i злучаем склады з кваапят.,. ■
1 падвоиным! здабыткам! у асобныя трупы атрымао!’ наступнае: ’ атр^маем [1

А В * =  * [ ( COS»«I +COS«P1 +  COS2Tl) +  (cos2 a2 +  cos2fl2 +  -j 
+  COS2Yj) -  2 (COS a, . cos a2 +  COS f t  . cos ft +  COS Tl . cos T2) ]. >

рауняецвд1 аденцыЗЙ ПР° СТаЙ СуМ* КВадрата*  кос{нуса* Я
Значыцца:

АВ2 =  С р  [2 -  2 (cos Ь  ■ с°* «2 +  cos ft . cos р2 +  cos Tl. cos Ь )  ].

Параунаушы гэтую формулу з формулай (1), знаходзщ 
тую формулу, якую мы шукал!: анаходзд,

cos ? =  cos a, . cos a3 +  cos ft . cos ft +  cos Tl . Ts.

р а з ь д з е л  II 
P о  у  н  i Ц A 

§ 1. РАУНАНЬНЕ РОУНЩЫ

Няхай дадзена сыстэма координат (рыс. 89) i роунща
ЛВС. Спусьщм з пачатку ко- * 
ордынат О пэрпэндыкуляр Ор J  
на роунщу i абазначым дау- | 

жышо яго праз р, а куты я го 
з восям1 координат праз а, 8 П 

{. Палажэиьне роунщы, вща- ! 
вочна, далкам вызначаецца па- I 
рамэтрам! а, J3, у i р.

Возьмем на роунщы адволь- | 
ны пункт М, збудуем яго | 
коордынаты:

Du»/* QO

-
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Спроектуем ламаную ОМj М2 Мр на лшю Ор. Яе проекция 
будзе. бязумоуна, рауняцца проекцьп замкнутой Ор:

пр. ОМ -f- пр. МХМ2 +  пр. М2М +  пр. Мр — пр. Ор

Зауважым, што 0Ми МХМ2 \М2М адпаведна роуналежныя 
да восяй координат, значыцца, куты пам1ж iMi i лшяй 
Ор'адпаведна роуныя a, р i у.

Апрача таго, лшя Мр |пэрпэндыкулярная да Ор, а зна­
чыцца, проекция яе рауняецца нулю.

Атрымаем:

х cos а -|- у cos ф -f- z cos у — р  (1)

Атрыманае раунаньне i ёсьць раунаньне роунщы у нор- 
мальнай форме.

Вщавочна, што коордынаты усякага пункту М, яш зна- 
ходзщца на нашай роунщы, здавальняюць нашаму раунаньню, 
а коордынаты усякага пункту, яшя не знаходзяцца на роу­
нщы, не здавальняюць раунаньню.

Трэба зьвярнуць увагу на тое, што, папершае, куты, 
яюя уваходзяць у атрыманае раунаньне, ня куты роунщы 
з восям! координат, а куты пэрпэндыкуляра да роунщы 
з восям1 коордынат, i гэтыя куты злучаны стасункам:

cos2 a 4- cos2 р +  cos2 у =  1

i падругое, р —даужыня пэрпэндыкуляра, як1 спушчаны з 
пачатку коордынат на роунщу i л1чыцца дадатнай вел!чынёй.

Атрыманае раунаньне—I-ай ступен1 адносна бягучых 
коордынат. Значыцца, роунща вызнанаецца раунаньнем 
першай ступени.

Давядзем, што удякае раунаньне першай ступеш адносна 
бягучых коордынат магчыма прывесьщ да раунаньня в1ду 
(1), г. зн. да нормальнага вщу. Агульны выгляд раунаньня 
першай ступеш з трыма невядомым1 будзе такп

Ах +  ВЦ +  Os =  D.

Памножым усе члены гэтага раунаньня на некаторы 
множнш М, як1 выбярэм так, каб коэф1цыэнты новага рауя 
наньня бьыП роуны коэф1цыэнтам раунаньня:



zcosa -f- ycosfi 4- scos-f =  p  (1).

Памножыушы, атрымаем:

MAx +  MBy - f  MCs — MD (2).

Параунаушы атрыманае роунаньне з раунаньнем (1). 
убачым, што:

МА — cos a ;

MB — cos P;

MC =  scos x 
i

MD - p ,

падымем першыя тры з атрыманых роунасьцяй у квадрат 
i складзем, атрымаем:

М2А2 -j- М2В2 4- М2С2 =  cos2 a -j- cos2 (3 4- cos2 f =  1 

адкуль:
M2 1

4.2 4-  В2 - f C 2 ’

м =

3 роунасьщ
У  А2 4- В2 +  С2' 

MD — р

вщаць, што знак М трэба выб1раць таком чынам, каб правая 
частка раунаньня была дадатнай ( =  р).

Падстауляем знойдзенае значэнь^е М у раунаньне (2), 
атрымаем:

Ах 4- By +  Сг ~  D
: V А2 +  В2 У  С2

- =  О

Так1м чынам нашае раунаньне прыведзена да нормальнага 
В>ДУ- Множшк М завецца нормавальным множншам.

Адсюль, як вынiк: усякае раунаньне першай ступеш па- 
м?ж трыма координатам] уяуляе у прасторы роунщу.

• «
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§ 2. ДАСЬЛЕДВАНЬНЕ РАУНАНЬНЯ РОУНЩЫ

Возьмем агульнае раунаньне роунщы:

Ах 4- By +  Cz =  D (1)

i паглядз1м, як будзе ляжаць роунща у прасторы, кал1 адзш 
альбо некальш коэфщыэнтау, яюя уваходзяць у раунаньне, 
роуныя нулю.

1) Л  =  0 .

Тады раунаньне будзе:

Ах 4- By 4- Os — 0 (2).

Гэтаму раунаньню здавальняюць значэньш:

х — 0; 

У — 0

i значыцца, роунща праходзщь праз пачатак координат.
2) 4 = 0.

Раунаньне прыме выгляд:

By 4- Сз — D (3).

Кал1 азначым нормавальны множшк праз М, то, як вядома, 

M4 =  cosa,

i значыцца, у нашим выпадку

cos a == 0;

я

3 гэтага вышкае, што пэрпэндыкуляр да роунщы—пэрпэн- 
дыкуляр да Boci ж-ау (трэба памятаць, што a, р i у— куты, 
утвораныя пэрпэндыкулярам да роунщы з восям1 координат). 

Вы Hi к: сама роунща роуналежная Boci X.
Аналёпчна пры

Д =  0,

COsP =  0;
I
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i роунща, раунаньне якой у гэтым выпадку будзе:

Ах +  Cs =  D 

роуналежная Boci Г; пры
с — О

роунща роуналежная eoci Z 1).
Выводз1м правда: Кал1 у раунаньш роунщы адсутшчае 

якая-небудзь коордыната, то роушца роуналежная адпа- 
веднай Boci.

3) А =  0;

0 =  0 .

Раунаньне роунщ ы прыме выгляд:

By -f- Cz =  0 .

Тэта роушца, згодна папярэдняга, павшна, папершае, 
праходзщь праз пачатак коордынат, й падругое, быць роу- 
належнай Boci X.

Ясна, што наша роунща праходзщь праз вось А". Аналё- 
Пчна раунаньш:

Ах +  Cz — О (В =  0; ,0 =  0)

Ах - j-  By =  О (С =  0 ;  D =  0)

ёсьць роунщ ы, як1я праходзяць адпаведна праз Boci Y i Z.
4) А =  0

________ В =  0;
О Да такога-ж самага вываду можна нрыйсьщ яшчэ наступным чынам: 

на роунщы X Y  раунаньне
Ах-\-Ву =  D

уяуляе простую. Няхай гэтая простая рухаецца проста уверх альбо уН1з, 
застаючыся роуналежнай самой сабе; пры таюм руху простая утворыць 
роунщу, роуналежную Boci Z\ в1давочна, пам1ж к о о р д ы н а т а м i х i у усякага 
пункту роуйцы icHye тая-ж залежнасьць:

Ах +  Ву — D.
Значыцца, гэтае раунаньне i ёсьць раунаньне гэтае роуШцы, роуналежнай 
eoci Z.



Аналёпчна раунаньш:
У =  О,

х =  О

уяуляюць адпаведна роунщы XOZ i YOZ.

§ 3. РАУНАНЬНЕ РОУНЩ Ы  У АДЩ НКАХ

Няхай роушца (рыс. 90) адсякае ад восяй координат 
адщнк1 а, Ъ i с. Знойдзем яе раунаньне, каб яно было вы-

ражана праз гэтыя 
адщнш, як пара­
мэтры.

Такое раунаньне i 
будзеназывацца рау- 
наньнем роунщы у 
адщнках. !

Няхай агульнае 
раунаньне роунщы 
будзе:

A x + B y + C z= D  ( 1)

Гэтаму раунаньню 
пав1нны здавальняць коордынаты пунктау А, В  i С.

Значыцца, маем:

адкуль:

1

Аа =  D; 

ВЪ — D; 

Cc =  D-

Падстауляем у раунаньне (1), замест коэфщыэнтау А, В 
С, атрыманыя значэньш.
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Апошняму раунаньню павшны здавальняць коордынаты 
пункту М, бо роунща праходзщь праз тэты пункт. 

Значыцца:
Ху cos a -f- у у cos р -f з х cos у =  р  -f- d

адкуль
d — Ху cos a -j- уx cos p -f Zy cos у — p.

Тэта роунасьць дазваляе выказаць наступнае правша. 
Каб знайсьщ адлегласьць пункту да роунщы, трэба пры- 
весьщ раунаньне роушцы да нормальнага вщу, перанесьщ 
усе члены у левы бок i падставщь, замест бягучых коор- 
дынат, коордынаты дадзенага пункту.

Прыклад:  Знайсьщ адлегласьць пункту (3 ,— 1,2) да 
роушцы:

х — 2 у +  2z =  1.
Перанос1м усе члены у адз1н бок:

х — 2у -{-2z  — 1 = 0

i прыводз1м раунаньне да нормальнага вщу:

" I / 1  + 4 +  4 3

[(знак-f-таму, што D — дадатнае ( = 1 ) ]

Падстауляем, замест бягучых коордынаг, коордынаты 
нашага пункту, атрымаем:

d ~  3 4- 2 1 4- 2 2 1а - т +  3 1 +  з 2 - 3 •

Заувага аб знаках. Знойдзем адлегласьщ роунщы

х cos а +  у cos р +  s cos y — р — 0

ад пачатку координат. Падстауляючы замест бягучых коор­
динат коордынаты пачатку (0,0,0) ,  атрымаем:

d =  — р.

Разважаючы аналёпчна, як пры знаходжваньш адлегласьщ 
пункту да простае на роунщы у I-ай частцы курсу (стар. 
37—38), можам вывесьщ наступнае: кал1 пункт i пачатак
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коордынат знаходзяцца па адзш бок роунщы, то адлегласьць 
пункту да роунщы трэб£ л1чыць адмоунай, кальж пункт i 
пачатак коордынат ляжаць па розныя баш роунщы, то 
шуканая адлегласьць—дадатная.

§ 5. ПУЧОК РОУШЦ

. I Няхай дадзены пункт з координатам! (Ху у  у Zy). Злучнасьць 
роунщ, яшя праходзяць праз яго, завецца пучком роунщ. 
Выведзем раунаньне пучка.

Возьмем агульнае раунаньне роунщы:

Ах -f- By ■+■  Gz =  D.

Гэтаму раунаньню павшны здавальняць коордынаты 
пункту (Ху ух Si); значыцца:

Ах у +  Вуу +  Czy — D.
К, ■ ■ '

Адняушы атрыманую роунасьць ад папярэдняй, атрымаем:

А (х — Ху) А- В (у — у у) +  С (z — Zy) =  0.

* • Гэтая роунасьць пры зьменных парамэтрах А, В i С i 
будзе раунаньнем пучка роунщ, яшя праходзяць праз пункт
( Х у ,  У х ,  Р у ) .

У приватным выпадку, кал1

Xy =  yy=Zy =  0,
будзем мець:

Ах - j -  By - f -  Cz =  0 .

Тэта будзе раунаньне пучка простых, яшя праходзяць 
праз пачатак коордынат.

Часам коордынаты цэнтру пучка не даюцца, але даюцца 
раунаньш 3-х роунщ, перасячэньнем яшх вызначаецца 
пункт—цэнтр пучка.

Паглядз1м, як у гэтым выпадку нашсаць раунаньне пучка. 
Няхай дадзены раунаньш 3-х роущц:

Ах +  By - f  Cz +  D =■= 0  

AyX+Byy +  CyZ +  Dy = 0

АгХ -f- В2У С % z -\-Di 0
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Памножым першае раунаньне на „р“, другое на „q“, { 
усе тры раунаньш складзем, атрымгРем:

Р (Ах -(- By +  Cz -f- ТУ) +  q (Агх -(- В ху -f- C ẑ -f- D{) +

~f- (A2x -f- В4У -)- C2z -j- D2) =  0 (2).

Атрыманае раунаньне будзе уяулядь розныя роунщы, у 
залежнасьщ ад таго, як1я значэньш мы будзем даваць для 
парамэтрау р  i q.

Аднак, усе гэтыя роунщы будуць праходзщь праз пункт 
перасеку роунщ (1). Сапрауды, няхай (х0, уа, z0) будуць 
координаты пункту перасеку роунщ (1). Значыцца, яны 
зьмяняюць левыя части раунаньняу у нуль. Вщавочна, што 
тыя-ж координаты у таким выпадку зьмяняюць у 0 левую 
частку раунаньня (2), а гэтым самым i давядзем нашае 
палажэньне.

Вы Hi к. Раунаньне J(2) уяуляе пучок роунщ, яия пра- 
ходзяць праз пункт перасеку роунщ (1).

§ 6. КУТ ПАЛНЖ ДЗЬВЮ М А РОУНЩАЛН

Няхай маем дзьве роунщы:
Ах +  By -f Cz — D ;

Atx -j- B<y +  Cxz — Dv
Кал1 на кожную з гэтых роунщ спусьщм з пачатку коор­
динат пэрпэндыкуляр, то кут пам1ж пэрпэндыкулярам! 
будзе роуны куту пам1ж роунщамь Няха куты, утвораныя 
пэрпэндыкулярам да першай роунщы з восям1 координат,— 
л, р i а пэрпэндыкулярам да другой з тымЬж во- 
CHMi—«lf pi i Ti-

Тады кут пам1ж пэрпэндыкулярам! азначыцца суадносшамк

cos 9 =  COS а . cos ах -j" COS Р . COS Pi -j- COS Y . COS Yj.

Але мы ведаем, што:

А
COS *

COS * i  =

i t  V A* _j_ £2 _f_ с-2 ’

________ Ai________

Vas~+~b s +~cs

(1)
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COS р =  

COS Pi =

COS Y =

. cos Yi =

значыцца:
COS 9 = — ;

В _______ . \
A2 + W r ~ C r  ’  j

____в  I________ It t  V a s  +  b s  +  c s  !
___ c___ . j
i t  I/ ~ Ж + &  +  C2 ’ 1

_ _ _ CL_ _ ^  ]
i t  V AS +  BS +  OS '

A A, +  BBt +  CCi

( 1)

V A2 +  В 2 +  C°-. V AS +  BS +  CS

§ 7. УМОВЫ ПЭРПЭНДЫКУЛЯРНАСЬШ  i РОУНАЛЕЖ-
НАСЬЩ РО У Н Щ

Кал1 роунщы узаемна-пэрпэндккулярныя, то кут о пам1ж 
iMi роуны 90°,
I  cos 9  =  0

i значыцца:
АА, +  ВВ1 +  CCt

ZHI/А* +  />'•-’ - f -  С1. V AS  +  BS + CS
=  0.

Назоушк левай части — вел1чыня скончаная, i яго таим 
чынам можна адпнуць.

Атрымаем умову пэрпэндыкулярнасьщ дзьвюх роунщ: 

AAi -f- BBi -j- GC\ =  0.

Тэта азначае, што для пэрпэндыкулярнасьщ 2-х poyHiu не- 
абходна, каб сума здабыткау папарна адпаведных коэфь 
цыэнтау пры невядомых была роуная нулю.

У выпадку роуналежнасьщ дзьвюх poyHiu, куты а, Р i Y 
i alt Pj, i Yi вщавочна, адпаведва роуныя адзш аднаму.

i

Значыцца:

а =  Я1 ;

Э =  P i ;
Y =  Yi •

cos « =  ces »-!;



Паводле формул (1) будзем мець:

альбо

: ±  V  . 4 - ’ +  В 2 - f
_ _  -■ *1

В 2 ±  V Ay2 +  B y 2 +  Су2

В _  _  By

—  I7  А 2 +  В2 - j -  С 2 Л  V A y 2 - f  B y 2 - f  Су2

С Су

— V  А2 +  В2 +  С 2 Л  V A y 2 +  B y 2 +  Су2

А V А 2 +  В 2 +  С 2
Ау У А \ 2  +  Ву2 +  Су2 ’

В V А 2 +  В 2 +  С 2

By - V A y 2 +  В у 2 +  Су2 ’

адкуль

С = - + -  V А2 +  В2 +  С2
~  У 2 у 2 +  By2 +  p t»

Д =  В _  J7 
В, -  С?!

^Гэта значыць, дзеля таго, каб роунщы был} узаемна 
роуналежныя, неабходна, каб коэфщыэнты пры адпаведных 
невядомых был1 пропорцыянальныя.

Цяпер разьвяжам некалью задач на роунщу.

§ 8. З А Д А Ч Ы

1. Знайсьщ пункт перасеку трох роунщ. 
Няхай дадзены тры роунщы:

Ах  - f  By -f- Cz =  В

A1x +  B1tj- \-C iz =  D1 j  ( 1)

A2x  -f-  B2y -{- C2s —  T>2 '

ШЯШШШИшт
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Коордынаты гэтага пункту павшны здавальняць yciM 
тром раунаньням; значыцца, мы ix знойдзем ад сумеснага 
разьвязваньня дадзеных раунаньняу. Разьвязваючы ix спо- 
сабам дэтэрмшантау, мы атрымаем наступнае:

В В С А ,В С | А В В

Dy By Су Ay By Су Ay By By

в ,  в 2 а. а 2 в 2 с2 .. ! А,  В2 В 2
д У —  ~ А ~ -  д '

А В С [

д == Ay Bt Су

А2 В2 Со

Дасьледуем атрыманыя BbiHiKi.
Kani Д ф  0, то для коордынат пункту перасеку атрымаем 

3yciM азначаныя канечныя значэньш, а значыцца, i зуам 
азначаны пункт перасеку.

КалЬж А =  0 i хоць бы- адзш з л1чшкау ня роуны нулю, 
то адна хаця-бы коордыната атрымаецца бязьмежна вял1кай.

У гэтым выпадку пункт перасеку адсунуты у бязкон- 
цасьць (бязьмежнасьць). Тэта будзе, папершае, тады, xani 
роунщы роуналежныя, 
альбо тады, кал1 ня роу­
належныя пам1ж сабой, 
але папарна перэсяка- 
юцца па роуналежных 
простых (глядз! рыс. 92).

Нарэшце, кал! назоушк 
Д i усе лiчиiкi роуныя 
нулю, атрымаем:

О __ О 
О  ’  У ~  0  :

О 
О

х

в = Рыс. 92

коордынаты пункту перасеку не азначаны, а тэта зна­
чыць, што пунктау перасеку бязьмежнае мноства. Тэта 
зноу магчыма толью, папершае, тады, калт усе тры роун!цы
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перасякаюцца па аднэй простай, як л!сты $ кшзе, i па- 
другое, кал1 усе тры роунщы супадаюць *)■

2. Правесьщ роунщу праз тры пункты.
Дадзены тры пункты: (ж, yt s,); (х2 У г  s2) i (ж3 Уз »з)-
Знойдзем раунаньне роунщы, якая праходзщь праз гатыя 

тры пункты:
Пшам агульнае раунаньне роунщы:

Ах By -f Cz — D (1)

i умову таго, што кожны з трох дадзеных пунктау ляжыць 
на роунщы:

Ахх -f  Вух +  Gzi — D 

Ах2 -f- Ву2 -|- Cz2 =  D 

Ахз +  Bys -f- Czз == D

Зараз з трох anouiHix раунаньняу трэба было-б знайсьщ 
яшя-небудзь тры коэфщыэнты праз чацьверты (напр А, В, 
С праз D) i падставщь атрыманы выраз у раунаньне (1) 
(чацьверты коэфщыэнт тады скароцщца).

Прасьцей выключыць парамэтры А, В, С, D з раунаньняу 
(1) i (2) з дапамогай дэтэрмшантау. Л1чучы гэтыя пара­
мэтры за невядомыя, мы маем сыстэму чатырох аднародных 
раунаньняу I-ай ступен1 з чатырма невядомымц прычым 
напэуна павшны л1чыць, што тэта сыстэма мае не нулявыя 
разьвязаньн1. У ташм выпадку, як вядома, дэтэрмшант з 
коэфщыэнтау пав1нен быць роуны нулю.

х у z 1

Ж, J/l 2 , 1
-  о (3).

Ж2 Уч Z2 1

х з Уз 1
4) У таюм выпадку коэфШыэнты зднаго з раунаньняу (1) адрозьшваюцца 

ад коэфщыэнтау другога раунаньня тольы на сталы множшк, альбо, што 
тое самае, коэфщыэнты раунаньняу (1) прапорцыянальныя паьшк сабой, г. зн.:

■4i_ B i  _  С,
1 А ~  В "  С :

Ал  _ В ,_  Сл  
А -  Б ~  С ■
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Тэта i ёсьць раунаньне роунщы, якая праходзщь праз 
тры дадзеныя пункты.

Адсюль вельм1 легка атрымаць умову разьмяшчэньня 
чатырох пунктау у аднэй роунщы. Няхай дадзены пункты: 
(хи Уи sj); (х2, уг, s2); (а?3, ^з, s3); (хь ух, z4). Правядзем праз 
першыя тры з ix^oyHiny. Яе раунаньне будзе (3). Дзеля 
таго, каб роушца праходз1ла i праз пункт (ж4, у.и z4), неаб- 
ходна, каб коордынаты чацьвертага пункту здавальнял1 
раунаньне роунщы.

Падстауляючы у раунаньне (3), замест бягучых коор- 
дынат, коордынаты чацьвертага пункту, атрымаем:

*1 У\ Sj 1К
Х 2 Уч z 2 \ _

I Хз Уз 1
Ж ( у ,  Z.! 1

Роунасьць тэта i будзе умовай разьмяшчэньня 4-х пунктау 
у аднэй роунщы.

3. Праз два дадзеныя пункты правесьщ роунщу, пэрпэн- 
дыкулярную да дадзенай роушцы.

Коордынаты дадзеных пунктау: (ж,, уи zt) i (ж2, у2, z2) 
i раунаньне роунщы:

Ах +  By -f Cz ь= D (1).

Для разьвязаньня пастауленай заданы нашшам агульнае 
раунаньне роунщы:

А'х +  В'у +  C'z =  D* 1 (2)

i будзем шукаць парамэтры А', В', С  i D' так, каб роушца, 
якую мы шукаем, праходзша праз два дадзеныя пункты i 
была пэрпэндыкулярная да дадзенай роунщы (1). 

Атрымл1ваем тры умовы:

Д'Ж) Д- В'ух 4- G'Zy — D'

А'х2 +  В'уч 4- C’z2 =  D1

А'А +  В'В +  С С — О

Выключаем з гэтых трох раунаньняу i раунаньня (2)
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парамэтры А , В , С  i D'\ атрымаем раунаньне шуканай 
роунщы:

х  у  s  1 .1

Х\ У\ &i 1
I =  О

Х‘> У2 &2 1 

А  В  С О

4. Праз дадзены пункт правесьщ роунщу, роуналежную 
дадзенай роунщы.

Координаты пункту: (х и у и  гД, а раунаньне роунщы:

А х  - f  B y  - f  Gz =  В  (1).

Правядзем праз дадзены пункт ( х и  у ь «,) пучок роунщ:

А' (х  —  x i) ~ f  В 1 (у — у г) -J- С' (s — s x) =  0 (2).

i выбярэм парамэтры А Ж i С' так, каб роун1ца (2) была 
роуналежная роун1цы (1). А мы ведаем, што кал! дзьве | 
роун1цы роуналежныя, то коэф1цыэнты пры адпаведных | 
невядомых пропорцыянальныя, значыцца:

А ' __ В' С1 
А В  =  С

Азначым кожны з гэтых стасункау праз 1с, знаходз1м:

А ' =  А к ;

В' =  Вк  
i

С  —  Ск.
%

Падстауляючы гэтыя выразы парамэтрау у pay—не (2) i 
скаращушы яго на _агульны множшк к, атрымаем pay—не 
шуканай роун1цы:

А (х  Xi) -f- В  (у — у х) л . с  (г  — sx) =  О

3po6iM параунаньне гэтага раунаньня з pay—нем (2); бачым 
што можна было-б проста зрабщь замену парамэтрау А',
В  i С  вядомым1 вел1чыням1 А, В  i С.

1 4 6
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Р А З Ь Д З Е Л  III

П Р О С Т А Я

§ 1. СЫСТЭМА РАУНАНЬНЯУ ПРОСТАЙ У ПРАСТОРЫ

Простую л!1пю у прасторы магчыма вызначыць, як 
перасячэньне 2-х роуниь

Дадзена сыстэма раунаньняу:

Ах A-By - f  Gz =  В

AiX +  Biy +  Gxz — Di

Кожнае з гэтых раунаньняу паасобку уяуляе роунщу. Разам- 
жа гэтыя раунаньн! уяуляюць злучнасьць пунктау, як!я 
ляжаць адначасова на I-ай i на П-ай poyninbi, г. зн. простую 
ix перасячэньня.

TaxiM чынам, простая у прасторы выражаецца двума 
раунаньням! Кай ступеш (2-ма раунаньням! poyHin, пера- 
сячэньнем Hidx яна зьяуляецца).

Разьвяжам сыстэму раунаньняу (1) адносна х, у.
Няхай:

х — ps -\~ а )
(2 )

у — qs -f- Ъ 1

Тэта сыстэма роуназначная сыстэме (1). Таму яна выралсае 
простую (1). А кал! тэта так, то кожнае з раунаньняу (2) 
уяуляе некаторую роунщу, якая праходзщь праз нашу 
простую.

Што тэта за роунщы? У першым раунаньш (2) адсутшчае 
у, таму тэта роушца роуналежная eoci Y. Выходзщь, што 
poyHina

х =  ps -f- а,
якая праходз!ць праз простую (1), пэрпэндыкулярная да 
роунщы X Z  \ таму зьяуляецца роунщай, якая проектуе 
нашу простую на коордынатную роун1цу XZ.

Гэтак сама роунща
у =  у* +  ь,

роуналежная boci X , проектуе нашу простую на другую

( 1)
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координатную роунщу YZ. Абедзьве роунщы (2) cuaiM пера- 
сячэньнем вызначаюць простую.

На рысунку тэта простая АС перасякае коордынатныя 
роунщы YZ i XY  у пунктах A i С.

Проектавальныя роунщы 1 i II даюць на координатных
простай AiCi i АС-,. 

Кал! простая АС да- 
ецца сыстэмай рау­
наньняу (2), то про- 
екцьп яе AXCX i АС-, 
даюцца pay—мп

х — pz -j- а ^

У =  0 ^
i

У =  ?г +  Ь )

х — О I-

Раунаньне

х — р г  а
на роунщы X'/j азначае простую АХСХ, адгэтуль вын!кае, 
што р — кутавы коэф!цыэнт гэтае простай—роуны tg кута 
простай з восьсю Z i адщнак а—ёсьць адщнак ОСх.

Таксама q =  tg кута проекцьп АС2 з восьсю Z i b — с.д- 
щнак ОС-,.

Раунаньне роунщы, якая проектуе нашу простую на 3-ю 
координатную роунщу XY, атрымл1ваецца выключэньнем Z 
з p ay -няу (2). Тэта раунаньне ёсьць:

(х a) q =  (у — Ь) р

кал! далучыць да гэтага раунаньня раунаньне

Z =  О

роун!цы XY, то сыстэма ix дае проекцыю нашае простай 
на 3-ю коордынатную роунщу XY.

TaKiM чынам мы бачым, што простая у прастсры вызна- 
чаецца сыстэмай раунаньняу (I) альбо сыстэмай (2). 

Пададзем шшыя формы раунаньняу простай.

роушцах XZ i YZ проекцьп нашай
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Простая у прасторы зус!м вызначаецца, кал! дадзен як!- 
небудзь пункт А (а, Ъ, с), праз яш яна праходзщь (глядз1 
рысунак), i куты я,
Р i у, як!я простая 
складае з восям1 ко- 
ордынат.
Возьмем на простай 

адвольны пункт М 
з коордыната.м1 х, у, 
z (яны будуць бягу- 
чым1 коордынатам! 
простай) i спроек- 
туем адщнак AM на 
Boci коордынат.

Проекция на вось 
X — ёсьць х —а. Па- 
водле■ тэорэмы аб проекцьп простай:

х — a/— AM . cos я
Аналёпчна:

у — Ъ — AM . cos р;

s — с =  AM . cos у; 
i' адхуль атрымл!ваем:

AM х — а 
. cos я

АМ =

АМ =

cos (3

cos у

Кал1 параунаць атрыманыя роунасыц, будзем мець:

х ~ а  =  У - ъ в  (3)
COS Я COS Р cos у

Мы атрымал! сыстэму раунаньняу простай, якая назы- 
ваецца нормальнай.

Тут cos я, cosp i cosy завуцца к!равальным1 cos—нусам!, 
таму што яны вызначаюць кпрунак простай у прасторы.
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Мяхай дадзена агульная сыстэма в!ду:
х - ~ а    у Ь   z — с

I т ~  ~п (4)>

якая таксама выражае простую у прасторы. Прывядзем 
тэту сыстэму (4) да нормальнага выгляду (3). Памножым 
усе назоунш сыстэмы (4) на некаторы множшк М:

х — а _  у Ъ г  — с
Ml Мт Мп

i выбярэм тэты множн!к так, каб сыстэма (5) супадала з 
сыстэмай (3). Мы павшны дапусьщць, што

Ml =  cos а,

Mm — cos 8 
i

Мп — cos 7  (6)
Апрача таго:

cos2a -f cos2[3 -f- cos2-/ =  1.

Маем 4 раунаньш з чатырма невядомымп М, cos a, cos 8 
i cosy.

Дзеля вызначэньня множшка М, узьвядзем рау—Hi (6) 
¥ квадрат i складзем; атрымаем:

М2 {I2 +  т2 +  и2) =  cos2a -f cos28 +  cos2y == 1- 
адкуль 1 ’

M =  ± — 1
V  l 2 +  т 2 -f- п 2

Множшк М заведца. нормавальным множн1кам. Веда- 
ючы вел1чыню М, знаходз!м з раунаньня (6) астатн1я тры 
невядомых:

/
c o s a = r !r — __ :__. |

V  Р -)- т2 -j- п2 ’ 1

cos р — -Г— —  .........• | /7ч
. V  I2 -f- от2 +  п2 '  ■'

cos у =  ~  п -----
V Р -j- от2 4- «г
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Гэтыя формулы вызначаюць куты простай з восям1 
коордынат. Тут падвойны знак атрымл}ваецца таму, што 
кожная простая утварае з кожнай коордынатнай восьсю па 
два куты—востраму i тупому. Возьмем той альбо шшы 
кут, у залежнасьщ ад таго, яш напрамак простай мы пры- 
мем за дадатны.

Пакажам цяпер, як прывесьш сыстэму раунаньняу про­
стай (1) да формы (4), г. зн. да формы роуных стасункау. 
Перш за усё, разьвязваем сыстэму (1) адносна яшх-небудзь 
двух невядомых, напр. х  i у, г. зн., прыводз1м сыстэму (1) 
да сыстэмы (2), а потым гэтай сыстэме (2) надаем шуканую 
форму:

х — а __ у — Ъ _  г  
Р ~~ q ~~ 1 *

З а д а ч а :

Знайсьщ куты простай:

х -4- 3 у — 5 z  4“ 2 =  0 ^

2х  — т/4-30 — 3 =  0 )

з восям1 коордынат.
Дзеля таго, каб разьвязаць задачу, неабходна раунаньне 

простай прывесьц! да формы роуных стасункау. Разьвяжам 
раунаньш адносна х i у:

х =  — ~  г  4 -  1 ;

Перанясем вольныя члены улева i падзел1м першае рау­
наньне на 4, а другое на 13. Атрымаем:

х  —  1 _  у 4 - 1  z 
— 4 13 ■ “  7 ;

Цяпер ужо легка знайсьщ косшусы шуканых кутоу:
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cos a — ГП

cos 0

4
V 234 

13
V 234 ’

7cos у =  I t  ■
1 234

Ka.ii простая дадзена сыстэмай раунаньняу:

Ах By — D 

Z — с

то разьвязваем першае раунаньне адносна аднаго з невядомых. 
Няхай:

у =  кх Ъ.

У так1м выпадку pay—не простай магчыма падаць у выглядзе: 

ж _  ?/ — 6 _  г — с.
Г к ~  б •

Назоушк 0 паказвае, што койнус кута простай з восьсю 
Z рауняецца 0, г. зн., простая пэрпэндыкулярна да вой Z\ 
гэтага i трэ’было чакаць, таму што простая ляжыць у 
роунщы

Z — с ,
г. зн.,у роунщы, роуналежнай да коордынатнае роунщы XOY 

Прыклад.  Дадзены раунаньш простай:

За: +  2 s  =  0;

У — 4.
Першае раунаньне нап!шам у выглядзе:

адкуль

а канчаткова:

3 ®  =  — 2 s ,

X _  Z
— 2 ~  Т  5

х __ у — 4 __ z
— 2 ~  0 ~  Т *
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§ 2. КУТ ПАМ1Ж 2-ма ПРОСТЫМ! У ПРАСТОРЫ

Няхай дадзены дзьве простыя:

а: — а у — Ъ z — 1
(1)т п

у —
т х

Ъх z — Ci 
щ

(2).

I

х — «1

Абазначым куты кожнай простай, утвораныя з восям1 коор- 
дынат, праз: а, 0, 7 i аь 0Ь скарыстаем формулу (7) § 1:

Icos а

cos 0 =

cos -f =  r t

V гг"_|_ r№ _|_ П2

m
!/ £2 +  ш2 +  n2 

n

COS OCj =

COS pj

cosyj

К i2 -j- m2 +  n2

h '
V"k2 т  "h 2 +  n r  ’

Wj_____
VTJ+mi* + n$ : 

« 1

} (20

V k2 -f- mi2-\- Wj2

Кут пам1ж простым! выражаецца паводле вядомай формулы:

cos 9  =  cos а . cos <х{ -f- cos 0 . cos 0 ! -j- cos у . cos yt:

пасьля падстаноуш значэньня косшусау з . формул (2 ') 
атрымаем:

cos 9 ll2 -f- тт1 +  ш  1
~ V ¥ +  т2 +  W .  V 12! и- т2х - f  и21  

кал1 трэба узядь востры кут у, то бярэм так1 знак, каб выраз 

— Qk +  mmi +  nni)
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§ 3. КУТ ПА/УПЖ ПРОСТАЙ i РОУНЩАЙ

f Кутом палйж простай i роунщай завецца кут простай з 
проекцыяй яе на 
роушцу.

Так, на рысунку 
кут пакнж про­
стай АВ i роуш- 
цай S будзе кут 
ер, утворыны про­
стай АВ з про­
екцыяй яе АЪ на 
роунщу 8 .

Няхай сыстэма 
раунаньняу прос­
тай будзе:

х — а
I

i раунаньне роунщы:

У —  Ъ

т
z — с 

п

Ах-\- By -f Gz =  D

Узьвядзем да роунщы 8 пэрпэндыкуляр АС. Куты яе з 
восям1 коордынат вызначацца формулам!:

Аcos а =

COS р =
cos y =

V~aT + W + c*
________в ________
±  V~ А* +  В2 -I-О »

С

( 1)

±  V  ^ а + Ж + С 2

Куты простае з восям1 коордынат—формулам!:

Icos 0ц =

cos в. =

cos Yi

V I2 -г "иг2 +  п2 ’ 
т

V 13 +  т2 + п‘ (2)

п
V 12 +  т2-\-п2
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Знойдзем косшус кута палпж простай АВ i пэрпэнды- 
кулярам да роунщы S — АС. 3 рысунка вщаць, што кут тэты

роуны * — <р.

2 —  <р j  =  cos а . cos ai -j- cos . cos 8j - f  cos 7 . cos y,

Падстав1м у тэту роунасьць замест косшусау ix зна- 
чэньне з формул (1) i (2); атрымаем канчаткова:

А1 +  Вт +  Сиsin 9 = ----. — ' ________ v- • ■ (3)
z t V A2 - j -  Б 2 -f С2 . V Р +  т 2 ф- те2

BbiaiK.  Кал1 простая i роунща роуналежныя, то кут ® 
ровен нулю, i значыцца:

sin ср =  0.

Дроб (3) роуны нулю. Тэта можа быць, Kaai л1чнш роуны 
нулю, г. зн.:

' А1 +  Вт - f  Сп =  0.

Апррымл1ваем умову роуналежнасьщ простай i роунщы. 
Словам! яе можяа формуляваць так: дзеля таго, каб простая 
1 роунща был! роуналежныя, неабходна, каб сума .папарных 
здабыткау коэфщыэнтау пры невядомых у раунаньщ роунщы 
i адпаведных кутавых коэфщыэнтау простай роуны был1 
нулю.

Кал1 простая i роунща узаемна - пэрпэндыкулярныя, то 
простая роуналежная пэрпэндыкуляру, як1 спушчаны з 
пачатку коордынат на роунщу i, значыцца, угварае з восям1 
коордынат ташя-ж самыя куты, як i пэрпэндыкуляр да
роунщы, г. зн.:

* =  « 1 ; Р =  P i; т =  Ti

cos а == cos at ; V
cos  ̂=  cos Pi;

атрымаем:
cos у =  cos Yi

It I _ -ь 1 . — - . . В
-------- •   - —  — f -  - _ .  - V -   _________ — ___________ _____ _ ■

V А2 +  В2 +  С2 | />  +  ~  V А2 +  Б 2 +  С2
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адкуль знойдзем, што:
0 Aa +  B b + C c  — I)

А1 +  Вт +  Сп

У правую частку атрыманай формулы уваходзяць толью 
вядомыя вел1чыш, а з гэтае прычыны мы ведаем i вел!чыню S- 

Падстауляючы яе у раунаньне (3), мы i атрымаем коор- 
дынаты х, у i s  шуканага пункту перасеку простае i роунщы. 

Дасьледуем атрыманыя вышю:
1) Кал1 назоушк

А1 +  Вт -ф- Сп — О, 

а л1чшк ня ровен нулю, то
S =  оо ,

i, значыцца, х, у, z роуны таксама бязьмежнасьць Таюм 
чынам простая у гэтым выпадку роуналежная роунщы. 
Атрымл1ваем знаёмую нам умову роуналежнасыр простае i 
роушцы.

2. Кал1
Аа - f  ВЪ - f  Сс — D =  0 (5)

i
АХ +  Вт +  Сп =  0 (6),

то

Тэта азначае, што S i х, у i z неазначаныя.
Тэта паказвае, што пунктау перасеку простае i роун1цы 

бязьмежчы л1к, значыцца, простая супадае з роунщай 
(ляжыць у ёй).

Значыцца, роунасьщ (5) i (6) зьяуляюцца умовам1 супа- 
даньня простае i роун1цы.

Зауважым, што раунаньне (5) ёгьць умова таго, што 
адзш з пунктау простае (а, Ъ, с) ляжыць на роунщы, а 
раунаньне (6) ёсьць умова рауналежнасьщ простае i роунщы.

§ 5. ДРУП СПОСАБ ПЕРАТВАРЭНЬНЯ РАУНАНЬНЯ
ПРОСТАЙ

Мы бачым, як сыстэму раунаньняу простае, якая дадзена 
у форме:

Ах +  By  4- Cz =  D j

Ax i +  By ! +  Czx =  Di '

прывесьщ да вщу:

x — a у — Ъ z — c
1 m n 1 1

Цяпер мы можам паказаць друг1 спосаб гэтага пера- 
тварэньня. Задача зводз!цца да адшуканьня коордынат 
якога-небудзь пункту простае (а, Ъ, с) i кутавых коэф1- 
цыэнтау I, т, п. Дзеля вызначэньня (а, Ъ, с) маем толью 
два раунаньш (1); таму для аднае коордынаты, напрыклад 
а, даем caMi якое-небудзь значэньне (b i с потым знойдуцца). 
Кутавыя коэф1цыэнты I, т, п вызначаюцца на падставе 
простай зауваг!: простая, якая дадзена сыстэмай раунаньняу 
(1), знаходз1цца на кожнай з роуьпц (1). А кал1 тэта так, 
дык пав1нна здавальняцца умова роуналежнасьщ простае (4) 
з кожнай роунщай (1):

Значыцца:
АХ +  Вт  -4- Сп =  0 .

■ (2).
АхХ -)- В^т +  Сitt =  0 i

3 гэтых раунаньняу знаходз1м дзьве (з вел1чынь X, т, п) 
праз трэцюю. Падстав1ушы знойдзенае значэньне у сыстэму 
(4), убачым, што трэцяя вел!чыня скарачаецца.

П р ы к л а д: Дадзена простая:

2 х  — 3 у z =  — 5 ,
(3)

х +  2 у +  2>г =  2 *

патрэбна падаць гэтую сыстэму у выглядзе (4). Шукаем спа- 
чатку коордынаты (а,Ъ, с). Бярэм адвольную вел1чыню а. Няхай

а =  1.

Падстав1м у сыстэму (3) замест х адз1нку i разьвязваем 
сыстэму адносна у i г. Знаходз1м:

У =  2,
z =  —  1
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Значыцца, простая (3) праходзщь праз пункт (1 ,2 ,-  1), г. зн.,

а ~ \ ,

Ъ =  2 ,

с — — 1

Каб вызначыць I, да i «, Ушам умову (2) роуналежнасыи 
простае з кожнай з роунщ (1):

2 I — 3 т -f- п =  0

I +  2 т +  3 п ~  ОАдкуль:

„ __ 7
о

Гэтыя значэньш веУчынь I i п можна уставщь'у сыстэму
(4) 1 потым спросьщць назоунш (скарацщь на да i памно- 
жыць на 5).

Але прасьцей дапусьцщь

~ т =  5>Тады:
7 = =  1 1 , 

п =  — 7.

TaKiM чынам сыстэма (3) ператвараецца у сыстэму:

ж — I _  У —  2 _ г  - f  1
11 5 ~  — 7

§ 6. ЗЬВЯ ЗА К  РОУНЩ

Вядома, што сыстэма раунаньняу:

. Аж +  By -f- Cz +  D =  0 (i)

Ai® +  Bj?/ -f- С, 2 4- Dj =  О (Г) 

уяуляе^) простую, якая зьяуляецца перасячэньнем роунщ
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Першае раунаньне памножым на адвольны лш „р“ i 
складзем яго з (1'), атрымаем:

р (Ах Л- By +  Cz +  D) +  (А,ж +  B ty +  GyZ +  D,) =  0 (2)

Апошняе раунаньне наогул уяуляе сабой роунщу, але 
кал1 мы для парамэтра ^„р“ будзем даваць розныя значэньш, 
дык атрымаем вельм! многа роунщ. Пакажам, што гэтыя 
роунщы праходзяць праз простую, якая выражана раупань- 
ням1 (1) i (1'). Сапрауды, няхай / Х 0 , у0, z 0— коордынаты 
адвольнага пункту, яю знаходз1цца п̂  простай, выра- 
Жанай раунаньням1 (1) i (Г). Значыцца, яны (коордынаты), 
левый частно раунаньняу (1) i (Г) замяняюць па нуль. Ад- 
сюль вщаць, што яны замяняюць па нуль i левую частку 
раунаньня (2), а'гэтым самым мы можам л1чыць, што нашае 
палажэньне даведзена.

Значыцца, pay—не (2) уяуляе злучнасьць poynin, яшя 
праходзяць праз адну простую (надобна, як староша у 
сшытку), альбо, як гавораць, зьвязак роунщ, яюя прахо­
дзяць праз простую (1) i (1').

§ 7 З А Д А Ч У

1. Знэйсьщ простую, якая праходзщь праз пункт 
(х0, у0, zQ) роуналежпа да простай:

х — а ■ _ у — Ь __ z — с , v
I ~  да ~~ п ■ '

Разьвязак: нашшам раунаньне пучка простых, яшя пра­
ходзяць праз пункт (го, уа, f Q):

х  —  Х 0 _  У _  —  %  _  2 —  Z Q >
1\ Ш\ щ  К ’ ’

дзе 1Л ml i пх — невядомыя пакуль што кутавыя коэфщыэнты 
тэй простай, якую мы шукаем.

Простая (2), паводле умовы, роуналежпа да 1 -ай. Hani- 
шам умову роуналежнасьщ простых:

h =  т\  =  Ъ =  и
I т п

дзе к — наэоунж стасунку.
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Ад тэту ль мы можам атрымаць:

h = l k ;

Щ =  тк ;

~  пк ,

альбо скарачаючы на к, атрымаем:

У -  ?/, =  _г'.-зо 
* Я» те

вМяд о!Г“'! ;рш,™ ™ “л</ ”агГ ма " роста 51 ра^ ань™ х <2) 7
I, т, п. ■ ' ■ "■  Замяш“ь >”Д0 *ым1 велйгыням!

л а н ^ я р “ лзГВ"  (?  " С> "PO--V.O, „зр-У я Д дзьвюх дадзеных простых:

X - * L  =  У~Ъ > г  _  ,,
ll Щ 77~

а? =  У ~ b - L __ г — с2
щ  « 7 "

П,„КТ3( « Т с )  Т Г , н " ЮО"  " аЫШа " РЛ0ДЗ|ЦЬ "Р»>' ’ > )> раунаньне яе будзег

_ А —А  =  « ' - с
Z т ' те

г » Л1 , Г г Г ,Э" ЬНЯ "евядомых ,,г||'Уль што „арамэтраС 
проста* да д Г в “ Мл Г е :1 ,Х:''9РП9НДЬ,КУЛЯРНаСЬШ ■ * — *

* tti ~Ь штх -f- тете, =  О
t

lh +  тт2 -f- «те3 =  О

7ноТ“л а/т1НаНЬНЯ'' выз,,а"аем два »пр»»этры („раз трэду
простаГтм ,,! ,а‘Г Ь“‘ " адстаУ',|яем У Ренаны.! шуканай нростаи. 1 рэш парамэтр скарощцца

(х, 7 Л Г есьц‘ проС1ую праз два п>нкты: < * ■ » .» .) i
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ГИшам раунаныП пучка простых, яюя праходзяць праз 
пункт хх у х 0 ,:

х — ж,
7

// • У\
т те ‘(1).

дзе те», те невядомыя пакуль што кутавыя коэфщыэнты 
простай.

Выб1раем з гэтага пучка простую, якая праходзщь праз 
ПУНКТ (Х 2 У-, 0j).

Коордыцаты гэтага пункту пав1нны здавальняць рау- 
наньню простых:

Я \  — х \ У  2   У \  ■ JZ  -2   М
I те» те (2)

Каб пазбавщца коэфщыэнтау I, те», те, падзяляем раунаньне 
(1) на (2), атрымаем:

х  —  х ,  _  у  —  У |  _ _  _ 0_  —  01  

ж2 — хх ~  у 2 — у у ~~ Z2 — Z\

Тэта i ёсьць раунаньне простэй, якая праходзщь праз два 
дадзеныя пункты: (хи уи 0t) i (х2, у-,, 02).

4. Правесьщ праз дадзены пункт (х0, уа, г0) роунщу, 
пэрпэндыкулярную да простай:-

х  —  а _ у  — Ъ _ 0 — с *
I т те (О

Нашшам раунаньне пучка роушц, яюя праходзяць праз 
пункт (х0, у0, 0О):

А (х -  хс) +  В (у -  ус) +  С (0 — 0С) — 0 (2)

А, В i С нам пакуль што невядомы.
3 умовы,. роунща (2) пэрпэндыкулярная да простай 1-ай. 
ГИшам умову пэрпэндыкулярнасьщ простай i роушцы:

А
Г

В
т

С
те

(к — коэфщыэнт пропорцыянальнасьщ, альбо назоунж ста- 
сунку ,̂ адкуль атрымоуваем наступнае:

А =  Ы;



i

В  =*= km ; 

С — кп
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Падстауляем атрыманыя 
рачаем на к, маем:

выразы у раунаньне (2) i ска-

1 (х — Хо) +  m (У ~ У) +  п {г —  з0) =  0.

5. Праз дадзены пункт правесьщ роушцу, роуналежн^ю 
дзьвюм дадзеным простым.

Няхай дадзены: пункт (а, Ъ, с) i дзьве простыя:

х —  « 1  _  У — Ь, =  г  —  cL
h ' пл

i
' x  — °-i __ У — bg _  g — с,

2̂ W j  _  « 2

Раунаньне пучка роушц. 
(а, Ъ, с):

яшя праходзяць праз пункт

А (х — а) +  В (у - - b) А- С (г — с) =  0.

Шуканая роушца павшна быць роуналежная абедзьвюм 
простым, таму:

j4il -f  -J“ CVij =  0

-4̂ 2 ~b B/112 -j- Cn2 — 0

Тры апошн1я раунаньш—аднародяыя адносна А, В, С. 
Пасьля выключэньня з ix гэтых парамэтрау, атрымаем рау- 
наньне шуканай роунщы:

х — а у  —  Ь z  —  с

k  VI i

О1!

! h  VI2 п 2

•6. Знайсьщ раунаньне иэрпэндыкуляра, як1 сцушчаны 
з пункту (а. Ъ, с) на роушцу:

Ах 4- By 4 - Cs +  D =  О

Нашшам раунаньне пучка простых, як1я праходзяць 
праз пункт (а, Ъ, с):
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(2)

В (I, т, п—невядомыя).
Паводле умовы простая (2) пэрпэндь1кулярная да роу- 

| н1цы (1), значыцца:
I _ т _ и
А ~~ В  ~  U  ~

адкуль:
I =  Ак\

1 t

т — Вк;

п — Ск.

Падстауляем у раунаньне (2), атрымл1ваем:
х — а у — Ъ __ г  — с

Ак ~  ~  ~ ~ В к ~  ~  ~  Ск ’

альбо с.карачаючы на к, маем:
х — а  _  у — Ъ _  z — с
~~Т  ~  _  " ~В

Тэта i ёсьць раунаньне иэрпэндыкуляра, як1 мы шукал1. 
7. Знайсьщ роушцу, якая праходзщь праз простую:

х  — а _  У — Ъ _  з  — с  / j \
1; I m п М

i пэрпэндыкулярна да роунщы:

Ах - f  By -j- Cs 4- D =  0 (2)

Разьвязак. Нашшам раунаньне пучка роу'н1ц, як1я пра­
ходзяць праз пункт (a, b i с):

At (х — а) +  Bi у — Ъ) Су (г -  с) =  0 (3)

(Аи В и Ci — невядомыя лЫ).
Выбярэм з пучка роунщ роуналежную нашай простай 

О). Такая роунща будзе супадаць з простай (1), бо яны 
адначасова да яе роуналежныя, i маюць агульны пункт 
(а, Ъ, с).

Умовы роуналежпасьщ простай (1) i роунщы (3) будуць; 
Ail +  B xm +  Схп =  0 (4)
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Але роунща (3) павшна быць пэрпэндыкулярнай да 
роунщы. Дзеля гэтага неабходна, каб:

А ХА  +  В ХВ  -\- СХС =  0 (5)

Раунаньш (3),'(4) i (5) магчыма разглядаць, як сыстэму 
трох аднародных раунаньняу з трымя невядомым1 Аи В и Сх. 
Гэтыя раунаньш маюць не нулявыя разьвязваньш, таму 
дэтэрмшант з коэфщыэнтау павшен рауняцца*нулю.

ж — а у — Ъ s — с ;

I т п ! = 0

А В С

Гэтая роунасыдь i ёсьць раунаньне шуканае роунщы. 
Кал1 простая дадзена раунаньнямп

А хх  -f- В\У C\Z =  Т)\ \
\ (6)

А2Х —j— В2У “р C2s =— Do ^

i трэба праз тэту простую правесьщ роунщу, пэрпэнды- 
кулярную да роунщы

Ах  +  By  +  Сз —■ D (7),

то, спачатку, niuiaM раунаньне зьвязку роунщ, якчя пра- 
ходзяць праз простую (6):

р (Ахх  +  Bty -Ь CiZ — А ) +  (Ах +  By +  Cz—D) =  0 (8)

альбо:

(pAt +  А2) х +  (рВ, +  В2) у +  (рОх +  С2) z — pDx — Do (9)

Невядомы пакуль што парамэтр р вызначаем з умовы 
пэрпэндыкулярнасьщ роунщ (7) i (9):

А (рАх +  Д2) +  В (рВх +  Во) +  С(рСх +  С2) =  0

► _  аа2 +  вв2 + ссг
Р ААх +  BBi +  СС\

Застаецца тольД падстав1ць значэньне парамэтра р  у 
раунаньне (8).
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8. Правесыф роунщу праз 
простую:

х — а _ у — Ъ
I m

Раунаньне пучка роунщ, яшя праходзяць праз пункт 
(ж,, ух, Sj) ёсьць:

А (ж — Хх) +  В (у — ух) +  С О  — sy) =  0 (2).

Выбярэм з гэтага пучка роунщ роунщу, якая праходзщь 
праз пункт (а, Ъ, с):

А (а — ж,) +  В (Ъ — ух) +  С (с — «,) =  0 (3).

Далей, трэба, каб роунща была роуналежная простай 
(1), г. зн.:

А1 +  Вт +  Сп =  0 (4)
Раунаньш (2), (3) i (4) уяуляюць сыстэму трох аднародных 
раунаньняу з трыма невядомым1 А, В, i С. Тэта сыстэма 
мае не нулявыя разьвязваньн1, таму дэтэрмшант з коэф!- 

'цыэнтау пав1нен рауняцца нулю, г. зн.:

X —  Хх У —  Ух s  — г)

а — Хх Ь — ух с — st — 0

I 7ГГ п

Тэта i ёсьць раунаньне шуканае роунщы.
Кал1 простая дадзена сыстэмай раунаньняу (6) раней 

нашсанай заданы, то нап1шам раунаньне зьвязку роунщ (8) 
i патрабуем, каб роунща (8) праходзша праз дадзены 
пункт (Хх Ух Sx). Дзеля гэтага трэба выбраць парамэтр р  
гашм чынам, каб:

Р (Д1Ж1 -f- В ХУ\ -j- CxSx — Dx) +  (АоХх -f- ВоУх Д- CoSx — D3) =  0̂

адгэтуль знаходз1м значэньне р (парамэтр), якое i падстау- 
ляем у раунаньне (8).

9. Знайсьщ раунаньне пэрпэндыкуляра, якч спушчаны 
з пункту (Хх, ух, Sx) на простую:

х — а у — Ъ

пункт (ж,, ух, Sx) i цераз

г  — с 
п ( 1)

I т
z — с 

п
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Для таго, каб спусьцщь з пункту М пэрпэндыкуляр на
простую АВ, неаб- 
ходна правесьц1 
дзьве роунщы, з 
HKix першая прахо- 
дзщь праз пункт 
М пэрпэндыкуляра 
на АВ, а другая 
праз- пункт М i праз 
АВ. Перасячэньне 
гэтых роушц ёсьць 
шуканы пэрпэнды­
куляр Мр.

Р ыс. % Раунаньне роунщы
першай ёсьць:

I (ж — ж,) +  т (у — ух) +  п (з — г,) =  О

(глядз1 задачу № 4), а роунщы другой:

х  — -  х{ У — Ух 2 — Si

а — ж, Ъ — Ух С — 0, =  0
1 т п -

(глядз! задачу 8). Сыстэма гэтых раунаньняу i вызначае па- 
трэбны нам пэрпэндыкуляр.

10. Правесьщ ротищу праз простую:
х — а _ у — Ъ _ з  — с

Л т п ’

роуналежна простай:

х — __ у — bj __ 2  —>■с(
l\ ml Пх

Kaai роун!ца праходз1ць цераз першую простую, то
пункт (а, Ъ, с) гэтае простай павшен ляжаць,на роунщы, а 
акрамя таго, павшна здавальняцца умова роуналежнасьщ 
простай i роунщы. Таму шшам спачатку раунаньне пучка 
роун1ц, як1я праходзяць праз пункт (а, Ь, с):

А (ж — в) +  В (у — Ъ)-\~С (г — с) =  0 (1)
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i выбярэм параметры А, В, С таюм чынам, каб роунща (1) 
была роуналежная абедзьвюм дадзеным простым. Атрымаем 
роунасьщ:

А1 +  Вт + Сп =  0 

АВ -|- Вт 1 -j- Giii — 0

Выключэньне парамэтрау А, В, С дае раунаньне шуканай
роунщы:

ж — а у - и з — с

' 1
V. .  . Ч т п .== 0

1 тл

11. Знайсьщ пункт перасячэньня дзьвюх простых:

х  — а У — 1) 2  — С
(1)

1 т п

X  — Cli _ у -Ь х  . 3 — Ci (2)
h nil Пх

Вядома, што дзьве простыя у прасторы не заусёды 
перасякаюцца пам1ж сабой. Тэта магчыма убачыць з таго, 
што коордынаты пункту перасячэньня простых павшны 
здавальняць 4-м раунаньням (1) i (2), а 4 раунаньш з трыма 
невядомым1 не заусёды сумесныя, не заусёды маюць разь- 
вязваньн1. Таму раней, чым шукаць пункт перасеку дзьвюх 
простых, неабходна упэунщца у тым, што яны перасяка­
юцца. Будзем шукаць умову перасячэньня дзьвюх простых 
у прасторы.

Азначым кожны з стасунка^ (1) праз к i кожны з ста- 
сунка^ (2) праз ки тады:

ж =  a -f- Ik ; 

у =  Ь шк; 

г  =  с +  пк

X — *Т lik i ;

у — hi - f  miki ;

г =  й +  thki

(4)
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Для пункту перасячэньня ро^насьщ (3) 1 (4) пав!нны
даваць аднолькавыя значэньш коордынат х, у, г, таму:

и -| - 1к —  1\к\

Ь +  тк — bx -f- >nxki 

с +  пк =  с, -f п\к\
альбо:

( а  — а,) +  11с — 11к 1 =  0 j

(Ъ — Ь,) +  тк — тхкх — 0 > (5)

(с — с,) -f- пк — щкх =  0 /

Атрымал: тры раунаньш з двума невядомым! к i кх. 
Раунаньш сумесныя толькт пры тэй умбве, што дыскрым!нант 
рауняецца нулю:

а — а\ 1 h
Ъ — К т тх =  0

с — с, п щ

Тэта i ёсьць умова перасячэньня дзьвюх дадзеных простых. 
Кал1 умова выканана, то узяушы два раунаньш з сы- 
стэмы (5), знойдзем к альбо кх. Коордынаты пункту перасеку 
простых (х, ' л) цяпер легка можна знайсьщ паводле 
формулы (3) ,, 1).

12. Знайсьщ малую адлегласьць пам‘1ж дзьвюх
простых.

Кал1 простыя роуналежныя пам:ж сабой, дык бярэм на 
дадзенай простай якЬнебудзь пункт i прдводз1м цераз яго 
роунщу, пэрпэндыкулярную да простых. Будзем медь на 
кожнай простай па аднаму пункту. Адлегласьць пам1ж iMi 
i будзе шуканай адлегласьцю.

Няхай цяпер маем няроуналежныя простыя (гл. рыс. 97):

i
✓

(АВ)

х  —  ах _  у  —  Ь1 з  —  сЛ 
тх п

0 (CD)
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Для пабудовы самай малой адлегласьщ пам!ж 
простым:, праводзш спачатку цераз адну з простых, Р-
АВ, роунщу S 
роуналежна дру­
гой простай CD.
Потым пэрпэнды- 
кулярна да -гэтай 
роушцы S право- 
дз1м цераз абедзь- 
ве дадзеныя про­
стыя р о у н i ц ы
ABab i CDcd.

Лшя перасеку 
гэтых роушц(АтМ) 
i будзе шуканай Рыс. 97

самай кароткай адлегласьцю памЬк простым:. ведаць
Кал1 не патрэбна мець адлегласьць > .

тольк! яе вел!чыню, то абмяжоуваемся тольк. т ы ^ ш  ^ 
право дз1м роунщу S i спускаем з^якога-небуд

- X — " Ж Г З . 1 - й  аддетдась, 

пам1ж простым!.
§ 8. ПЕРАТВАРЭН ЬН Е КООРДЫ НАТ  

1. П ер анос пачатку коорды нат

Няхай дзьве сыстэмы коордынат маюць розныя па,а™,

X'
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а напрамю адпаведных восяй аднолькавыя (гл. рыс. 98).
Няхай координаты якога-небудзь пункту прасторы М  

адносна старой сыстэмы будуць х, у, s, а адносна новай 
сыстэмы х', у' i s'.

Няхай таксама коордынаты новага пачатку О' паводле 
старой сыстэмы будуць а, Ъ, с.

Спроектуем но.выя Boci О'Х1, O 'Y ' i пункт М  па роунщу 
X Y .  На гэтай роунщы коордынаты новага пачатку будуць 
(«, Ъ), старый коордынаты пункту т  будуць (х , у) i новыя— 
(х 1, у '). Вщавочна, што зараз мы можам выкарыстаць фор­
мулы аналНычнай геомэтрьп на роунщы—-формулы переносу 
пачатку коордынат з захаваньнем напрамку восяй,4а менав!та 
формулы (7):

х  —  х ' -\ -а

У =  У1+  Ь

Кал1 спроектуем новыя eoci коордынат на роунщу Y Z  
(альбо X X ), то знойдзем, што

Z =  s' -j- С

TaxiM чынам, як i у геомэтрьп на роушцы, старыя коор­
дынаты роуныя новым плюс коордынаты новага пачатку, 
паводле старой сыстэмы.

2. Ператвареньне напрамку восяй
Няхай дзьве простакутныя сыстэмы коордынат маюць 

агульны пачатак, a eoci новай сыстэмы павернуты адносна
Z

/ X ' X 2 ‘

X X , x s з

X д А А

Z t У. г3

■ .

з

« А

I- ( t

Рыс. 99

173

старых восяй так, што новая вось ОХ' утварае са старым) 
восям1 OX, O Y  i 0 Z  адпаведна куты л и ,8,, вось 0 Y  з 
тымпж восяMi куты а2, |32, у2 i вось OZ  з тымг-ж восям1 
куты а3, З3, |3 (гл. табл. рыс. 99).

3 дапамогай гэтай таблщы кут пам!ж кожным1 2-ма восямч 
знойдзецца на перасеку адпаведных горызонтальных i 
вэртыкальных напрамкау.

Возьмем у прасторы адвольны пункт М  (рыс. 99); па- 
будуем яго новыя коордынаты х', у', s' i спроектуем ламаную 
OPQM  на вось ОХ. Яе нроекфыя роуна проекцьй яе замы- 
кальнай ОМ:

пр. О М  =  пр. OP  ф пр. PQ  ф пр. QM  (1)

Але проекцыя О М  на вось ОХ, вщавочна, роуна- старой 
коордынаце пункту М, г. зн., х :

пр.ох ОМ  =  х

Кал! яшчэ прыняць пад увагу, што адцшкг OP, PQ  i QM, 
роуналежныя адпаведным восям O X 1. O Y ' i OZ1 i, значыцца, 
куты, утБораныя iMi з восьсю ОХ, ёсьць а.и а2 i а3 (гл.табл.) 
то роунасьць першая nepaninianna гэтак:

X — X1 COS а, ф- у' COS а, ф s' cos a3

Проектуючы ламаную OPQM  на Boci OY, OZ i разва- 
жаючы зуа'м аналёпчна, атрымаем формулы:

у  =  х' COS 3, ф X' COS ф ф S' COS Ф

S  —  X  COS f i  - ф  у  COS у2 Ф s ' COS Уз

Мы так1м чынам атрымал1 формулы для пераходу ад 
старых коордынат да новых. Кал1 трэ’было б зрабчць адва- 
ротны пераход, то вельм1 легка, карыстаючыся адпаведнай 
таблщай, нашсаць патрэбныя формулы:

х' =  X COS Я, ф  ‘У COS ф ф Z COS у,

у' —  X COS я2 -\- у COS $1 2 COS у2

г' х  cos а3 -ф у  cos ф ф г  cos у:;
3 9 кутоу, яшя уваходзяць у формулы ператварэньня, ня 

усе адвольныя. Пам1ж iMi iCHye шэсьць залежнасьцяй i як раз.
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На падставе вядомых суадносш палиж косшусам! кутоу 
простае i восям1 простакутнае сыстэмы коордынат маем:

cos?a( - f  coS“̂ i -f- cos2-[i =  1

cos2a3 +  cos2p2 -j- cos3y3 =  1

cos3a3 +  cos2(33 +  cos2y3 =  1

Далей з прычыны пэрпэндыкулярнасьщ восяй X  i Т, 
Y1 i Z', X' i ZJ, сыстэма коордынат простакутная; маем:

COS Я, COS Я3 +  COS ($! COS P-J +  COS 7i cos y2 =  0

cos a2 cos a3 -j- cos p2 cos p3 -f~ cos y2 cos y3 — 0

COS a, COS Я3 -f- COS {3, COS °3 -f  COS Yi cos^:f =  0

Значыцца, адвольныя толью тры куты, а астатшя сам! 
вызначаюцца, кал! задацца яюмьнебудзь трыма кутамк 

3  прычыны гэтага леши выбраць за незалежныя на- 
ступныя тры куты:

1) Кут о пам1ж восьсю OX i простай О W (гл. рыс. 100), 
якая зьяуляецца перасекам роунщ ХО1 i A OY i завециа 
яна вузлавой лшяй.
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2) Кут пам1ж восьсю OX’, i тэй самай простай 0W.
3) Кут й пам1ж восям1 Z i Z .
4. Павернем сыстэму коордынат XYZ вакол B o c i  Z на 

кут ® (сама вось застаецца на месцы), каб вось ОХ супадала 
з вузлавой лшяй ОW. Тады вось OY зойме новае пала- 
жэньне ОТ'. Зроблены нам1 паварот ёсьць толью паварот 
у роунщы XOY, таму што вось Z засталася на м^спы, 
значыцца, новыя Boci застал1ся у тэй самай роунщы.

Значыцца, формулы ператварэньня будуць:

х — х" cos 9  — у" sin 9

у — х" sin 9  -j- у" cos'9  

, Z - Z'

Зараз po6iM паварот .сыстэмы X"Y"Z" вакол Boci OX 
(OW) на кут V, каб poyniua X"Y" супадала з роунщай X'Y' 
i, значыцца, вось Z" (яна-ж Z) супадала з восьсю Z’. Атры-

маную таюм чынам новую сыстэму назавем X'" Y'"'Z". Мы 
будзем мець паварот восяй коордынат у ро^нщы Y"OZ" 
(альбо Y"OZ) i формулы ператварэньня будуць наступныя:

X й — х'". у" =  у  cos Я -  s'" sin D;

s" =  у"' sin i) +  s'" cos ii

Ц?пер чатыры eoci X1, Y'\ X", Y"' (глядз{ рысунак 101) ля- 
жаць на аднэй eoci. Нарэшце, павернем сыстэму X " Y" Z"'



176

вакол Boci Z'4 (яна-ж s ), каб вось OXl! (0W ) супадала з 
восьсю ОХ. Ясна, што тады i вось OY" павшна супадаць 
з .восьсю OY.

У дадзеным выпадку мы зьдзейсьн1ваем паварот восяй 
коордынат у роунщы X" 0 Y значыцца, формулы пера- 
тварэньня будуць наступныя:

х"' =  х' cosб — у1 sin

у —  х '  sill б -f- у  COS') 
i

Z —- z

Выключаючы паступова дапаможныя коордынагы, атрымаем 
наступныя формулы:

1 )  х  =  х' (cos 9  cos <b — sin 9  sin ') COS Я) — у  (cos 9  sin <l> —

—  C O S »  C O S ')  COS 11)

2 ) у =  x' (sin 9  cos ) -f cos 9  sin •) cos ft) — у (sin 9  sin 6  —

— cos 9  cos )  cos Я)

3) z =  x sin <b sin Я +  у’ cos 6  sin Я -|~ s' cos Я 

Яны завуцца формулам! Эйлера.
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Р А З Ь Д З Е Л  IV

§ 1. ГЕОМЭТРЫЧНАЕ ЗНАЧЭНЬНЕ РАУНАНЬНЯУ

Мы бачьш, што раунаньне 1 -ай ступеш з трыма невя- 
домым1 х, у, з выражае роунщу. Паглядз1м, яю геомэтрычны 
сэнс мае раунаньне адвольнага выгляду з трыма невядомымп

f  (ж, у, з) =  О

Гэтае раунаньне неазначанае, значыцца, яно мае бязь- 
межнае мноства сыстэм разьвязкау. Кал1 кожную сыстэму 
разьвязкау (х, у, з) будзем л1чыць за коордынаты пунктау 
у прасторы, то нашае раунаньне дае бязьмежнае мноства 
пунктау, дае некаторае геомэтрычнае месца пунктау. Па- 
глядз1м, як разьмяркованы гэтыя пункты у прасторы. Возь­
мем спачатку раунаньне тольш з двума невядомымР

f  (х , у) =  О
Будзем л1чыць х i у коордынатам1 пунктау роунщы XY.

У гэтым выпадку, як мы ведаем, раунаньне
f  (х, у) =  О

будзе выражаць некаторую крывую л!шю АВ на роунщы XY.
Цяпер няхай гэ- 

тая крывая руха- 
ецца проста уверх 
i ушз. Сва1м рухам 
яна ашща цылш- 
дрычную паверх- 
рю, просталшей- 
ныя формаваль- !

| I

о?
■ X

/

ныя якой роуна- 
лежныя Boci Z.
Возьмем якую-не- 
будзь формаваль- 
ную ММ'. Ясна, 
што кал1 (ж, у)— / у  
роушчныя коор­
дынаты пункту М, i пам1ж iMi ёсьць залежнасьць:

f  (ж, У) =  О,

то TaKiMi самым! па вел1чыш будуць i прасторавыя коор-

<jV  

Рыс. 103
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дынаты (х, у) кожнага пункту М’ >), i пам1ж iMi будзе 
такая-ж самая залежнасьць:

f  (х, У) — 0.

Значыцца, раунаньне з дзьвюма координатами

/ (х, у) =  0
на роунщы XY  уяуляе кривую лшпо, а у прасторы—цылш- 
дрычную паверхню, формавальныя якой роуналежныя eoci 
Z, а юравальнай зьяуляецца гэтая самая кривая.

Цяпер, няхай, маем раунаньне з трыма координатам!:

f  (х, у, г) =  0.

Для некаторай координаты, напр. г, дадзем якое-небудзь 
азначанае значэньне:

з =  /г.
Данае раунаньне пераходзщь у раунаньне:

f  (х, У, К)  =  0 .

Гэтае раунаньне, як мы толью бачыл1, уяуляе цылшдрычную 
паверхню, а раунаньне

z — h

выражае роунщу, роуналежную коордынатнай роунщы 
XY. Аоодва раунаньш разам выражаюць лшпо перасячэньня 
цылшдрычнае naeepxni з роунщай. Будзем даваць для 
координаты з усё новыя i новыя значэньн!, неперарыуна 
пераходзячы ад аднаго да другога. Тады будзем атрымл1ваць 
усё новыя i новыя цылшдрычныя naeepxHi i poyHinu, усё 
новыя i новыя л!нН перасеку. Ясна, што гэтыя лiHii будуць 
неперарыуна пераходзщь адна у другую i сваею злуч- 
насьцю—формаваць некатору!о паверхню.

TaxiM чинам, црыходз1м да вываду, што раунаньне з 
трымя координатам!

f  {х, у, з) =  0

уяуляе некаторую паверхню.

') Незалежна ад вышын! разьмяшчэньня пункту И '  на формавальнай, 
г. зн. незалежна ад вел!чыш z.

1-79

Kani нам дадзены два раунаньн1:

F  (х, у, з) =  0 
Л

/  (х, У, г) =  0,

то кожнае з ix паасобку выражае некаторую паверхню, а 
злуМнасьщЛх—геомэтрычнае месца пунктау, яюя знаходзяцца 
адначасова на абедзьвюх паверхнях, г. зн. лшш ix пера­
сячэньня. TaKiM чынам злучнасьць двух раунаньняу уяуляе 
у прасторы лшш.

В!давочна, сыстэма 3-х раунаньняу выражае адзш альбо 
некальк! пунктау перасеку трох роунщ.

Kani левая частка раунаньня

f  (х, у, г) =  0
ёсьць цэлы многачлен n-ай ступен! адносна координат 
х, у, з, то паверхня, якую выражае нашае раунаньне, 
завецца альгебрычнай паверхняй n-га парадку, напр.:

х2у — 2 г  — 0

ёсьць паверхня 3-га парадку. Прыпомшм, што формулы пера- 
тварэньня координат—першай ступен! адносна координат. 
Дзеля гэтага, кал1 дадзена паверхня n-га парадку, i мы 
3 p o 6 i M  ператварэньне координат, то для паверхш зноу 
атрымаем раунаньне n-га парадку. Адсюль p o 6 i M  вывад, 
што парадак паверхш не зьмяняецца пры ператварэньш 
координат, а значыцца, не залежыць ад выбару сыстэмы 
координат.

Няцяжка пераканацца у тым, што усякая простая пера- 
сякае паверхню n-га парадку ня больш, як у п сапраудных 
пунктах.

t сапрауды, няхай раунаньне n-га парадку ёсьць:

F  (х, у, г) — 0 (1)

Знойдзем перасячэньне гэтай паверхн! з восьсю X. 
Раунаньш Boci ОХ наступныя:

у — 0 ;
з =  0 (2)
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Разьвяжам сумесна раунаньш (1) i (2), атрымаем:

F  (х, 0, 0) =  О

Атрымаем раунаньне ня вышэй n-ай, а таму з яго мы 
знойдзем для х ня болей п сапраудных значэньняу (кара- 
нёу). Тэта паказвае на тое, што вось X  з нащай паверхняй 
перасякаецца ня болей, як у п сапраудных пунктах. Тое 
самае можна сказаць адносна усякае простае, бо пры ад- 
паведных ператварэньнях коордынат усякую простую можна 
зрабщь восьсю X.

§ 2. ПАВЕРХШ  ДРУГОГА ПАРАДКУ

Кожная лш1я другога парадку можа быць утворана не- 
перарыуным рухам пунктау па роунщы i азначана, як геомэ- 
трычнае месца пунктау. Кожная паверхня другога парадку 
можа быць утворана неперарыуным рухам лши у прасторы 
i азначана, як геометрычнае месца лшШ. Але ёсьць штатная 
розьнща: пункт пры ceaiM руху па ро^шцы ня можа зьмя- 
нщца, а лшя, рухаючыся у прасторы, можа дэформавацца.

Азначэньне: элш-
сощ ёсьць геометрыч­
нае месца падобных1) i 
паралельна зьмешчаных 
элшсау, вяршыш яшх 

У* ляжаць на дадзеным Ki-  
равальньщ элшсе. Для 
прастаты уяв1м, што Kipa- 
вальны элшс знаходзщца 
на роунщы XZ i зада- 
дзены раунаньнямв

х 2 г2
а 2 +  с2' 1

(О 2)

1) Boci узаемна пропорцыянальныя.
3) Першае раунаньне азначае элштычны цылшдр, вось якога супадае 

з восьсю Y ,  а 2-е раунаньне азначае роунщу X Z .
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а элшсощ утвараецца рухам элшса:

X 2 1 !2
т2а2 т2Ъ2

з =  h

1
(2),

вышыш якога щуць па юравальнаму элшсу (глядз1 рыс. 104).
Множшк т, а таксама i вышыня палажэньня рухомага 

элшса h—вел1чыш зьменныя. Вщавочна, вел1чыня множшка 
т залежаць ад вел1чыш h. Гэтую залежнасьць ня цяжка 
знайсьщ наступным парадкам. Кал1 вяршыня (та, о, h) 
элшса (2) ляжыць на элшсе (1), то:

h2

с2
т2 — 1 —

i раунаньш зьменнага элшсу (2):

х2 у2
'а2 +  Ъ2

h2

С2

з — h

маюць тальк! адзш зьменны парамэтр h.
Выключаючы ,h з anomHix раунаньняу, 

чаткова раунаньне элшсоща:
знойдзем кан-

х2

а2 + Ъ2 с2 1

Усе перасячэньш элшсоща роунщам1 даюць элшс. Напр., 
перасячэньне роунщай

х =  Н,
роуналежнай роунщы YZ, дае крывую:

Н2 у2 з^ =  
а2 ~*~ Ъ2 ' с2

Н2щ калт азначым 1----- 2 праз М2:

Ъ2

з2

ж =  #
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1 значыцца:

/
у2 z2

~ШЬ2 +  М2с2

х Н

Атрымаем раунаньш элшса з паувосям1 ЖЬ i Же. Кал1 
будзем зьмяняць вел1чыню Н, то будзем атрымл1ваць 
падобныя эл1псы.

Кал1-ж зьмен1м у азначаным элшсощзе дадзены Kipa- 
вальны эл!пс на гшэрболу, то атрымаем 
азначэньне гшэрболёщу. Для Kipa- 
вальнае ппэрболы будзем медь на- 
ступныя раунаньш:

ж2
я2 * - - 1с2

(3 )
У =  О

i атрымаем аднаполы ппэрболёщ:

(рыс. 105).х 2 у2 _  _
а2 ' Ъ2 с2 ~  1

А для спрэ- 
жанае ппэр- 
болы:

=  1

У — о
двухполы гшэрболёш:

х2___у2 ?L — \
а2 Ъ2 ' с2 ~~

(глядз1 рыс. 106).
Усе перасячэньш аднаполага ri- 

пэрболёщу з роунщамц роуналеж- 
ным1 X Y — вытвараюць элшсы, а з
роунщамц роуналежным1 XZ i YZ— ппэрболы i простыя 
(пры х  =  a i у =  Ь).
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Двухполы ппэрболёи перасякаецца роушцамц роуна- 
1 лежным1 XZ i YZ, па гшэрболах i роунщамц роуналежным1 
I X Y пры \з\ >  с, паэлшсах; пры \з\ <  с няма перасеку i пры 
5 \з\ =  с атрымл1ваюцца два пункты—дзьве вяршыш ппорбо- 

■  лё!ду. Для утварэньня аднаполага ппэрболёщу за шраваль- 
[ ную можна узяць простую, напрыклад, простую у роушцы, 
! якая роуналежна да роушцы YZ i перасякае вось X на 
[ адлегласьщ „а“ ад пачатку, г. з‘. простую:

3 =  т у

х — а

Замян1ушы у азначэньш элтсощу дадзены элшс нара- 
болаю, атрымаем азначэньне параболёщу. Юравальная па­
рабола i утваральны элшс дадзены раунаньнямц

х2 =  3

х2 , у2 =  J 
2 рпг 2 qm

з  =  h
I

Вяршыия (У'йрт, 0, h) ляжыць на параболе, а таму:

т — h.
Выключаючы парамэтры т i li, атрымаем раунаньне элш- 
тычнага параболё1ду:

х2 . у2 

2p^2q

Эл1птычны параболёщ перасякаецца роунщам1 па элшсах 
i параболах.

Для утварэньня ппэрбол1чнага параболё1ду за Kipa- 
вальныя крывыя бярэм дзьве параболы: адну на роушцы 
XZ угару, а другую на роушцы TZ ушз.
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Раунаньш гэтых парабол ташя: 

х2 ]
о —  =  s
2 Р  !

У  =  О )

г/2

2«

1

х — О

(4)

(5).

Утваральным1 крывым1 у гэтым выпадку будуць дзьве 
Z спрэжаныя ппэрболы,

з яшх адна ceaiMi вяр- 
шынялй щзе па першай 
параболе угару, а дру­
гая па другой параболе 
—ушз. Раунаньш ппэр- 
болы так1я:

_____ =  j

ж2 , У2 _  1
2gm ' 2 qm 

z — — h

Вяршыня першае ппэрболы ( г 2 рт, О, К) ляжыць на 
першай параболе, а вяршыня другое ппэрболы (О, V 2 qm ,—h) 
ляжыць на другой параболе. Таму абодва разы

т — h

i, значыцца, утваральныя ппэрболы выражаюцца раунаньнямп

х2 г/2
2 ph 1

,______
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х2

2 ph +
У 2_  

2 qh

z =  — h

Выключыушы з кожнае пары раунаньняу зьменны пара­
мэтр h, атрымаем адно i тое-ж раунаньне—раунаньне ппэр- 
бол!чнага параболё1ду:

х 2 _  У 2 =  z  

2 р 2 q

(гл. рысун. 108).
Тэты параболёщ перасякаецца роушцамц роуналежным1 

XZ i YZ, па параболах i роунщамц роуналежным1 XY, па
г1пэрболах i простых (пры 
s =  0).
Да гэтага самага раунаньня 
прыйдзем, кал1 за шраваль- 
ную возьмем параболу:

У  =  0 ,

а за утваральную параболу1): 

У 2 =  — q (г — h)
= т

Ня цяжка атрымаць i раунаньне конуса i цьшндра. К1ра- 
вальнай для конуса зьяуляецца пара простых, яшя перася- 
каюцца, а для цылШдра пара роуналежных простых.

Няхай, напрыклад, заместа г1пэрболы (3), шравальнай 
будзе пара простых:

i) Утваральная парабола !дзе сваею вяршыняю ( т ,  0, К )  па юравальнай 
параболе так, што яе роунща увесь час застаецца роуналежнай роушцы Y Z .

ВШавочна, утваральная парабола пры сва!м руху заусёды перасякае 
пару простых:

о ^ _ У ^  _ 0
2 q
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х-
а 2

_ ’z2 

с2

у1 =  о

00

Кал1 за утваральную возьмем элите, то атрымаем рау­
наньне эл1птычнага конуса, вяршыня якога знаходз!цца у 
пачатку коордынат

X2 yi S 2

я2 +  Т2 ~  с2 =  ° (6)

Давядзем, што тэта паверхня конусу з вяршыняй у па­
чатку коордынат. Няхай пункт (хи уи zx) знаходзщца на 
паверхш, г. зн. няхай:

Si2Xj2 yi2 .
а 2 ' Ъ2 с2

=  0.

Правядзем праз тэты пункт i пачатак коордынат простую: 

х_ _  У _  J
Xi Уг

Кал1 азначым кожны з гэтых стасунка^— праз к, то 
координаты адвольнага пункту выражаюцца таюм чынам:

х =  кх{ \

У =  ку г,

z =  kzt

Гэтыя выразы коордынат здавальняюць раунаньне (6), 
значыцца, усяю пункт проста# (7), шакш кажучы, уся про­
стая (7) знаходзщца на паверхш (6). Таюм чынам po6iM 
вывад, што усе пункты, коордынаты яюх здавальняюць 
раунаньне (6), разьмяшчаюцца па простых, яюя сходзяцца

0 Першае раунаньне падзяляецца на два раунаньш:

- ± . 4 -  - * - ~ 0  а с

с °

i

X
а

1 8 7

» пачатку коордынат, г. зн. на конусе з вяршыняй у пачатку 
коордынат. У асобным выпадку, кал! утваральнай зьяуляецца 
круг, атрымаецца паверхня вярчэньня.

Дапусьщм, што юравальная выражаецца раунаньнямп

f  (я2. г) =  0 I 

У =  0  j

дзе f  (ж2, г) — адзш з мнопх складоу:

(8),

1) —  +  —  1) а2 ' с2

2)
х2

а2 с2

1; '

1;

оч ̂ _ 1 _  1-
3) а2 с2 +  ’

х24) s----- з' 2 р

ч Ж* 23
5) ~а2 ~~ с2" ’

6) х2 — а2

(9).

Утваральнай зьяуляецца круг:

х2 +  у2 =  т2 \ 

2 =  h
(10)

Пункт круга (ж, 0, h) знаходшцца на юравальнай (8), а 
таму павшна здавальняцца раунаньне:

/  (m2h) =  0 (11)
i шуканая паверхня вярчэньня выражаецца раунаньням! ( 1 0 ), 
прычым зьменныя парамэтры т i h зьвязаны пам1Ж сабо

УМ°Выключаючы з (10) 1 (11) гэтыя парамэтры, атрымаем 
раунаньне паверхш вярчэньня у выглядзе:

f  (я2 +  У2, ») — О-
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Вцавочна, што можна л1чыць дадзеную кривую (8) за 
утваральную, а круг за юравальную, г. зн., паверхш утва- 
раюцца вярчэньнем крывой (8) каля Boci Z (чым i апрауд- 
ваецца назва—паверхня вярчэньня).

TaKiM чынам, кал1 на роунщы XZ дадзена кривая 2-га 
парадку (8) i (9), то раунаньне адпаведнае паверхш вяр­
чэньня атрымаецца простай заменаю у першым з раунаньняу 
(8) х- праз х 2 -J- у2.

§ 3. кругавыя сячэньш

Дадзены раунаньнем элшсощ:
х2 . у2 z2 

а2 Ъ* ' с2 ( 1 ),

прычым а  >  b >  с. /1равядзем роунщу праз сярэднюю вось 
2 Ъ (г. зн. праз вось Г) i вось Z. У сячэньш мы атрымаем 
элтс з паувосям1 Ъ i с. Роун1цу будзем паварачваць 
навакол Boci Y.

Наш эл1пс будзе дэформавацца ташм чынам: большая 
паувось—Ъ ня будзе зьмяняцца зушм, а меншая будзе па- 
вял1чвацца да таго часу, пакуль ня будзе рауняцца а (на 
роунщы XY).

В1давочна, што будзе так1 момант, кал1 nayeoci зробяцца 
poyHUMi пам1ж сабой. У тэты момант элшс прымае форму 
круга.

Тэта сячэньне элшсощу i будзе яго кругавым сячэньнем.
Зразумела, што ташх кругавых сячэньняу, як1я прахо- 

дзяць праз вось Y, будзе два— MN i PQ (рыс. 109); яны 
сымэтрычна разьмешчаны адносна роунщы YZ. Легка пера- 
канацца, што роуналежныя ро^н1цы перасякаюць эл1псощ 
па надобных элшсах. Дзеля гэтага правёушы усяк1я магчы- 
мыя роун1цы, роуналежныя роунщам кругавых сячэньняу, 
MN i PQ, атрымаем дзьве сыстэмы роуналежных кругавых 
сячэньняу. Падыходзячы да паверхш эл1псо1ду, кругавыя 
сячэньн1 бязьмежна памяншаюцца i урэшде зьмяншаюцца 
у пункты. Гэтых пунктау, як1я завунда пунктам! абкруг- 
леньня, чатыры.

Знойдзем куты нах1лу да Boci X роунщы кругавых 
сячэньняу.
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Роушцы, яшя праходзяць праз вось Y, выражаюцца у 
выглядзе раунаньняу:

z =  кх.

Задача звддз1цца да адшуканьня кутавога коэф!цыэнта к,

пры умове, што паувось
ОМ =  Ъ.

Каб знайсьщ вел!чыню ОМ, трэба ведаць коордынаты 
пункту М. Тэты пункт знаходзщца на эл1псощзе (1) па 
роун!цы XZ (у =  0) i роунщы

z =  кх.

Значыцца, для гэтага пункту:

х2 к2х2

а 2 ^
адкуль

Адлегласьць

але

дзеля гэтага:

а2с2
ж2 =  №  

O M = V x 2 +  s2

z =  кх ;

ОМ — x V  Г +  к2.
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3 умовы 

альбо
< Ж = Ь ,

ОМ2 =  Ъ2,
маем:

х2 (1 +  к2) =  Ъ2

Падстауляючы знойдзеныя значэньш х2, атрымаем:

о2с2 (! +  ft2) 
с2 -)- fe2a2

Адкуль маем для А; наступны выраз:

7 с I/ а2 — Ъ2
й =  =£ .) . —

а J/ Ъг — с2

TaniM чынам для к атрымл1ваем два значэньш. Тэта па- 
казвае, што ёсьць дзьве сыстэмы кругавых сячэньняу, яшя 
аднолькава нахшены да дадатнага i адмоунага напрамкау 
Boci X  Коордынаты пунктау абкругленьня можна знайсьщ, 
разьвязаушы раунаньне элшсоща—разам з раунаньням1 
простых, якчя праходзяць праз пачатак коордынат i пэрпэн- 
дыкуляры да роунщы кругавых сячэньняу.

Цяпер знойдзем кругавыя сячэньш аднаполага гшэрболё)да:

(2) (а>Ь)

Перасячэм ппэрболёщ роунщай XY. У сячэньш атры­
маем эл1пс з паувосям! а, Ъ (а >  Ъ). Кал1 будзем роушцу 
сячэньня паварачваць навокал Boci X ,  то эл!псы сячэньня 
будуць мець паувось а, якая застанецца бяз зьмены, а 
другая паувось, якая увесь час павял1чваецца (Ъ <  а), зрау- 
няецца з паувосьсю а. У тэты момант будзем мець кругавое 
сячэньне.

ЕНдавочна, што аднаиолы ппэрболёЕд, як элшсощ, будзе 
мець дзьве сыстэмы кругавых сячЗньняу, яшя аднолькова 
нахьлены да Boci Y, як у адзш, так i у друп бок. Дзеля 
вызначэньня кутоу гэтых сячэньняу i Boci Y, шукаем коор­
дынаты пункту перасячэньня гшэрболёща (2), роунщы 
YZ (х — 0) i роунщы, якая праходзщь ираз вось X  (Z = k y )•
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Знойдзем:

У2
Ъ2с2

с2 — к2а%

Затым шшам умову, што радыюс сячэньня, яш знахо- 
дзщца на роунщы YZ, рауняецца паувоа а:

альбо:
V у2 -(- z2 — а , 

у2 -f к2у2 =  а2

Падстауляем знойдзенае значэньне у2:

_Ъ2с2 (1 Ч- к2) 
с2 — к2Ъ2

адкуль _____
*  -  . с V а2  —  Ъ2

Ъ V а2  с2

Двуполы гшэрболёщ мае так-сама дзьве сыстэмы круга­
вых сячэньняу. Каб у гэ.тым пераканацца, расьсякаем гшэр­
болёщ роунщай, роуналежнай да роунщы X) (г =  h, пры 
h >̂ с). У сячэньш атрымаем элшс. Пасьля гэтага паварач- 
ваем роунщу сячэньня навокал большае Boci элшсу, аж 
пакуль не атрымаем кругавога сячэньня двухполага гшэр- 
болёща.

Каб адшукаць кругавое сячэньне элштычнага парабо- 
лёща, праводз1м праз вось X роушцу:.

2  =  ку.

Яна расьсячэ элштычны нараболёщ:

=  * , ( ? > < >  (3)

на элшсу. Будзем шукаць верхи! пункт гэтага элшса. Трэба 
будзе разьвязаць раунаньне (3) сумесна з раунаньням! 
двух роун!ц:

s  = =  ку

верхш пункт ёсьць М (0,2qkx 2qk2).Знаходз1м, што
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Значыцца, адна з восяй элшса ёсьць:

ОМ = 2  qk V \ +  к2.

Другая вось элшса праходзщь праз сярэдзшу адцшка ОМ, 
г. зн. праз пункт (0, qk, qk2). Раунаньш простай, якая пра­
ходзщь праз тэты пункт i роуналежна Boci X, будуць:

у =  qk 
з — qk3

Разьвяжам гэтыя раунаньш сумесна 3" раунаньнем (3). 
Знойдзем для пункту перасеку простай з параболёщам

ж — i t  к Vpq.
Адсюль po6iM вывад, што другая вось элшса

=  2к Vpq.
Для кругавога сячэньня eoci павшны быць роуныя.

Значыцца: ______
2 kqV 1 +  к2 =  2к Vpq,

адкуль:

Падвойны знак паказвае, што элттычны параболёщ мае 
дзьве сыстэмы кругавых сячэньняу. Вщавочна, ён мае два 
пункты абкругленьня.

§ 4. ПРОСТАЛ1НЕИНАЯ ФОРМАВАЛЬНАЯ

Дадзены аднаполы ппэрболёщ:

у2 s2 
Ъ2 ~~ с2 =  1 ( 1)

Перанясем адзшздадатных членау раунаньня у правьг бок:

ж2 з2   у2
~и2 "с2" 1 Ь2

У абедзьвюх частках раунаньня маем розьнщу квадратау.
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Дзеля гэтага:

Гэтае раунаньне можна замянщь TaKiMi двума раунаньнямп

1 » /  |
(3),

*  I Аа ' с
х
а

1
к 1

дзе к — адвольны лш.
Тэта дзеля таго, што выключэньне вел1чыш к прыводзщь 

сыстэму(З) дараунаньня (2). Вщавочна, што значэньне (ж, у, з), 
якое здавальняе сыстэму (3), здавальняе i раунаньне (2), а 
значыцца, i раунаньне (1). Сыстэма (3) пры дадзеным к, 
выражае некаторую простую. Po6iM вывад, што усяш пункт, 
як1 знаходзщца .к; гэтай простай, знаходзщца i на ппэрбо- 
лёщзе (1).

Выходзщь, што уся простая знаходзщца на гшэрболёщзе. 
Але пры адвольным к, сыстэма (3) вызначае бязы-пчнае 
мноства простых, цэлую сям'ю простых, i усе гэтыя 
простыя знаходзяцца на ппэрболёщзе.

Гэтыя простыя завуцца просталшейным1 формавальнымь 
Апрача паказанае сыстэмы (3), на ппэрболёщзе знаходзщца 
яшчэ другая сыстэма просталшейных формавальных. Яе 
атрымаем, групуючы множнш раунаньня (2) так!м чынам:

(4),

Ж 3

а с — т (

X 3
а с ==— | т 1( Н - ф

дзе т — адвольны лш.
Так1м чынам, аднаполы ппэрболёщ паказваюць дзьве 

сыстэмы простых, падвойная сетка просталшейных форма­
вальных.

Тэорэма.  Просталшейныя формавальная аднае i тае 
самае сыстэмы пам!ж сабой не перасякаюцца, а формаваль- 
ныя -розных сыстэм усе перасякаюцца пам!ж сабой.
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Дзеля доведу першае частк-i тэорэмы бярэм, напр. сы- 
стэму (3) i дадзем парамэтру к два розныя значэньш—й; i 
ки Атрымаем дзьве простыя аднае i тае самае сыстэмы (3). 
Каб гэтыя дзьве простыя перасякалщя, г. зн., каб чатыры 
1х раунанып мел1 агульныя разьвязш, неабходна, каб к — ки 
А тэта немагчыма, бо узяты розныя простыя.

Праудз1васьць другое частш тэорэмы вышкае з таго, 
што з 4-х раунаньняу (3), (4) (пры дадзеным к i т) адно 
ёсьць вышк трох anoumix.

Сапрауды, перамножыушы раунанып (3), а пасьля па- 
дзял1ушы атрыманае раунаньне на адно з раунаньняу (4), 

атрымаем другое раунаньне (4). Кал1 
тэта так, дык узяушы з чатырох рау­
наньняу (3) i (4) яшя-небудзь тры рау­
нанып, мы знойдзем коордынаты (х, у, z) 
пункту перасеку дзьвюх формавальных 
(3) i (4), бо знойдзенае значэньне коор- 
дынат здавальняе i чацьвертае раунаньне. 

Ппэрбол1чны параболёщ
х2 у2

2 р 2 q ( 5 )

Рыс. 110

таксама мае дзьве сыстэмы просталп 
нейных формавальных. Тэта дзеля таго, 
што раунаньне (5), альбо, усёроуна, 
раунаньне:

х
Ч- V х У

V2 р V 2 ql \ V2 р  V2q

можна замянщь альбо сыстэмай:

альбо сыстэмай:

V2 р V 2q
=  kz

X У 1
V2 р "х tO|

 
^

 ! к

X
=  + = — т

(6)

( 7 )

шя
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V'2p V 2q т
Адносна узаемнага перасеку формавальныя гшэрбол1ч- 

нага параболёщу ыаюць тую самую асабл1васьць, як i 
формавальныя аднаполага гшэрболёщу. Зауважым, што 
другое раунаньне сыстэмы (6) i першае раунаньне сыстэмы 
(7) ня маюнь коордынаты z . Значыцца, кожнае з гэтых рау­
наньняу выражае роунщу, роуналежную да Boci Z. Апрача 
таго, другое раунаньне (6) пры розных значэньнях пара- 
мэтрау к, выражае роунщы, роуналежныя па\пж сабой.

Тсе-ж самае можна сказаць i аб першым pay—Hi (7). 
Гэтыя заувап прыводзяць да наступнага вышку: усе про- 
сталшейныя формавальныя ппэрбол1чнага параболёщу 
знаходзяцца у дзьвюх сыстэмах роунщ, як1я роуналежныя 
да Boci Z. Усе роунщы кожнай з сыстзм роуналежныя 
пам1ж сабой, прычым у аднэй сыстэме роунщ ляжаць усе 
формавальныя счстэмы (6), а у другой—сыстэмы (7).

3  А Д А Ч Ы
1. Праведзены здцшак простай, даужынёй 6 см, утварае 

з восям! X i Y куты у 45° i 60°; пачатак адщнка зьмешчаны 
у пункце ( 1 , - 2 ,  3). Знайсьщ: а) кут пам̂ ж адцшкам i 
восьсю Z\ b) коордынаты канца; с) даужыш проекцый на 
Boci коордынат i на роунщы коордынат.

2. Адцшак простае мае пачатак у пункце (4, 2, — 3) i 
канчаецца у пункце (1,4,  — 2). Знайсьщ: а) куты эдцшка з 
восям1 коордынат i роунщам1 коордынат; b) коордынаты 
пункту перасячэньня адщнка з роушцай, якая дзелщь па- 
палам двугранны кут пам1Ж роушцам1 XZ i YZ.

3. Вяршыш трыкутшка: (2 , — 1 , 0 ) ,  ( 1 , 2 ,  — 1),
( 0 , 0 ,  1). Знайсьщ: а) цэнтр цяжару; Ь) даужыш бакоу i 
куты бакоу з восям1 коордынат; с) плошчы проекцый тры- 
кутн1ка на коордынатныя роунщы; d) плошчу трыкутшка 
праз плошчу яго проекцый на коордынатныя роунщы.

Па к а з а нь не :  Kaai Sxy, Sx,,, Syz— плошчы проекцый 
трыкутшка на коордынатныя роунщы XY, YZ, XZ, дык 
плошча самога трыкутшка:

S =  V Shy +  s\7+~s^
4. Знайсьщ цэнтр i радыюс кулц якая праходзщь праз 

чатыры пункты прасторы.
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5. Знайсый коордынаты пункту, сярэдзша адлегласьщ 
якога да пункту ( — 1,2,3)  ляжыць на eoci Z, калп а) пункт 
ляжыць на роунщы XY, Ь) адлегласьць яго да пачатку 
коордынат =  3.

6. Давесьщ, што простыя, яктя злучаюць сярэдзшы про- 
щлеглых кантау чатырохкутшка, перасякаюцца у адным 
пункце i у iM дзеляцца напалам.

7. На простай, якая нахклена да Boci Z  пад кутом 45° i 
утварае роуныя куты з восядп X i Y, знайсьщ пункт на 
адлегласьщ, роунай адзшцы ад пачатку коордынат.

8. Цэнтр цяжару трыкутнае шрамщы, вяршыш якой: 
(«ь Уи ®i), (ж2, у,, г 2), (х3, уз, г 3), (xh у ь г4) зьмяшчаюцца у 
пункце:

х \ 4“ х2 Ч~ х3 4" х 4 У\ “Ь Vi Ч-  Ул Ч- Vi Ч~ Ч-  3̂ Ч-
4 -  ' 4 ~  ’ ~ 4

У яклм стасунку ён падзяляе адцшак простае, якая злу- 
чае вяршыню шрамщы з цэнтрам цяжару асновы?

Адказ: 3 : 1.

9. У кожным з 8-Mi коордынатных кутоу праведзена про­
стая, якая утварае аднолькавыя куты з адпаведным1 вося-wi 
койрдынат. Знайсьщ куты пам1ж гэтым) простыми

10. Нашсаць раунаньне роунщы, якая праходзщь праз 
дадзены пункт i праз вось Z.

11. Правесьщ роунщу, роуналежную Boci Z, праз пункты 
( 2 , 1 , - 3 )  i ( 4 , - 1 , 2 ) .

12. Яшм чынам пабудаваць модэл1 роушц:

х , у
a)  Т  + Т -  1 ’

b) 9 ж — 4s  =  7,

c) У — За,
d) s  =  2у,

e) х  +  4у =  0,

f) х — 2«/Ч- 3 г =  6.

Злайсьщ вел1чыню пэрпэндыкулярау з пачатку коордынат
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на гэтыя роунщы i куты гэтых пэрпэндыкулярау i caMix 
роунщ з восям1 коордынат.

13. Праз пункты (4,0,2)  i (0 ,0 ,2)  правесьщ роунщу 
на адлегласьщ, роунай 1-цы ад пачатку коордынат.

14. Правесьщ праз вось Z роунщу, якая знаходзщца ад 
пункту (9, — 1,3) на адлегласьщ, роунай 2.

15. Праз пункт ( 2 , — 1,3) правесьщ роунщу: а) якая 
адсякае на восях X i Z адцшкц адпаведна роуныя 3 i 4; 
b) пэрпэндыкулярную да дзьвюх роунщ:

х - -  у =  5 
i

2 х -f- s =  3.

16. Знайсьщ адлегласьць памш роунщамц

2ж — у -\- z =  5 
i

2 х — у -\- z =  — 2 .

17. Нап1саць раунаньне роунщы, якая адсякае па коор­
дынатных роунщах трыкутшю дадзеных плошчау.

18. Щ ляжаць на аднэй роунщы пункты (0,1,3),  (7,2,0),  
( 2 , -  1,1) i (5,0,0)?

19. Дадзены чатыры пункты. Яш лж трэба прыкласьщ 
да ycix коордынат аднаго з гэтых пунктау, каб новы пункт 
ляжау на аднэй роунщы з acraTHiMi 3-ма?

20. Роунща дае на восях коордынат адщнш, адпаведна 
роуныя 2, — 1 i 3. Правесьщ праз вось Y— роунщу, адноль- 
кава нахьленую як да дадзенай роунщы, гак i да роушцы XY-

21. Правесьщ роунщу праз вось X i праз пункт пера- 
сячэньня трох роунщ:

х — у Ч- г  =  4;

2 a 4 - « / 4 - 2 s  =  5;

3 х Ч- 5 у Ч- з  ~  0.

22. Дадзена ротища:

2£С —  г / Ч - ^  =  3;

правесьщ роунщу, пэрпэндыкулярную да яе, якая праходзщь 
цераз лшю перасячэньня яе з роунщай XY.



c) пзрпэндыкулярпую да роунщы

2х  — Зу z — 5;

d) роуналежную да дзьвюх роунщ:

2х  — у =  5 
i

Зх +  4з  =  7;

e) пзрпэндыкулярную да дзьвюх простых:

х =  2s  — 1

У =  3s +  1 
i

х _  у _  s 
3 —  2 ~  4  >

f) якая перасякае гэтыя простыя.
27. Знайсьщ адлегласьць пункту (0,2,  — 3) да простай:

х у — 2 г  =  4,

2х — у -f- z — 7

i Hanicapb раунаньне гэтае адлегласьць
28. Правесьщ poyHiuy: а) якая праходзщь праз простую:

х +  у — 2 0  =  4 

х +  z =  5
9

i нахиена да роунщы YZ пад кутом у 10°;
b) праз пункт (2,1,  — 2) i простую, якая- ляжыць на роу- 
н1цы XY, кал1 раунаньне яе на роунщы XY  ёсьць:

Зх — 4у  =  6;
c) праз простую

х — 1 у — 1 з 
2 ~  ~ 3~  ~  ~4

пэрпэндыкулярна да роунщы
2х  ~  у +  3 z — О-,

d) праз пачатак коордынат i пункт ( 1 , - 2 ,  — 4) роуналежна
простай
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2ж -j- Ъу =  0, 
з  =  1;

e) праз простую:
х -f- у — 2s =  — 2 

а: — у  —  О
роуналежна простай:

3 х +  2 у =  1 
2/  —  3 ^  = =  —  4;

f) праз пачатак коордынат пэрпэндыкулярна да простае:
х — 2z — 3 
у =  3 s -f- 2;

g) праз пачатак коордынат роуналежна дзьвюм простым:
х _  у _ z
1Г~Т~Т

i
ж — 1 =  У +  2 s-,

1 8 5 :

Ь) якая праходз1ць праз дзьве роуналежныя простыя,
29. Знайсьщ адлегласьщ пам1ж дзьвюма простым!:

X =  Z —  1

у — 3 S +  2 
i

У =  з +  3
у =  3s — 1

30. Якая з простых:
ж —2 _  у 4-1 _  з — 1 

3 4 Г  2

х — 2 у— 4  s ■»— 2

Ляжыць на роунщы: '
23ж — Ъ2у +  13s +  56 0?

Адказ: другая.

31. Знайсьщ аснову пэрпэндыкуляра з пункту (1,— 1,0) 
на роунщу

2 ж —  у  +  4 s  =  5.



38. Правесьщ праз пачатак коордынат простую на роунщы

х — 2 у 2  =  О

так, каб яна склада кут у 60° з простай:

х — у =  0, 

х  —  22.

39. Правесьщ на роунщы XY  простую, пэрпэндыкуляр- 
ную да простай, якая злучае пункт (а, Ь, с) з пачаткам 
коордынат.

40. На якой вышыш трэба перасячы элшсощ роунщаш, 
роуналежнылй да роунщы XY, дзеля таго, каб плошчы сячэнь- 
няу зьменшылшя у 2,3... разы.

За ув а г а :  Плошча элшса рауняецца nab, дзе a i Ъ 
паувоа элшса.

41. Знайсьщ кругавое сячэньне i пункты абкругленьня 
элшсоща

х2 . у2 2 2 
6 +  5 +  4 = 1.

42. Знайсьщ цэнтр эл1пса, па як1м элшсощ перасякаецца 
роунщай.

Р а з ь в я з в а н ь н е .  Дадзены: элшсощ

i роун!ца
(О

Ах +  By +  Сг — D (2).

Проектуем элшс, як1 вызначаецца двума раунаньням1 (1) 
i (2) на адну з коордынатных роунщ, напр., на роун!цу 
XY. Дзеля гэтага будуем проектуючы цыл1ндар з форма- 
вальнай, роуналежнай вой Z, яю праходз1ць цераз эл1пс. 
Раунаньне яго атрымаем, кал1 выключым Z з раунаньняу 
(1) i (2). Атрыманае раунаньне (з дзьвюма коордынатам! х 
i у), разам з раунаньнем 2  — 0, роун1цы XY  i дае проекцыю 
эл1пса на роунщы XY. Вщавочна, што цэнтр элшса проекту- 
ецца у цэнтр проекцьй. Цэнтр (х0, у0) проекцы1 знаходзщйа 
паводле формул (18), альбо (19) стар. 101-102. Гэтыя х0, уа

будуць дзьве коордынаты цэнтра элшса. Трэцяя коорды- 
ната 2  знаходз1цца з раунаньня роун1цы.

43. Няхай пабудованы на аднаполым НпэрболёЩзе два 
роуныя i паралельныя пам1ж сабой элшсы на адлегласьщ 
с ад роунщы XY. Давесьщ, што усе 8 просталшейных 
формавальных, як1я праведзены праз вяршыш аднаго з 
элшсау, праходзяць праз вяршын1 другога элшса i перася- 
каюць гарлавы элшс у чатырох пунктах перасеку яго 
дыягоналям1 anicapara каля яго простакутшка, бак! якога 
роуналежныя восям.

44. Пабудуем на ппэрбол1чным парабалёщзе дзьве пара­
болы, як1я ляжаць на роунщах XZ i YZ.

Давесьщ, што праз кожны пункт аднэй параболы пра­
ходзяць дзьве просталшейныя формавальныя, як1я перася- 
каюць другую параболу у сымэтрычна расстауленых 
пунктах, прычым гэтыя пункты ад роунщы XY  стаяць на 
такой-жа адлегласьщ, як i узяты пункт першай параболы.
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Стар. Надрукавана Павшна быць

11 7 зьверху +  х2Р3 "Ь х3Рз
17 4 зьверху Азначым Абазначым

17 1 зьн!зу адны i тыя самыя тыя самыя

19 3 зьверху +  ysn^ +  У1 ?

64 7 зьверху OS2 +  rO2 =  Q2 os2 -f- го2 =  а2

64 9 зьверху Sq2 sq2

64 11 зьверху OS2 +  rO2 =  rn2 +  Sq2 os2 +  го2 +  rn3 +  sq2

64 13 зьверуу Oq2 +  On2 oq2 -|- on2

64 8 зьшзу восьсю X B o c i  X

64 13 зьн1зу KRj KKi

65 4 зьшзу +  y'J (
60 t

i

на рыс. 57 дзьве верх- 
шя пунктырныя л inii 
павшны бынь праведзе- 
ны з пунктау перасеку 
адпаведных пауакру- 
жын з восьсю Y

85 1 зьшзу a — exj 
a +  ex

а — exj 
а +  exi

101 5 зьшзу d i 2d а

173 1 зьшзу Пам!ж iMi 1снуе шэсьць 
залежнасьцяй i як раз.

Пам1ж iMi i C H y e  шэсьць 
залежнасьцяй.

175 4 зьшзу 1! И II х "  = х ' " ;  у "  =




