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ВВЕДЕНИЕ. 

Одной из характерных черт нашего времени является проникнове-

ние математических методов во все отрасли знаний. Чтобы убедиться 

в этом, достаточно назвать хотя бы некоторые из новых научных 

направлений: математическая генетика, математическая экономика, 

математическая лингвистика. 
Цель данного пособия – помочь студентам освоить основные поня-

тия и утверждения учебной дисциплины на доступном для понимания 
уровне, сформировать ключевые компетенции, связанные с понимани-
ем значимости дисциплины в освоении их будущей профессии. Посо-
бие написано в соответствии с программой курса «Основы высшей ма-
тематики» для студентов учреждений высшего образования, обучаю-
щихся по специальностям 1-74 02 03 Защита растений и карантин, 
1-74 02 04 Плодоовощеводство, 1-74 02 05 Агрохимия и почвоведение. 

Во время изучения теоретического материала следует переходить к 
следующему вопросу только после полного понимания предыдущего. 
Изучение теоретического материала должно сопровождаться решени-
ем задач. При этом следует обращать серьезное внимание на правиль-
ность арифметических вычислений. Задачи определенного типа необ-
ходимо решать до приобретения твердых навыков. 

Данное учебно-методическое пособие не заменят учебник. Оно 
служит своеобразным «путеводителем», обращая внимание студента 
на принципиальные моменты курса. 

 
СПИСОК РЕКОМЕНДУЕМОЙ ЛИТЕРАТУРЫ. 

1. Высшая математика: Общий курс, учебник / под ред. С. А. Самаля. – Минск: Высш. 
шк., 2000.  351с. 

2. Высшая математика : Общий курс / А. И. Яблонский [и др.]. – Минск : Высш. шк., 

2000.  349с. 
3. Гусак, А. А. Высшая математика /А. А Гусак . – 4-е изд. – Минск: Тетра Системс, 

2003. Т 1  543с.. 

4. Гусак, А. А. Справочник по высшей математике /А. А Гусак, Г. М. Гусак, 

Е. А. Бричикова. – 5-е изд. – Минск: Тетра Системс, 2004.  637с. 

5. Индивидуальные задания по высшей математике : учеб. пособие для вузов : в 4 ч./ под 

ред. А. П. Рябушко. – 3-е изд. – Минск : Вышэйш. шк., 2007.  336с. 
6 .  Шипач ев , В. С. Высшая математика / В. С. Шипачев. – 7-е изд. – М. : Высш. шк., 

2005.  304с. 
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1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ЭЛЕМЕНТАРНОЙ МАТЕМАТИКИ. 

1.1. Линейные уравнения 

 

Рациональными уравнениями называются уравнения вида P (x) = 0 

или 
 

 
0,

P x

Q x
  где  P x  и  Q x  являются многочленами, причем 

  0Q x . Простейшими рациональными уравнениями вида 

  0P x   являются линейные и квадратные уравнения. 

Линейным уравнением с одной переменной называется уравнение 

вида ax = b, где x – переменная, a, b  некоторые числа. 

Рассмотрим возможные случаи при решении линейного уравнения 

ax = b: 

1) 0a   уравнение имеет единственное решение, которое нахо-

дим, разделив обе части уравнения на коэффициент 0a    
b

x
a

 ; 

2) 0; 0a b   уравнение принимает вид 0 0x   и имеет беско-

нечное множество решений, т. е. x   любое число из интервала 

 ;  ; 

3) 0; 0a b   уравнение принимает вид 0 x b   и не имеет ни 

одного решения. 

Для решения уравнения, содержащего переменную x в первой сте-

пени, необходимо все члены уравнения, содержащие x, перенести в 

одну часть уравнения, а члены, не содержащие переменную, – в дру-

гую часть, привести подобные слагаемые. В итоге получим простей-

шее линейное уравнение ax b . 

Примеры. Решить уравнения. 

1. 5 8 11.x x    Для решения уравнения выполним следующие дей-

ствия: 

-перенесем x из правой части уравнения в левую с противополож-

ным знаком: 5 8 11x x   ; 

-перенесем слагаемое 8  из левой части уравнения в правую с про-

тивоположным знаком: 5 11 8;x x    
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-приведем подобные слагаемые: 4 19;x   

- разделим обе части уравнения на коэффициент при x, равный 4, 

получим: 
19 3

4 .
4 4

x    

Ответ: 
3

4 .
4

 

2.  
1

4 2 2 6
2

x x   . Раскроем скобки в правой части уравнения: 

1 1 1 2 1 6
4 2 2 6 4 2 4 2 3 4 3 2.

2 2 2 1 2 1
x x x x x x x x                  

 
Приведем подобные слагаемые: 3 1x  . Разделим обе части уравнения 

на коэффициент при x , равный 3, получим 
1

.
3

x   

Ответ: 
1

.
3

 

1.2. Квадратные уравнения 

Квадратным уравнением называется уравнение вида 
2 0ах bx c  , где x  – переменная, a, b, c  некоторые числа, коэф-

фициенты квадратного уравнения, причем 0.a   

При решении квадратного уравнения составляют выражение 
2 4D b ac   из его коэффициентов, которое называется дискрими-

нантом квадратного уравнения. 

Различают три случаи при решении квадратного уравнения в зави-

симости от значений дискриминанта :D  

1) если 0D  , то квадратное уравнение имеет два различных дей-

ствительных корня: 1 2; ,
2 2

b D b D
x x

a a

   
   где

2 – 4D b ac ;  

2) если 0,D   то квадратное уравнение имеет два равных действи-

тельных корня: 
1 2

;
2

b
x x

a
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3) если 0,D   то квадратное уравнение не имеет действительных 

корней. 

Примеры. Решить уравнения. 

1. 
22 1 0.x x     

Для решения уравнения выполним следующие действия: 

– вычислим дискриминант 
2 4D b ac  , где 2, 1, 1,a b c    

 
2

1 4 2 ( 1) 1 8 9 , 9 3;D D            

– так как 0D  , то уравнение имеет два различных действительных 

корня, которые вычислим по формулам:  

1

1 3 2 1
,

2 2 2 4 2

b D
x

a

   
    


 2

1 3 4
1.

2 2 2 4

b D
x

a

  
   


 

Ответ: 
1

;1.
2

  

2. 2 12 36 0.x x    

Вычислим дискриминант 
2 4D b ac  , где 1, 12, 36,a b c     

 
2

12 4 1 36 144 144 0.D          

Так как 0D  , то уравнение имеет два равных действительных кор-

ня, которые вычислим по формуле  

1 2

12
6.

2 2

b
x x

a


      

Ответ: 6. 

3. 
22 2 0.x x    

Вычислим дискриминант 
2 4 ,D b ac   где 2, 1, 2.a b c    

21 4 2 2 1 16 15.D          

Так как 0D  , то квадратное  уравнение не имеет действительных 

корней. 

Ответ: корней нет. 

 

1.3. Разложение квадратного трехчлена на линейные множители 
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Квадратным трехчленом называется выражение вида 
2ax bx c 

при 0.a   

Корнями квадратного трехчлена называются корни соответству-

ющего квадратного уравнения 
2 0,ax bx c    дискриминант кото-

рого
2 4 0.D b ac   Если 1x  и 2x  – корни квадратного трехчлена 

2ax bx c  , то справедлива формула    2
1 2ax bx c a x x x x      . 

Для разложения квадратного трехчлена на линейные множители 

необходимо: 

– вычислить дискриминант квадратного трехчлена 
2 4 ;D b ac   

– если 0,D   решить уравнение 
2 0 :ax bx c    1

2

b D
x

a

 
 , 

2
2

b D
x

a

 
  и применить формулу    2

1 2ax bx c a x x x x      ; 

– если 0,D   то квадратный трехчлен  
22

0 ,ax bx c a x x     где 

0x – корень квадратного трехчлена, равный 0 ;
2

b
x

a
   

– если 0,D   то разложить на множители квадратный трехчлен 

нельзя. 

Примеры. Разложить на множители квадратный трехчлен. 

1. 
2 8 9.x x   

Вычислим дискриминант квадратного уравнения 
2 8 9 0,x x    

где 1, 8, 9 :a b c     

 2 24 8 4 1 9 64 36 100, 10D b ac D           и найдем 

корни: 1

8 10
9

2 1
x

 
  


 и 2

8 10
1.

2 1
x

 
 


  

Используя формулу    2
1 2 ,ax bx c a x x x x       запишем разложе-

ние   2 8 9 9 1 .x x x x      

Ответ:   9 1 .x x   

2. 
22 5 7.x x    
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Вычислим дискриминант квадратного уравнения 22 5 7 0x x    , 

где 2, 5, 7 :a b c      

 2 24 5 4 2 7 25 56 81, 9D b ac D             

 найдем корни: 
 

1

5 9 14 7

2 2 4 2
x

  
  

  
 и 

 
2

5 9 4
1.

2 2 4
x

 
   

  
 

Используя формулу    2
1 2ax bx c a x x x x      , запишем разложе-

ние: 

      2 7 7
2 5 7 2 1 2 2 1 7 2 1 .

2 2
x x x x x x x x

   
                 

   
 

Ответ:   7 2 1 .x x   

 

1.4. Системы рациональных уравнений 

 

Равенство, содержащее две переменные, называется уравнением с 

двумя переменными. Два или несколько уравнений с двумя перемен-

ными образуют систему уравнений с двумя переменными.  

Решением  системы уравнений с двумя переменными называется 

упорядоченная пара  ,0 0x y  значений переменных, являющаяся реше-

нием каждого из уравнения системы. Решить систему уравнений – это 

значит найти все ее решения или установить, что их нет. 

Система уравнения называется совместной, если она имеет хотя бы 

одно решение. Система уравнения называется несовместной, если она 

не имеет ни одного решения. 

Системой двух линейных уравнений с двумя переменными называ-

ется система вида  

1 1 1

2 2 2 ,

a x b y c

a x b y c

 


 
 

где 1 2 1 2 1 2, , , , ,a a b b c c  – любые действительные числа, ,x y  – пере-

менные системы уравнений. 

Рассмотрим один из методов решения системы линейных уравне-

ний – метод алгебраического сложения. 
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Умножив первое уравнение системы на b2 ≠ 0, второе уравнение на

1b  ≠ 0, получаем равносильную систему: 
1 2 1 2 1 2

.2 1 1 2 2 1

a b x b b y c b

a b x b b y c b

 

   

 

Сложим первое и второе уравнения:  

1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 2 1– –a b x a b x b b y b b y c b c b    

и после приведения подобных членов получим: 

1 2 2 1 1 2 2 1( – ) – .( )a b a b x c b c b  

 Если выражение 1 2 2 1 0,a b a b   выразим переменную: 

1 2 2 1

1 2 2 1

.
c b c b

x
a b a b





 

Таким же способом найдем переменную y Умножив первое уравне-

ние системы на 2 0,a   второе уравнение на 1 0,a   получим равно-

сильную систему: 
,1 2 2 1 1 2

.1 2 1 2 2 1

a a x a b y c a

a a x a b y c a

 

   

  

Сложим первое и второе уравнения: 

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 .2 1– – –а а х а а х а b y a b y c a c a  После приведения по-

добных членов получим:
 1 2 2 1–( ).a b a b  

Таким образом 2 1 1 2–( ).y c a c a  Если выражение 1 2 2 1 0,a b a b   

выразим переменную: 2 1 1 2

1 2 2 1

.
c a c a

y
a b a b





 

Пример. Решить систему уравнений методом сложения  

5 2 30,

3 4 3.

x y

x y

 


  
 

Умножим первое уравнение системы на 2:  
2

5 2 30 10 4 60,

3 4 3 3 4 3.

x y x y

x y x y


      

 
      

 

Сложим первое и второе уравнения: 

63
7 63 9.

7
–10 3 – 4 4 –60 – 3х x xх y y
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Для нахождения переменной y
 
подставим найденное значение x = 9 

в первое уравнение системы: 5 9 2 30y   . Из полученного уравнения 

найдем переменную y 

15
45 2 30 2 30 45 2 15 7,5.

2
y y y y


             

Ответ:  9; 7,5 .  

1.5. Линейные неравенства 

Перейдем к изучению неравенств, содержащих неизвестную 

величину, называемую переменной. 

Определение. Решением неравенства называется такое значение 

переменной, которое превращает его в верное числовое неравенство. 

Определение. Решить неравенство – это значит найти все его 

решения или установить, что их нет. 

Решением неравенства чаще всего является числовой промежуток. 

Такие множества могут быть обозначены одним из трех способов: 

– с помощью неравенств; 

– штриховкой на числовой оси; 

– с помощью круглых и квадратных скобок. 

Определение. Неравенством первой степени с одной переменной 

(линейным неравенством) называют такое неравенство, которое после 

раскрытия скобок, приведения подобных слагаемых и перенесения 

всех членов в левую часть принимает вид 0 или 0ax+b > ax+b < , 

где а, b – любые числа. 

Иначе а и b называют коэффициентами неравенства, х – 

переменная, которая в линейном неравенстве присутствует лишь в 

первой степени. 

Решим неравенство 

ax+b >0      (1) 

Перенесем число b из левой части неравенства в правую, получим: 

ax > b . 

Возможны следующие случаи: 

1. если 0a > , то ;
b

x >
a
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x 

x 

2. если 0a < , то ;
b

x <
a

  

3. если 0a =  и b > 0, то неравенство (1) верно для любого действи-

тельного числа х. 

4. если 0a =  и 0b  , то неравенство (1) решений не имеет. 

Пример 1.Решить неравенство 2 3 0x  .  

Перенесем свободный член в правую часть 2 3x  . Разделим обе 

части неравенства на коэффициент при х, т. е. на 2. 

Так как 2 0,  то знак неравенства оставляем прежним, 
3

2
x  . 

Отметим на числовой прямой числа, большие чем 
3

2
. Они будут 

располагаться правее этого числа. Само число не входит в множество, 

поэтому отмечаем его «проколотой» точкой. 

 

 

 

 

Штриховкой отмечено множество, которое является решением 

неравенства. Ответ запишем в виде 
3

;
2

 
 

 
. 

Пример 2. Решить неравенство    2 3 11 5 4 17x x     . 

Раскроем скобки 2 6 11 20 5 17x x     . Приведем подобные 

слагаемые 2x 5 5x 3   . Перенесем все члены, содержащие х, в левую 

часть, а члены, не содержащие х, – в правую. 

2 5 3 5,x x    

3 2,x    

2
.

3
x   

 

Ответ:
2

;
3

 


 
. 

Итак, для решения линейного неравенства необходимо: 
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-5 x 

1) раскрыть скобки; 

2) перенести все члены, содержащие переменную, в левую часть, а 

члены, не содержащие переменную, – в правую; 

3) привести подобные слагаемые; 

4) разделить обе части неравенства на коэффициент при перемен- 

ной, если он не равен нулю. 

Пример 3. Решить неравенство. 

Дробь меньше нуля, когда числитель и знаменатель имеют разные 

знаки. В числителе находится положительное число 7, значит, 

знаменатель должен быть меньше нуля. Тогда говорят, что исходное 

неравенство равносильно неравенству  

5 0,   –5.х x    

 

Ответ:  ; 5  . 

 

1.6. Системы линейных неравенств 

Если два (или несколько) неравенства рассматривают совместно, то 

говорят, что они образуют систему неравенств. 

Определение. Решить систему неравенств – это значит найти все 

значения переменной, при которых все неравенства системы обраща-

ются в верные числовые неравенства, или установить, что их нет. 

Неравенства, входящие в систему, объединяются фигурной скоб-

кой. Например,  

3 0,

4 5 .

x

x

 



 

Иногда вместо фигурной скобки используется запись системы в 

виде двойного неравенства. Например, систему 

2 3 1,

2 3 6.

x

x

 


 
  

можно записать так: 1< 2x –3 < 6. 

Множество решений системы есть пересечение множеств решений, 

входящих в нее неравенств.  

Рассмотрим примеры решения систем линейных неравенств. 

Пример 1. Решить систему неравенств:  
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5( 1) 2 3,

4( 1) 2 2(2 1) .

x x x

x x x

   


    
              (2) 

Решим первое неравенство: 

5 5 2 3,x x x     

4 2 3 5,x x     

2 8,x    

4.x    

Итак, первое неравенство системы (2) выполняется при 4.x    

Решим второе неравенство: 

4 4 2 4 2 ,x x x      

4 2 3 2,x x    

4 3 2 2, 0.x x x     

Итак, второе неравенство системы (2) выполняется при 0.x   

С помощью числовой прямой найдем пересечение множеств 

решений этих неравенств. 

 

 

 

Оба неравенства системы (1) верны при 4 0.x    Значит, числовой 

интервал ( 4; 0] и есть множество решений системы (2). 

Ответ: ( 4; 0].  

Пример 2. Решить систему неравенств: 
3(1- ) 5 - 4 ,

10 -3 1.

x x

x





 

Решим первое неравенство: 

3 3 5 4 ,x x    

4 3 5 3, 2.x x x   
 

Решим второе неравенство: 

3 9, 3.x x     

 

 

 

x 

 
0 -4 

x 3 2 
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Неравенства x < 2  и  x > 3  не могут выполняться одновременно. 

Следовательно, данная система не имеет решений. Иначе говорят, что 

множество решений – пустое множество и обозначают  .   

Ответ:  .  

Пример 3. Решить двойное неравенство  1 3 2 3x    . 

Первый способ решения. 

Двойное неравенство эквивалентно системе двух неравенств 

3 2x 3,

3 2x 1.

 


  
 

Решив каждое неравенство системы, получим  

0,

2.

x

x





 

Пересечение множеств решений неравенств есть числовой 

интервал (0; 2). 

Второй способ решения. 

Ко всем частям двойного неравенства прибавим (–3):  

1 3 3 2 3 3 3,x        

4 2 0.x     

Разделим неравенство на (–2), при этом знаки неравенства 

изменятся на противоположные: 2 0x   или 0 2.x   

Ответ: (0; 2). 

 

1.7. Квадратные неравенства 

Определение. Если в левой части неравенства стоит квадратный 

трехчлен, а в правой – нуль, то такое неравенство называют 

квадратным. Любое неравенство второй степени можно привести к 

виду 
2 0ax bx c   ,     (3) 

где a ≠ 0, b, c – любые действительные числа.  

Если у нас есть неравенство , то его можно умно-

жить на (–1). Получится неравенство вида (3). 

Напомним, что для квадратного трехчлена 
2ax bx c   величину 

2 4D b ac   называют дискриминантом. 

0 2 
x 

2

1 1 1 0a x b x c  
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Рассмотрим квадратные неравенства в случае, когда квадратный 

трехчлен имеет два различных корня, т. е. когда дискриминант квад-

ратного трехчлена положителен, 0.D   

Пример. Решить неравенство 
2 5 4 0x x   . 

Найдем 25 16 9 0.D      Корни квадратного трехчлена различ-ны: 

1 21, 4.x x   Разложим квадратный трехчлен 
2 5 4x x   на 

множители 
2 5 4 ( 1) ( 4)x x x x       и тогда неравенство примет вид 

( 1)( 4) 0.x x    

Для его решения применим “метод интервалов”. Точки 1x   и 

4x  разбивают числовую прямую на три интервала. 

                                1x        1 4x       4x   

 

 

 

Двигаясь вдоль числовой прямой справа налево, видим, что на 

интервале 4x   функция ( 1)( 4)y x x   принимает 

положительные значения, так как в этом случае оба множителя x 1  

и x 4  положительны. Убеждаемся в этом следующим образом: из 

этого промежутка берем одно любое число и подставляем вместо 

переменной  x в левую часть неравенства и вычисляем значение, 

которое получится при этом. Полученный при вычислении знак 

отмечаем на рисунке. Из промежутка x 4 взяли число 5, 

подсчитали (5 1)(5 4) 4 0,     значит, в этом промежутке знак «+».  

На следующем интервале 1 4x   эта функция принимает 

отрицательные значения, так как при переходе через точку 4x   

множитель 1x   не меняет знака, а множитель 4x   меняет знак. 

Выберем число 2,x   подсчитаем (2 1)(2 4) 2 0,     значит, отме-

чаем знак « » 

При переходе через точку 1x   функция снова меняет знак, так 

как в произведении ( 1)( 4)x x   первый множитель 1x   

меняет знак, а второй 4x   не меняет. В этом  интервале выберем 

число  x 0,   подставим  (0 1)(0 4) 4 0,     отмечаем знак «+». 

– 

1 4 x 

+ + 
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Решением исходного неравенства будут промежутки со знаком “+”. 

Решение данной системы можно записать 1x   и 4x   или 

( ;1) (4; ).    

Ответ: ( ;1) (4; )   . 

Итак, если квадратный трехчлен, стоящий в левой части 

квадратного неравенства, имеет два различных корня (т.е. 0D  ), то 

это неравенство решают следующим образом:  

1) находят корни соответствующего квадратного уравнения 
2 0ax bx c   ; 

2) записывают неравенство с разложенным на множители квадрат-

ным трехчленом: 
1 2( )( ) 0a x x x x   ; 

3) отмечают корни на числовой оси; 

4) применяют “метод интервалов”, описанный в примере;  

5) записывают ответ. 

Замечание. Для нестрогих неравенств в ответ нужно включать 

концы интервалов. 

 

Задания для аудиторной работы. 

 Решить уравнения. 

 

1. 3 7.x   6.  2 1 8 10.x x     

2. 2 12 1.x    7.  
1

4 2 3 7.
2

x x    

3. 2 5 4 11.x x    8.  
5

4 2 4 .
2

x x    

4. 2 3 10 0.x x    9.   4 4 2 13 0.x x x      

5. 2 5 6 0.x x    10.   1 3 3 3 .x x x     

Разложить квадратные трехчлены на множители 

1. 2 5 4.x x   3. 2 2 8.x x   
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2. 22 3 2.x x   4. 23 5 2.x x   
Решить системы уравнений. 

1. 
2 4,

1.

x y

x y

 


 
 3. 

2 3,

2 1.

x y

x y

 


 
 

2. 
2 4,

3 2 4.

x y

x y

 


 
 4. 

3 9,

4 3 1.

x y

x y

 


  
 

Решить неравенства 

1. 3 5 1- .x x   5. 5 4 4.x x    
2. 5 2 7 2.x x    6. 5 6 2.x x    

3. 
2

- 5 6 0.x x    7. 
2

2 3 5 0.x x    

4. 
2

6 9 0.x x     8. 
2

4 1 4 0x x    

Решите систему неравенств.  

1. 
4 3 2 10,

7 2 11.

x x

x x

  


  
 3. 

5 7 14 3 ,

4 5 29 2 .

x x

x x

   

   

 

2. 
10 6 8 40,

4 1 5 3.

x x

x x

  


  
 4. 

2 8 3 1,

7 10 4 6.

x x

x x

  


  
 

 

Задания для самостоятельной работы 

 Решить уравнения. 

1.  
1

4 8 3 8.
4

x x    3.  
1

1 3 6 .
3

x x    

2. 2 6 9 0.x x     4.   1 3 5.x x    

Решить неравенства. 

1. 2 3 4 7.x x    3.  
1

2 4 6 .
2

x x    

2. 21 2 0.x x    4. 22 3 5 0.x x    

Решить системы неравенств.  

1. 
6 4 2 20,

3 15 10 2 .

x x

x x

   

   

 2. 
10 6 8 40,

4 1 5 3.

x x

x x

  


  
 

Решить системы уравнений. 
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1. 
3 4 1,

2 1.

x y

x y

  


 
 2. 

2 3 2,

5 4 5.

x y

x y

 


 
 

 

2. ПРЯМАЯ ЛИНИЯ НА ПЛОСКОСТИ  

 

Уравнением прямой называется такое уравнение, которому удовле-

творяют координаты любой точки этой и только этой прямой. 

Прямую на плоскости можно задавать различными способами. 

Пусть в системе координат задан вектор ),( BAn   и точка 

),( 000 yxM . Через точку 0M  проведtм прямую, перпендикулярную 

вектору n , и на этой прямой возьмем произвольную точку M(x, y). То-

гда вектор ),( 000 yyxxMM   будет перпендикулярен вектору n . 

Следовательно, их скалярное произведение равно нулю: 

0 0.n M M   

 
Полученное уравнение называется векторным уравнением пря-

мой. Записав скалярное произведение в координатной форме, получим 

уравнение прямой, проходящей через заданную точку перпендику-

лярно заданному вектору: 

0)()( 00  yyBxxA . 

Преобразуем это уравнение и получим общее уравнение прямой 

(или уравнение прямой в общем виде): 0Ax By C   , где 

0 0.C Ax By    

Углом наклона α прямой к оси Ох называется угол, который от-

считывается в направлении, противоположном направлению движения 

y 

0 x 

M(x, y) 

),( 000 yxM

),( BAn 
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часовой стрелки, от положительного направления оси Ох до данной 

прямой. Тангенс угла наклона называется угловым коэффициентом 

прямой и обозначается tgk   . 

Уравнение вида y kx b 
 
называется уравнением прямой с угло-

вым коэффициентом. 

Пусть даны точка ),( 000 yxM  и угловой коэффициент k . Тогда 

уравнение )( 00 xxkyy  называется уравнением прямой, прохо-

дящей через заданную точку в заданном направлении. 

Пусть известны две точки ),( 111 yxM  и 
2 2 2( , ).M x y  Уравне-

ние  1 1

2 1 2 1

x x y y

x x y y

 


 
 называется уравнением прямой, проходящей 

через две заданные точки. 

Пусть две прямые заданы уравнениями с угловыми коэффициента-

ми 1 1y k x b   и 2 2y k x b  . Тогда угол φ между этими прямыми 

определяется по формуле 

1 2

1 2

tg
1

k k

k k


 


. 

Если прямые параллельны, то 0    и, следовательно, 1 2k k . Это 

равенство является условием параллельности двух прямых. Если же 

прямые перпендикулярны, то 90    и 1 21 0k k    или 
1

2

1

k
k  . 

Это равенство является критерием перпендикулярности двух прямых. 

Уравнение  1
b

y

a

x
 называется уравнением прямой в отрезках, 

где a – отрезок, отсекаемый прямой на оси Ox а b  – отрезок, отсекае-

мый прямой на оси Oy. 

Пример 1. Написать уравнение прямой, проходящей через точки 

1(2, 3)M   и 
2(1, 5)M  . 
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Решение. Уравнение прямой, проходящей через две заданные точ-

ки, имеет вид 1 1

2 1 2 1

x x y y

x x y y

 


 
. Так как по условию примера 

1 2,x   

1 3,y   12 x , 52 y , то 
35

3

21

2








 yx
, 072  yx . 

Пример 2. Найти угол между прямыми, заданными уравнениями  

3 4y x   и 2 1.y x   

Решение. Угол между двумя прямыми определяется по формуле 

2 1

1 2

tg
1

k k

k k


 


. По условию 21 k  и 32 k . Подставим в формулу:  

3 2 1
tg ,

1 2 3 7


  

 
 

1
arctg

7
  . 

Пример 3. Прямая задана уравнением 3 4 3 0.x y    Написать 

уравнение прямой, проходящей через точку M( 1, 4) перпендикулярно 

данной прямой. 

Решение. Так как искомая и данная прямые по условию перпенди-

кулярны, то их угловые коэффициенты должны удовлетворять усло-

вию перпендикулярности 
1

2

1

k
k  . Найдем угловой коэффициент 

1k  данной прямой: 3 4 3 0,x y    
4

5

4

3
 xy , 

4

3
1 k . Следова-

тельно,
3

4
2 k . Подставим в уравнение прямой, проходящей через 

заданную точку с заданным угловым коэффициентом:

4
4 ( 1),

3
y x    4 3 8 0.x y   Последнее уравнение является урав-

нением искомой прямой. 

Задания для аудиторной работы 

1. Определить, какие из точек 
1(3;1),М 2 (2;3),M 3(6;3),M  

4 ( 3; 3),M   5 (3; 1),M  6 ( 2;1)M   лежат на прямой 2 3 3 0,x y    а 

какие не лежат на ней. Построить данную прямую. 
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2. Точки 
1 2 3 4, , ,P P P P  и 

5P  расположены на прямой 3 2 6 0x y    

и их абсциссы соответственно равны числам: 4, 0, 2, –2 и –6. Опреде-

лить ординаты этих точек. Построить данную прямую. 

3. Дана прямая 2 3 4 0.x y   Составить уравнение прямой, 

проходящей через точку 
0 (2;1)M : 1) параллельно данной прямой;  2) 

перпендикулярно к данной прямой. Построить эти прямые. 

4. Даны вершины треугольника (5; 4), ( 1; 3), ( 3; 3)A B C   . Со-

ставить уравнения его сторон. 

5. Дана прямая 5 3 3 0.x y    Определить угловой коэффици-

ент k прямой: 1) параллельной данной прямой; 2) перпендикулярной к 

данной прямой. 

6. Вычислить угловой коэффициент k прямой, проходящей через 

две данные точки: 

1) 
1 2(2; 5), (3; 2);M M  2) ( 3; 1), (7; 8);P Q  3) (5; 3), ( 1; 6)A B  . 

7. Определить угол φ между двумя прямыми:  

1) 5 7 0x y   , 3 2 0;x y       2) 3 2 7 0,x y    2 3 3 0;x y    

3) 2 4 0,x y   2 4 3 0x y   ; 4) 3 2 1 0,x y    5 2 3 0;x y    

8. Даны вершины треугольника (2; 1), ( 1; 1), (3; 2)M N P  . Соста-

вить уравнения его высот. 

9. Найти точку пересечения двух прямых 3 4 29 0,x y  

2 5 19 0x y   . 

 

Задания для самостоятельной работы 

1. Дан треугольник с вершинами ( 2;0), (2;4), (4;0)A B C . Опреде-

лить: 1) уравнения, длины его сторон и их угловые коэффициенты; 

2) угол при вершине А в радианах; 3)уравнение медианы АЕ; 4) урав-

нение высоты АД и ее длину. Составить уравнение перпендикуляра, 

опущенного из вершины А на медиану, проведенную из вершины В.  

3. ФУНКЦИЯ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ.  

ОБЛАСТЬ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
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Пусть задано множество }{xD   изменения переменной величины 

x. Если каждому значению величины Dx  соответствует одно опре-

деленное значение величины y, то говорят, что на множестве D задана 

функция )(xfy  , т.е. величина y есть функция величины x. 

Величина x называется аргументом функции у, множество D – об-

ластью определения функции. 

Примечание. В дальнейшем под областью определения функции 

( )y f x  будем понимать множество всех тех значений x, для кото-

рых функция ( )y f x имеет смысл. 

Так как значение величины x D  можно брать произвольно, а зна-

чение величины у зависит от выбранного значения х, то х называется 

независимой переменной, а у – зависимой переменной. Множество 

значений, принимаемых функцией у, называется областью значений 

функции. 

Графиком функции называется множество всех точек плоскости, 

абсциссы которых являются значениями независимой переменной, а 

ординаты – соответствующими значениями функции. 

Значение функции при 0xx   называется частным значением 

функции в точке 0x  и обозначается )( 0xf . 

Пример 1. Вычислить значение функции 4 3 1y x x    при 

1.x    

Решение. Частное значение данной функции в точке 1x    равно 

51)1(3)1( 4 y . 

Пример 2. Найти область определения функции 
x

y



1

5
. 

Решение. Так как 01  x , т. е. 1x , то ( ) ( ;1) (1; ).D y      

Пример 3. Найти область определения функции 
2

4y x  . 

Решение. Выражение под знаком корня квадратного должно быть 

неотрицательным, т. е. 
2

4 0x  . Решим это неравенство методом 

интервалов: 0)2)(2(  xx . 
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Таким образом, ( ) [ 2; 2]D y   . 

Пример 4. Найти область определения функции 
6

2

x
y

x





. 

Решение. Для данной функции 
6 0,

2 0,

x

x

 

 





т. е. 6x   и 2.x    

Поэтому ( ) ( ; 2) (2; 6].D y    . 

Пусть функция )(ufy   определена на множестве }{uU  , а 

функция ( )u x  – на множестве }{xX  , причем все значения функ-

ции u U . Тогда переменная у является функцией от х: ( ( )).y f x 

В этом случае у называется сложной функцией, а переменная u – 

промежуточным аргументом. Например, uy sin  и 43  xu . Тогда 

)43sin(  xy  является сложной функцией. 

Пусть функция )(xfy   определена на множестве }{xD   и 

пусть }{yG  – область значений функции. Это означает, что каждому 

значению x D ставится в соответствие единственное значение .Gy
 

Если же каждому значению Gy  соответствует только одно значе-

ние x D , то на множестве G можно определить функцию ( )x y  , 

которая называется обратной по отношению к функции )(xfy  . В 

этом случае функции )(xfy   и ( )x y   являются взаимообратны-

ми. Например, функции 3
x

y   и 
3logx y  являются взаимообрат-

ными. Пусть дана функция 3 4y x  . Тогда функция 
3

4


y
x  будет 

обратной для данной, т. е. эти функции являются взаимообратными. 

При исследовании функций и построении графиков независимую 

переменную обратной функции удобно обозначать через х, а зависи-

мую переменную – через у. Тогда взаимообратными являются функ-

● 

2 

● 

2 
х 

− − + 
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ции 3
x

y   и xy 3log , 43  xy  и 
3

4


x
y . Графики взаимооб-

ратных функций симметричны относительно биссектрисы первого и 

третьего координатных углов, т. е. относительно прямой у = х. 

Если независимая переменная х и функция у связаны соотношени-

ем F(x, y) = 0, которое не разрешено относительно у, то у называется 

неявной функцией от х, например: 2 2 9 0,x y    

33 4 5 0,x y y   2 4 5 0.x y  
 

 

Задания для аудиторной работы 

Вычислить (0), (1), ( 2)f f f   

1. 
2( ) 2 3.f x x x    2. 

2 3
( ) .

2 1

x
f x

x





 

3. 2( ) 5 2 .f x x x    4. 
2( ) 3 9.f x x x    

5. 
25 4 2

( ) .
3

x x
f x

x

 



 6. 

33 2
( ) .

4

x x
f x

x





 

 

Исследовать функции на четность. 

1. 4 2( ) 2 .f x x x   4. 
2

3

5
( ) .

2

x
f x

x x



 

2. 5 3( ) 2 .f x x x x    5. 
2 4

cos
( ) .

3

x
f x

x x



 

3. 2( ) 3 6.f x x x    6. 
3

sin
( ) .

8 5

x
f x

x x



 

Найти область определения функции. 

1. 
1

.
5 20

x
y

x





 

2

2
7. .

4

x
y

x



 

2. lg(3 4 ).у x   8. 6 18.у x   

3. lg(3 7) 3 .у x x   

 

29. 5 6.у x x     

24. 8 15.у x x  
 

1
10. 1 .

7

x
у х

x
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1
5. .

24 6

х
у

x





 

3 4
11. ln( ).

5 2

x
у

x





 

2 9
6. ln(8 5 ) .

2 9

x
у x

x


  


 

2 3 5
12. 9 .

2 1

x
у x

x


  



 

 

Задания для самостоятельной работы 

Вычислить (0), ( 1), (3)f f f . 

 
21. ( ) 2 5.f x x x    23. ( ) 7 3 2 .f x x x    

25 3
2. ( ) .

3 5

x
f x

x





 24. ( ) 6 7.f x x x    

 

Исследовать функции на четность. 

 

31. ( ) 2sin .f x x x   
2

4

5
3. ( ) .

2 cos

x
f x

x x



 

22. ( ) 2 6 5.f x x x    2 4
4. ( ) .

3

x
f x

x x


  

 

 

Найти область определения функции. 

 

3 1
1. .

6 24

x
y

x





 3. ln(5 4 ).у x   

2. lg(3 9) 5 .у x x     24. 5 6.у x x    

4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРЕДЕЛОВ ФУНКЦИИ 

4.1. Предел функции в точке 
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Число А называется пределом функции )(xfy   при 0xx  , если 

для всех значений х, достаточно близких к 0x , соответствующие зна-

чения функции как угодно мало отличаются от числа А. Записывается 

это следующим образом: 

0

lim ( ) ,
x x

f x A


  или Axf )(  при 0xx  . 

В определении предела 0x  может быть любым конечным числом 

или же одним из символов  или .  

При вычислении пределов пользуются следующими правилами: 

1) предел постоянной величины равен самой величине, т. е. 

CC
xx


 0

lim ; 

2) предел алгебраической суммы конечного числа функций равен 

алгебраической сумме пределов этих функций при условии, что преде-

лы существуют, т. е. для двух функций справедливо равенство 

)(lim)(lim))()((lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx 

 ; 

3) предел произведения конечного числа функций равен произве-

дению их пределов при условии, что эти пределы существуют, т. е. для 

двух функций справедливо равенство 

)(lim)(lim))()((lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx 

 ; 

4) если n – натуральное число, то 
n

xx

n

xx
xfxf 










)(lim))((lim

00

; 

5) постоянный множитель можно выносить за знак предела, т. е. 

)(lim))((lim
00

xfkxfk
xxxx 

 ; 

6) предел отношения двух функций равен отношению их пределов, 

если последние существуют и предел знаменателя отличен от нуля, 

т. е. 
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

0

0

0 xg

xf

xg

xf

xx

xx

xx





 , если 0)(lim

0




xg
xx

. 

4.2.Бесконечно малые и бесконечно большие функции 
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Функция ( )x называется бесконечно малой при 
0 ,x x если 

0

lim ( ) 0.
x x

x


  Бесконечно малые функции обладают следующими 

свойствами: 

1) алгебраическая сумма конечного числа бесконечно малых функ-

ций есть функция бесконечно малая; 

2) произведение конечного числа бесконечно малых функций есть 

функция бесконечно малая; 

3) произведение ограниченной величины на бесконечно малую 

функцию есть функция бесконечно малая. 

Рассмотрим бесконечно малые функции ( )x и ( ),x т. е. 

0

lim ( ) 0
x x

x


   и 
0

lim ( ) 0
x x

x


  . Так как эти бесконечно малые функции 

могут стремиться к нулю при 0xx   с разными скоростями, то для их 

сравнения находится предел отношения этих функций 
0

( )
lim

( )x x

x

x




. При 

этом возможны следующие случаи: 

1) если 
0

( )
lim 0

( )x x

x
A

x


 


(А – конечное число), то ( )x и ( )x назы-

ваются бесконечно малыми функциями одного порядка; 

2) если 
0

( )
lim 1,

( )x x

x

x





то ( )x и ( )x называются эквивалентными 

бесконечно малыми функциями при 0xx  ; в этом случае предел от-

ношения двух бесконечно малых функций не изменится, если каждую 

из них или какую-либо одну заменить им эквивалентными; 

3) если предел 
0

( )
lim

( )x x

x

x




 не существует, то бесконечно малые 

функции  ( )x и ( )x называются несравнимыми. 

Функция )(xfy   называется бесконечно большой функцией в 

точке 0x , если для всех значений х, достаточно близких к 
0 ,x соответ-

ствующие значения функции по абсолютной величине превосходят 

любое наперед заданное сколь угодно большое положительное число, 

т. е. )(xf  при 0xx   или 


)(lim
0

xf
xx

. 
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Пусть )(xf  есть бесконечно большая функция при 0xx  , тогда 

функция 
)(

1

xf
 является бесконечно малой функцией при 0xx  . Если 

( )x  есть бесконечно малая функция при 0xx  , то 
1

( )x
 является 

бесконечно большой функцией при 0xx  .  

Например, функция 2( )x x   при 0x   является бесконечно ма-

лой функцией. Тогда функция 
2

1

x
 при 0x  является бесконечно 

большой. Функция 1)( 4  xxf  при x является бесконечно 

большой. Тогда 
1

1
4 x

 при x  будет бесконечно малой функци-

ей. 

Предел 
0

( )
lim

( )x x

x

x




 отношения бесконечно малых функций может 

быть конечным, бесконечным или же вообще не существует. В этом 

случае выражение 
( )

( )

x

x




 при 0xx   называется неопределенностью 

вида 
0

0
. 

Пусть )(xf  и )(xg  при 
0 ,x x т. е. )(xf  и )(xg  явля-

ются бесконечно большими функциями в точке 0x . Предел отноше-

ния этих функций может быть конечным, бесконечным или вообще не 

существует. Выражение 
)(

)(

xg

xf
 при 0xx   называется неопределенно-

стью вида 



. 

Пример 1. Найти предел функции 
5 6

( )
4

x
f x

x





 при 1x  . 

Решение. Подставим предельное значение х = 4 в функцию: 
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1

5 6
lim

4x

x

x




=

5 1 6

1 4

 




11 2
3

3 3
   .  

Пример 2. Найти предел функции 
4

86
)(

2






x

xx
xf  при 4x . 

Решение. Подставим предельное значение х = 4 в функцию:  

4

86
lim

2

4 



 x

xx

x
=

24 6 4 8

4 4

   








0

0
. Получена неопределенность 

вида 
0

0
. Для ее раскрытия найдем корни квадратного трехчлена, за-

писанного в числителе, и разложим его на множители: 
2 6 8 0,x x   21 x , 42 x , )4)(2(862  xxxx . Подставим 

разложение в числитель: 
4

86
lim

2

4 



 x

xx

x
=

4

)4)(2(
lim

4 



 x

xx

x
= )2(lim

4



x

x

4 2 2.    

Пример 3. Найти предел 
3 2

3

2 3 2
lim

5 2 3x

x x

x x

 

 
. 

Решение. Подставим предельное значение х = ∞ в функцию: 
3 2

3

2 3 2
lim

5 2 3x

x x

x x

 

 

 
  

 
. Для раскрытия неопределенности разде-

лим числитель и знаменатель на 
3x :  

3 2

3 2 3 3 3 3

3 3

2 33 3 3

2 3 2 3 2
2

2 3 2 2
lim lim lim .

2 3 55 2 3 5 2 3
5

x x x

x x

x x xx x x x

x x x x

x xx x x

  

   
 

  
 

  

 

 

Задания для аудиторной работы 

Вычислить пределы функций. 

3

2 1
1. lim .

3 6x

x

x




 

2

4

5 4 1
11. lim .

2 3x

x x

x x
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2

1

3 4
2. lim .

2x

x

x




 

2

2

3 8 4
12. lim .

2x

x x

x

 


 

2x 0

x 2
3. lim .

2x x 4



 
 

22

2
13. lim .

4x

x

x




 

2

21

2 7 1
4. lim .

5x

x x

x x

 

   
21

1
14. lim .

2 1x

x

x x



   

3

3 2

2 7 2
5. lim .

3 6 4x

x x

x x

 

   

2

23

9
15. lim .

3 5 3x

x

x x



   

2

2

2 3 2
6. lim .

4 2 4x

x x

x x

 

   

2

2x 4

x 3x 4
16. lim .

2x 7x 4

 

   

4

2 3

5 5 1
7. lim .

4 4 5x

x x

x x

 

   

2

23

4 3
17. lim .

2 5 3x

x x

x x

 

   
3 2

2 3

7 5 6
8. lim .

2 14 3x

x x

x x

 

 
 

2

23

3 8 3
18. lim .

5 6x

x x

x x

 

 
 

3 2

2 4

5 4
9. lim .

15 3x

x x x

x x

 

 
 

2

23

3
19. lim .

5 6x

x x

x x



 
 

8 5

2 4

8 3 6
10. lim .

3 4 3x

x x

x x

 

 
 

2

21

1
20. lim .

x

x

x x




 

 

Задания для самостоятельной работы 

Вычислить пределы функций 

 

3

3 5
1. lim .

2 4x

x

x




 

3

2

5 5 1
5. lim .

4 3 5x

x x

x x

 

 
 

20

5 2
2. lim .

3 5 4x

x

x x



 
 

2

2

2 3 2
6. lim .

2x

x x

x

 


 

3

3 2

5 2 2
3. lim .

3 4 1x

x x

x x

 

   

2

22

5 6
7. lim .

3 4 4x

x x

x x

 

   

6

3 8x

3x 2x 1
4. lim .

5x 4x 7

 

 
 

2

24

4
8. lim .

16x

x x

x
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5. ПРОИЗВОДНАЯ ФУНКЦИИ 

Производной функции )(xfy   в точке х называется предел от-

ношения приращения функции к приращению аргумента, когда при-

ращение аргумента стремится к нулю: 
x

y
y

x 




 0
lim' . Другими обозна-

чениями производной могут быть ,
dx

dy
),(' xf '

xf . 

Из определения производной следует, что производная функции в 

некоторой точке есть скорость ее изменения в этой точке. 

Нахождение производной функции )(xfy   называется диффе-

ренцированием этой функции. 

Касательной к графику функции ( ),y f x  в точке М называется 

предельное положение секущей МN, когда точка N, двигаясь по графи-

ку функции ( ),y f x  стремится занять положение точки M. 

Геометрический смысл производной функции )(xfy   состоит 

в том, что производная )(' xf  в точке х равна угловому коэффициенту 

касательной к графику функции в этой точке. 

Скорость прямолинейного движения материальной точки в момент 

времени t есть производная от функции пути S(t) по времени t. В этом 

состоит механический смысл производной. 

На практике производные функций находят с помощью формул и 

правил. Основные формулы дифференцирования приведены ниже. 

 

1. ' 0.C    
'

1
2. .n nx nx   

 
'

3. .
x x

e e   
'

4. ln .x xa a a  

 
' 1

5. ln .x
x

   
'

6.
1

log .
ln

a x
x a

  

 
'

7. sin cos .x x   
'

8. cos sin .x x   
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2

1'
9. tg .

cos
x

x
   

'

2

1
10. ctg .

sin
x

x
   

 
2

1'
11. arcsin .

1
x

x




  
'

2

1
12. arctg .

1
x

x



 

 

Пусть функции u = u(x) и v = v(x) дифференцируемы в некотором 

интервале (a, b). Справедливы следующие правила: 

1) производная суммы (разности) двух функций равна сумме (раз-

ности) производных этих функций:  
' ' '

;u v u v    

2) производная произведения двух функций равна произведению 

производной первой функции на вторую плюс произведение первой 

функции на производную второй:  
' ' ';u v u v u v     ; 

3) постоянный множитель можно выносить за знак производной:

 
' 'k u k u   ; 

4) производная частного двух функций, если знаменатель не равен 

нулю, равна дроби, знаменатель которой есть квадрат прежнего знаме-

нателя, а числитель – произведение производной числителя на знаме-

натель минус произведение числителя на производную знаменателя: 

2

'''

v

vuvu

v

u 









. 

Пример 1. Найти производные функций: 

а) 
2

2

3

24
3

xx
xxy  ; б) 

3

4 3 4
35

x
xxy  ; 

в)   xxy sin32 2  ; г) 
12

43 2






x

x
y . 

Решение. а) 2

2

4 2
3 =

3
y = x - x+ -

x x

 
  

 
      '1''2 43 xxx  









 

'
2

3

2
x      

' ' '
2 ' 1 22

3 4
3

x x x x      2)1(4123 xx  
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32

3

3

44
16)2(

3

2

xx
xx   ; 

б) 































'

3

1

4

3

2

1'

3

4 3' 435
4

35 xxx
x

xxy 


2

1

2

1
5 x  

3 44

3

4

4

1

3

4

4

9

2

5

3

1
4

4

3
3

xxx
xx 











; 

в)       xxxxxxxxy cos32sin4)(sin32sin32 2'2'2'  ; 

г) 
     

2

2

2

'2'2
'

)12(

243)12(6

)12(

)12(43)12(43











x

xxx

x

xxxx
y = 

2

2

2

2

2

22

)12(

)433(2

)12(

866

)12(

86612
















x

xx

x

xx

x

xxx . 

 

5.1. Производные высших порядков 

Пусть функция )(xfy   в области D имеет конечную производ-

ную )('' xfy  , которая в свою очередь также является функцией от 

переменной х в этой же области. Производная 'y называется произ-

водной первого порядка. Если существует производная от производ-

ной первого порядка, то она называется производной второго порядка 

или второй производной от функции )(xfy   и обозначается ''y или 

)('' xf . Производная от производной второго порядка называется 

производной третьего порядка или третьей производной, и обозна-

чается '''y или )(''' xf и т. д. Производные, начиная со второго порядка 

и выше, называются производными высших порядков. 

Пример 1. Найти производную четвертого порядка функции 

145 23  xxxy . 

Решение. 4103 2'  xxy ;  

106''  xy ;  
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6''' y ;  

0)4( y . 

 

Задания для аудиторной работы 

 Найти производные функций. 

1. cos ln 2.y x x    
5

1
6. 4.y

x
   

2. 5 4 2 .xy x tg x    
4

3
7. 2 .

4
y x

x
   

53. 1.y x 
 

3 28. y x .
 

34. 2 6.y x 
 

79. y x 3. 
 

2

5. 3.
2

x
y  

 

6 5 510. 6 .y x x 
 

32 2

2

1 1 2
11. 1.

2 35
y x x

x
   

 

15. (2 ) ln .у x x  
 

46 3

3

1 1 8
12. 2.

6 33
y x x

x
     

2
16. .

2 1

xe
y

x



 

13. sin .у x tg x   
25 2

17. .
1

x
y

x





 

214. 3 (1 cos ).у x x    
2

18. .
ln

x
y

x x



 

 

Задания для самостоятельной работы 

Найти производные функций. 

1. sin 5 7.xy x    
26. (5 ) cos .у x x    

2. 5 4 2 .xy x tg x    
47. (1 3 ) ln .у x x    

3 4

5

1 1 1
3. .

3 45
y x x

x
   

 

1
8. .

xe
y

x
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3 2 5

4

1 4
4. 9 .

5
y x x

x
  

 

3

2

5
9. .

2 1

x
y

x




  

23

3

1 3
5. 2 .

2
y x x

x
    

2

sin 3
10. .

x
y

x


  

 

6. ПРИМЕНЕНИЕ ПРОИЗВОДНОЙ К ИССЛЕДОВАНИЮ 

ФУНКЦИИ 

6.1.Экстремум функции 

 

При исследовании функции приходится определять характер ее по-

ведения. Для этого можно использовать средства дифференциального 

исчисления. 

Пусть функция )(xfy   дифференцируема в интервале (a, b). То-

гда справедливы следующие утверждения: 

1) если производная )(' xf  в интервале (a, b) положительна, то 

функция )(xfy  в этом интервале возрастает; 

2) если производная )(' xf  в интервале (a, b) отрицательна, то 

функция )(xfy  в этом интервале убывает. 

Эти утверждения являются достаточными условиями возраста-

ния и убывания (монотонности) функции. 

Пример 1. Исследовать функцию 433  xxy  

на монотонность. 

Решение. Функция определена на всем множестве действительных 

чисел, т. е. ( ) ( ; ).D y    Найдем производную: 
' 23 3.y x 

Функция возрастает, если 23 3 0x   , т. е. 012 x  или же 

0)1)(1(  xx . Решив это неравенство, получим, что функция возрас-

тает при ( ; 1) (1; ).x     Функция убывает, если 23 3 0,x   т. е. 

012 x  или 0)1)(1(  xx . Решив последнее неравенство, полу-

чим, что при ( 1, 1)x   функция убывает. Таким образом, интервала-

ми монотонности функции являются ( ; 1), ( 1; 1), (1; ).     
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Особую роль в исследовании функции играют такие значения х, ко-

торые отделяют интервалы возрастания и убывания функции. В этих 

точках функция меняет характер своего поведения. 

Функция )(xfy   имеет в точке 0x  максимум, если )( 0xf  есть 

наибольшее значение этой функции в некоторой окрестности данной 

точки. Функция )(xfy   имеет в точке 0x  минимум, если )( 0xf  

есть наименьшее значение этой функции в некоторой окрестности 

данной точки. 

Точки максимума и минимума называются точками экстремума, 

а максимум и минимум называются экстремумами функции. 

Если в точке 0x  функция )(xfy   достигает экстремума, то ее 

производная в этой точке либо равна нулю, либо не существует. Это 

утверждение является необходимым признаком (условием) экстре-

мума. 

Следует иметь в виду, что необходимый признак экстремума не яв-

ляется достаточным. Это означает, что если в какой-то точке произ-

водная функции равна нулю, то эта точка не обязательно будет точкой 

экстремума. 

Точки, в которых производная функции равна нулю либо не суще-

ствует, называются критическими (стационарными). 

Пусть функция )(xfy   непрерывна в некоторой окрестности 

точки 0x  и всюду в этой окрестности имеет производную, а в точке 

0x  производная либо равна нулю, либо не существует. Тогда имеет 

место первый достаточный признак (первое достаточное условие) 

экстремума: 

1) если при переходе через точку 0x  слева направо производная 

функции меняет знак с «+» на «–», то в точке 0x  функция имеет мак-

симум; 

2) если при переходе через точку 0x  слева направо производная 

функции меняет знак с «–» на «+», то в точке 0x  функция имеет ми-

нимум; 

3) если при переходе через точку 0x  производная функции не ме-

няет знак, то в точке 0x  функция экстремума не имеет. 

При исследовании функции на экстремум имеет смысл придержи-

ваться следующей схемы: 
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1) найти область определения функции; 

2) найти производную функции и приравнять ее к нулю; 

3) решить полученное уравнение 0)(' xf  и найти критические 

точки; 

4) в области определения функции найти те точки, в которых про-

изводная )(' xf  либо равна нулю, либо не существует; 

5) все полученные точки расположить в порядке возрастания и раз-

бить область определения этими точками на частичные интервалы, в 

каждом из которых производная сохраняет знак. Таким образом, ча-

стичные интервалы являются интервалами монотонности функции; 

6) найти знак производной в каждом из частичных интервалов и по 

знаку производной определить характер изменения функции в каждом 

из этих интервалов: возрастает или убывает; 

7) по изменению знака производной при переходе через границы 

интервалов монотонности определить точки экстремума; 

8) вычислить значения функции в точках экстремума. 

Пример2. Найти экстремум функции 12
3

1 23  xxy . 

Решение. Функция определена на всей числовой прямой, т. е. 

( ) ( ; ).D y    Найдем производную, приравняем ее к нулю и ре-

шим полученное уравнение: ' 2 4 ,y x x   2 4 0,x x  ( 4) 0,x x 

01 x , 42 x . Точки 01 x  и 2 4x   являются критическими. Разобь-

ем область определения функции критическими точками на частичные 

интервалы, которые являются интервалами монотонности функции, и 

по знаку производной определим характер изменения функции в каж-

дом из этих интервалов: 

x ( ; 0)  0 (0; 4) 4 (4; )  

y Возрастает 
1 

max 
Убывает 

2
9

3
  

min 
Возрастает 

'y  + 0  0 + 

 



38 

 

05)1(4)1()1( 2' y ; 04242)2( 2' y ; 

04545)5( 2' y . По первому достаточному признаку экс-

тремума в точке х = 0 функция имеет максимум, а в точке х = 4 – ми-

нимум. При этом: 

11020
3

1 23
max y , 

3

2
91424

3

1 23
min y . 

Таким образом, у = 1 и 
3

2
9y  являются экстремумами функ-

ции. 

 

Задания для аудиторной работы 

Найти интервалы монотонности и точки экстремума функции 

31
1. 4 8.

3
y x x    31

2. 4 8.
3

y x x    

4 23. 2 5.y x x    4 3 24. 4 2 12 3.y x x x x      

 

Найти интервалы выпуклости и вогнутости и точки экстремума 

функции 

31. 3 .y x x   3 22. 3 9 .y x x x    

4 3 23. 3 8 6 1.y x x x     5 34. 2 4.y x x x     

 

Исследовать функцию с помощью производной и поcтроить ее 

график. 

31. 3 4.y x x     3 21
2. 3 2.

3
y x x x      

3 23. 6 9 3.y x x x     
3 22

4. 3 5.
3

y x x    
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Задания для самостоятельной работы 

Исследовать функцию с помощью производной и поcтроить ее 

график. 

1 3 21. 3 4.
3

y x x x     3 26. 9 15 3.y x x x     

3 52. 2 12 18 .y x x x    
1 33 27. 4 10.
3 2

y x x x     

3 23. 2 9 12 8.y x x x     31
8. 4 8.

3
y x x    

3 21
4. 2 3 4.

3
y x x x     3 29. 2 12 18 .y x x x    

35. 3 4.y x x     
3 21

10. 3 2.
3

y x x x      

7. ФУНКЦИЯ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ 

7.1. Понятие функции двух переменных. Частные производные 

Будем рассматривать две независимые переменные х и у. Каждой 

паре значений х и у на плоскости соответствует точка, для которой х и 

у являются координатами. Возьмем на плоскости множество точек и 

обозначим его },{ yxD  .  

Величина z называется функцией переменных величин х и у на 

множестве D, если каждой точке этого множества соответствует одно 

определенное значение величины z. Обозначается функция 

( , ).z f x y Множество D называется областью определения функ-

ции. 

Графиком функции двух независимых переменных является неко-

торая поверхность в пространстве. 

Рассмотрим функцию ),( yxfz  . Положим ,z C  где C  – по-

стоянная величина. Тогда уравнение ),( yxfC   дает зависимость 

между переменными х и у, при которой заданная функция z сохраняет 
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заданное значение C. Геометрически это означает, что поверхность 

),( yxfz   пересекается плоскостью ,z C  параллельной плоскости 

xOy . В результате такого пересечения полученная линия проектиру-

ется на плоскость xOy  и задается уравнением ),( yxfC  . При пере-

мещении точки с координатами ),( yx  вдоль этой линии функция со-

храняет постоянное значение, равное С. 

Линия на плоскости xOy , в каждой точке которой функция  

),( yxfz   сохраняет постоянное значение, называется линией уров-

ня этой функции. 

Пример 1. Найти линии уровня функции 2 2z x y  . 

Решение. Поверхность, определяемая функцией 22 yxz  , явля-

ется параболоидом вращения. Линиями уровня являются концентриче-

ские окружности Cyx  22
. 

Предположим, что функция ),( yxfz  определена в окрестности 

точки ),( 000 yxP . Дадим независимой переменной х приращение x . 

При этом переменная у будет сохранять свое значение. Тогда функция 

),( yxfz   получит приращение ),(),( 0000 yxfyxxfzx   по 

переменной х в точке ),( 00 yx . Это приращение называется частным 

приращением функции по переменной х в точке ),( 00 yx . Аналогич-

но определяется частное приращение функции по переменной у в 

точке ),( 00 yx : ),(),( 0000 yxfyyxfzy  . 

Частной производной функции ),( yxfz   называется предел от-

ношения частного приращения функции к частному приращению со-

ответствующего аргумента, если последнее стремится к нулю: 

x

z
z x

x
x






 0

' lim , 
y

z
z

y

y
y






 0

' lim . 

По определению частная производная функции двух переменных 

находится как производная функции одной переменной, когда вторая 

переменная остается постоянной. Поэтому вычисление частных произ-

водных ничем не отличается от вычисления производных функции од-

ной переменной и выполняется по тем же правилам. 
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Пример 2. Найти частные производные функции двух переменных 

5372 23  xxyyxz . 

Решение. Найдем частную производную по переменной х, считая 

переменную у постоянной: 376 22'  yyxz x . Теперь будем счи-

тать, что переменная х остается постоянной: xyxz y 142 3'  . 

Предположим, что частные производные 
'
xz  и 

'
yz  функции 

),( yxfz   в свою очередь являются функциями независимых пере-

менных x и y. Тогда частные производные от этих частных производ-

ных называются частными производными второго порядка или вторы-

ми частными производными функции ),( yxfz  :  ''''
xxxx zz  , 

 ''''
yxxy zz  ,  ''''

xyyx zz  ,   ''''

yyyy zz  . Производные 
''
xyz  и 

''
yxz  назы-

ваются смешанными. Для функций, удовлетворяющих некоторым 

определенным условиям, они равны между собой. 

Пример 3. Найти частные производные второго порядка функции 

13 323  xyxyyxz . 

Решение. 
' 2 2 33 3 ,xz x y y y   xxyyxz y  23' 92 , 

  
''''
xxxx zz   

'322 33 xyyyx
26xy , 

 ''''
yxxy zz  =   

'322 33 yyyyx 196 22  yyx , 

 ''''

xyyx zz  =  '23 92 xxxyyx   = 196 22  yyx , 

 ''''

yyyy zz  =  '23 92 yxxyyx  = xyx 182 3  . 

7.2. Экстремум функции двух переменных 

Пусть функция ),( yxfz   определена в некоторой области 

},{ yxD   и пусть точка DyxP ),( 000 . Точка ),( 000 yxP  называется 

точкой максимума функции ),( yxfz  , если ),( 00 yxf есть 

наибольшее значение функции в окрестности этой точки. Точка 
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),( 000 yxP  называется точкой минимума функции ),( yxfz  , если 

),( 00 yxf есть наименьшее значение функции в окрестности этой точ-

ки. Точки максимума и минимума называются точками экстремума. 

Значение функции в точке максимума называется максимумом 

функции, а значение функции в точке минимума – минимумом функ-

ции. Максимум и минимум функции называются экстремумами 

функции. 

Если в точке ),( 000 yxP  функция ),( yxfz   имеет экстремум, то 

частные производные функции в этой точке равны нулю, т. е. 
'

0 0( , ) 0xz x y  и 
'

0 0( , ) 0yz x y  . Это необходимые условия экстремума. 

Точка, в которой обе частные производные равны нулю, называется 

критической точкой функции ( , ).z f x y  Для отыскания критиче-

ских точек функции нужно найти ее частные производные, приравнять 

их нулю и решить систему двух уравнений с двумя неизвестными: 











.0

,0
'

'

y

x

z

z
 

Точки экстремума, если они есть, находятся среди критических то-

чек функции. 

Пусть ),( 000 yxP  является критической точкой функции 

),( yxfz  . Вычислим частные производные второго порядка в этой 

точке: 
''

0 0( , )xxz x y A , 
''

0 0( , )xyz x y B , 
''

0 0( , )yyz x y C . Составим выра-

жение 2BAC   и проанализируем его знак: 

1) если 02 BAC , то функция ),( yxfz  в точке ),( 000 yxP  

имеет экстремум: максимум при A < 0 и минимум при A > 0; 

2) если 02 BAC , то функция ),( yxfz  в точке ),( 000 yxP  

экстремума не имеет; 

3) если 02 BAC , то для определения экстремума нужны до-

полнительные исследования. 

Рассмотренные условия называются достаточными условиями 

экстремума. 

Пример 4. Исследовать функцию 
2223 52 yxxyxz   на 

экстремум. 



43 

 

Решение. Найдем частные производные 
2 2' 6 10 ,z x y xx   

' 2 2yz xy y   и решим систему уравнений 










         .022

,0106 22

yxy

xyx
  

Из второго уравнения получаем 2y(x + 1) = 0, y = 0, x =1. Подста-

вим у = 0 в первое уравнение: 0106 2  xx ,  2x(3x + 5) = 0, x = 0, 3x + 

5 = 0, 
3

5
x . Таким образом, найдены две критические точки 

1(0; 0)M , 
2

5
; 0

3
M

 
 
 

. Теперь в первое уравнение подставим 1:x  

0106 2  y , 42 y , 2y , 2y . Следовательно, стали известны 

еще две критические точки 
3( 1; 2)M   , 

4 ( 1; 2)M  . Найдем частные 

производные второго порядка: 
'' 12 10xxz x 

'' 2 ,xyz y '' 2 2.yyz x   

Проверим достаточные условия для точки 
1(0; 0) :M  

'' (0; 0) 12 0 10 10xxA z     , 
'' (0, 0) 2 0 0xyB z    ,  

'' (0, 0) 2 0 2 2,yyC z     2 210 2 0 10.AC B      

Следовательно, в точке 
1(0; 0)M  функция имеет экстремум. Так 

как A > 0, то это минимум. 

 При этом 00050002 2223
min z .  

Аналогично установим, что в точке 
2

5
; 0

3
M

 
 
 

 функция имеет 

максимум, причем 
27

17
40

3

5
50

3

5

3

5
2 2

2
2

3

max 

























z . 

В точках 
3( 1; 2)M    и 

4 ( 1; 2)M  экстремума нет. 

 

Задания для аудиторной работы 

Найти частные производные первого и второго порядков. 

1. 
3 3 2 32 3 4 2.Z xy x y x y      
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2. 
4 2 3 2 31

2 3 2 7.
2

Z x y x y xy y       

3. 
4 2 2 2 21

4 3 2.
4

Z x y x y xy x      

4. 
3 2 3 36 3 2 .Z x y xy xy x y      

5. 
2 3 4 2 33 4 4.Z x y xy x y y       

6. 
3 6 2 3 31

4 2 1.
3

Z x y xy x y x      

7. 5 5 2 33 2 4 7.Z xy x y x y x       

8. 5 3 8 3 3Z 2x y 4x y 2x y 6y.      

 

Исследовать функцию двух переменных на экстремум. 

1. 2 22 10 8.Z xy x y x y       

2. 2 22 3 1.Z x xy y x y     
 

3. 
2 22 3 4 5 3.Z xy x y x y       

4. 2 23 3 6 2 2.Z x xy y x y       

5. 
2 2 2.Z x y xy x y       

6. 
2 25 6 2 3 1.Z xy x y x y       

 

Задания для самостоятельной работы 

Исследовать функцию двух переменных на экстремум. 

1. 
2 23 6 6 4.Z x xy y x y       

2. 2 22 6 10 5.Z x xy y x y       

3. 2 23 3 5 8 4 26 .Z x y xy x y       

4. 
2 28 2 16 3.Z x xy y x y       

 

8. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
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8.1. Неопределенный интеграл и его свойства 

 

Функция F(x) называется первообразной функцией для функции 

f(x), если )()(' xfxF  . Если F(x) есть первообразная функция для 

функции f(x), то каждая из функций F(x) + C, где С – произвольная по-

стоянная, будет также первообразной для функции f(x). Это означает, 

что если функция f(x) имеет хотя бы одну первообразную функцию, то 

она имеет бесконечное множество первообразных функций и все они 

отличаются друг от друга на постоянную величину. 

Совокупность всех первообразных функций F(x)+ C для функции 

f(x) называется неопределенным интегралом от функции f(x) и обо-

значается   CxFdxxf )()( . 

Процесс нахождения первообразной функции называется интегри-

рованием. Переменная х называется переменной интегрирования, 

функция f(x) называется подынтегральной функцией, выражение 

f(x)dx – подынтегральным выражением. Неопределенный интеграл 

обладает свойствами, использование которых в значительной степени 

может упростить интегрирование функций. 

  Производная от неопределенного интеграла равна подынте-

гральной функции, т. е.   )()(
'

xfdxxf  . 

  Дифференциал неопределенного интеграла равен подынтеграль-

ному выражению, т. е.   dxxfdxxfd )()(  .  

  Неопределенный интеграл от дифференциала функции равен 

этой функции плюс произвольная постоянная, т. е. .  

  Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла:

  dxxfkdxxkf )()( . 

  Неопределенный интеграл от алгебраической суммы функций 

равен алгебраической сумме интегралов от этих функций, т. е. 

    dxxgdxxfdxxgxf )()()()( . 

  Результат интегрирования не зависит от обозначения переменной 

интегрирования, т. е. если   CxFdxxf )()( , то при замене пере-

  CxFxdF )()(
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менной интегрирования х на t   CtFdttf )()( . Такое свойство 

называется инвариантностью формулы интегрирования. 

При интегрировании удобно пользоваться формулами, которые со-

ставляют основную таблицу интегралов: 

1.  7.   Cxxdx sincos  

2. C
n

x
dxx

n
n 






1

1

 8. 
2

1
tg

cos
x C

xdx
   

3.   Cxdx
x

ln
1

 9. 
2

1
ctg

sin
x C

xdx
    

4.   Cedxe xx
 10.  



Cxdx

x

arcsin

1

1

2

 

5.   C
a

a
dxa

x
x

ln
 11. 

2

1
arctg

1
dx x C

x
 


 

6.   Cxxdx cossin  
 

Интегралы, занесенные в таблицу, называются табличными. Каж-

дая из формул таблицы справедлива в области определения подынте-

гральной функции. 

8.2. Основные методы интегрирования 

При интегрировании функций не всегда можно сразу использовать 

таблицу интегралов. Как правило, вначале нужно данный интеграл 

преобразовать таким образом, чтобы свести его к одной или несколь-

ким формулам таблицы. Для этого используются специальные методы 

интегрирования, основными из которых являются непосредственное 

интегрирование, замена переменной (или метод подстановки), ме-

тод интегрирования по частям. 

Суть метода непосредственного интегрирования состоит в том, что 

данный интеграл с помощью алгебраических преобразований и 

свойств неопределенного интеграла сводится к табличным интегралам. 

При этом часто удобно пользоваться некоторыми преобразованиями 

дифференциала, которые называются «подведением под знак диффе-

ренциала»: 

  Cxdx
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 )( auddu  , где а – число; 

 )(
1

aud
a

du  , где а – некоторое не равное нулю число; 

 )(
2

1 2ududu  ; 

 )(sincos udduu  ; 

 )(cossin udduu  ; 

 )(ln
1

uddu
u

 ; 


2

1
( )

cos
du d tg u

u
 . 

Примеры 1–4. Найти неопределенные интегралы: 

1)  dxx6
;  

2)    dxxx 542 23
; 

3)  







 dx

x
xe

x
x x

2

2

cos

1
sin4

1
; 

4)  














 dx

xx
x

23

4 3

1

12
3 . 

Решение. 1)  





C
x

C
x

dxx
716

716
2 ; 

2)  3 22 4 5x x dx  =
3 22 4 5x dx x dx dx     

3
4

4
2

34 xx
 

5 x C    4 31 4
5 ;

2 3
x x x C    

3)  







 dx

x
xe

x
x x

2

2

cos

1
sin4

1
=     dxedx

x
dxx x12

 

   dx
x

xdx
2cos

1
sin4

3

ln 4 ( cos ) tg 
3

xx
x e x x C         
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3

ln 4cos tg 
3

xx
x e x x C      ; 

4)  














 dx

xx
x

23

4 3

1

12
3 =    


 dx

x
dx

x

x
2

3

1
4

3

1

11
23  

  





dx
x

dxxdxx
2

3

1

4

3

1

1
23

13
11

34

3 2 arctg 
3 1

1 1
4 3

x x
x C

 

     

  

 

27

34

3 2 arctg 
7 2

4 3

x x
x C       34 7 212

3 arctg 
7

x x x C   . 

Задания для аудиторной работы 

Найти неопределенные интегралы. 

 

1. (cos(x) 3 5) .x dx   1
2. ( e 1) .x dx

x
   

33. (5 3) .х dx  
3

4
4. ( 1) .dx

х
  

6

5
5. ( 3) .dx

х
  

2

1
6. ( ) .x dx

х
   

6

5
7. ( 3) .dx

х
  

5 28. 7 .x dx  

3
9. (8 2) .x dx  

7 3 210. (20 3 ) .x x dx  

3 311. (5 3 2) .х х dx   4

2

3
12. ( 5) .x dx

x
   

52 313. ( 3 4 5) .x x dx    5

3

4
14. ( 3 ) .x x dx

x
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33 4
15. .

xxe x
dx

x

 
  

3 2

2

2 cos
16. .

x x x x
dx

x

 
  

2 3

2

5 sin 2
17. .

x x x
dx

x

 
  

3 5

3

5 2
18. .

xx x x
dx

x

  
  

Задания для самостоятельной работы 

 Найти неопределенные интегралы. 

1. (sin(x) 2 6) .x dx   
52. (6 2 ) .х x dx  

6

5
3. ( 3) .dx

х
  

3 24. 5 .x dx  

4 35. (7 1) .x dx  4

2

3
6. ( 5) .x dx

x
   

32 27. (2 4 ) .x x dx   
2

2

sin 3 2
8. .

x x x
dx

x

 
  

9. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

9.1. Определенный интеграл и его основные свойства 

Пусть функция  определена на отрезке . Выполним 

следующие действия: 

разобьем отрезок  точками … ,  на n от-

резков , , … , , которые называются частич-

ными; 

в каждом частичном отрезке  произвольно выберем точку 

, вычислим значение функции в этой точке  и про-

изведение , где ; 

если существует предел , который не зависит ни от  

способа разбиения отрезка , ни от выбора точек , то 

)(xfy  ],[ ba

],[ ba ,0 ax  ,1x ,2x bxn 

],[ 10 xx ],[ 21 xx ],[ 1 nn xx 

],[ 1 ii xx 

],[ 1 iii xxc  )( icf

ii xcf )( 1 iii xxx







n

i
ii

n
xcf

1

)(lim

],[ ba ],[ 1 iii xxc 
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он называется определенным интегралом от функции  на 

отрезке  и обозначается  

. 

Числа a и b называются нижним и верхним пределами интегри-

рования. Функция  называется подынтегральной функцией, вы-

ражение  – подынтегральным выражением, x – переменной 

интегрирования,  – отрезком интегрирования. 

Пусть на отрезке  задана непрерывная функция . 

Фигура, ограниченная сверху графиком функции , снизу 

осью Ox, сбоку – прямыми x = a и x = b, называется криволинейной 

трапецией. 

Определенный интеграл от неотрицательной функции числен-

но равен площади криволинейной трапеции. В этом состоит геомет-

рический смысл определенного интеграла. 

Определенный интеграл обладает следующими основными свой-

ствами: 

 постоянный множитель можно выносить за знак определенного 

интеграла, т. е. ; 

определенный интеграл от алгебраической суммы непрерывных 

на отрезке  функций  и  равен алгебраической сумме 

определенных интегралов от этих функций, т. е. 

; 

 если верхний и нижний пределы интегрирования поменять ме-

стами, то определенный интеграл изменит знак на противоположный, 

т. е. ; 

)(xfy 

],[ 1 iii xxc 

 
b

a

dxxf )( 





n

i
ii

n
xcf

1

)(lim

)(xf

dxxf )(

],[ ba

],[ ba 0)(  xfy

)(xfy 



 
b

a

b

a

dxxfkdxxkf )()(



],[ ba )(xf )(xg

   
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()(



 
b

a

a

b

dxxfdxxf )()(
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 если пределы интегрирования равны между собой, то опреде-

ленный интеграл равен нулю, т. е. ; 

 определенный интеграл не зависит от обозначения переменной 

интегрирования, т. е. ...; 

 если отрезок интегрирования  разбит на две части  и 

 и, если существуют интегралы  и , то  

. 

Для вычисления определенных интегралов используется формула 

Ньютона Лейбница: 

, 

где
 

,т. е.  – любая первообразная функция для 

. 

Непосредственное интегрирование предполагает сведение данно-

го интеграла с помощью алгебраических и арифметических преобразо-

ваний к формулам таблицы основных интегралов и использование 

формулы Ньютона - Лейбница. 

Примеры 1–5. Вычислить интегралы: 1) ; 2) ;  

3) ; 4) ; 5) . 

Решение. 1) = ; 



 
a

a

dxxf 0)(



 
b

a

dxxf )(  
b

a

dttf )(  
b

a

duuf )(

 ],[ ba ],[ ca

],[ bc 
c

a

dxxf )( 
b

c

dxxf )(

 
b

a

dxxf )(  
c

a

dxxf )( 
b

c

dxxf )(

 
b

a

b

a
aFbFxFdxxf )()()()(

)()(' xfxF  )(xF

)(xf


2

1

xdx
0

sin xdx






1

0

dxe x




3

0
21

1
dx

x

2

2

1
4

1
dx

x


2

1

xdx
2

3

2

1
2

2

1

2

2

2

22
2

1

2


x
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2) = ; 

3) = ; 

4) = ; 

5) = . 

 

9.2. Вычисление площадей плоских фигур 

 

Согласно геометрическому смыслу определенного интеграла пло-

щадь криволинейной трапеции, расположенной выше оси абсцисс, 

равна определенному интегралу от функции  : . Если 

плоская фигура расположена ниже оси абсцисс, то ее площадь может 

быть вычислена по формуле . 

 

0

sin xdx



 0
cos cos ( cos0) 1 1 2


       


1

0

dxe x 101
1

0
 eeee x




3

0
21

1
dx

x

3

0
arctg arctg 3 arctg0

3
x


  


2

2

1
4

1
dx

x









2

2

13

2

2

1

32

2

1

4

3

1

3 x

x
dxx

8

5
2

2

1
3

1

23

1
33






































)(xf 
b

a

dxxfS )(


b

a

dxxfS )(

y = f(x) 

y = f(x) 
0 

0 х 

х 

у 

х 
у 

а 

а b 

b 
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Пусть фигура ограничена снизу графиком функции  

сверху – графиком функции , слева – прямой x = a и справа – 

прямой x = b. 

 
Тогда площадь фигуры, ограниченной этими линиями, вычисляется 

по формуле . 

Пример 1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

, . 

Решение. Графиком функции  является парабола, 

ветви которой направлены вверх. Найдем точки пересечения параболы 

с осью Ох: , , , . 

Уравнение прямой   запишем в виде . Изобразим 

эти линии в системе координат и найдем площадь заштрихованной 

фигуры. 

1( ),y f x

)(2 xfy 

  
b

a

dxxfxfS )()( 12

62  xxy 02  xy

62  xxy

062  xx 25)6(141 D 31 x 22 x

02  xy 2 xy

b а  0  

y  

y = f2(x) 

y = f1(x) 

x  
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Найдем абсциссы точек пересечения линий: , 

, , . Тогда площадь заштрихованной фигуры 

равна   

(кв. ед.). 

Задания для аудиторной работы 

 

Вычислить определенные интегралы. 

 
2

1

1. (2 1) .x dx



  

2

3

2

2
2. 4 .x dx

x


 
 

 
  

0
2

1

3. (3 2) .x dx



  

5

2

3

1
4. 2 .x dx

x


 
  
 
  

2
3

0

5. (8 4 ) .x x dx  

1
2

6

1

5
6. 3 .x dx

x


 
  
 
  

1

4

0

7. (5 8) .x dx  
2

0

8. cos( ) .x dx



  

262  xxx

042 x 21 x 22 x

  



2

2

2 62 dxxxx  



2

2

2 4 dxx 

















2

2

3

4
3

x
x


















 )2(4

3

)2(
24

3

2
33

3

2
108

3

8
8

3

8


у 

0 -2 -3 

• 

• 

• • 2 х 
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8

3

1

9. (4 1) .x dx   
1

2

0

10. 9 .xe x dx  

1

5

0

11. (6 5) .x dx  

1

1
12. 3 .

e

dx
x

 
 

 
  

 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями. 

 

1. . 

2. . 

3. . 

4. 
2 3 ; 2 .y x x y x   

 

 

Задания для самостоятельной работы 

 

Вычислить определенные интегралы. 
1

2

1. (6 1) .x dx



  

1

3

1

4
3. 2 .x dx

x


 
 

 
  

1

3

0

2. 4 1) .x dx  
2

0

4. sin(x)dx.



  

 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями.  

21. y x 1; y 3x 3.     

22. y x 2x 3; y 4 2x.       

 

10. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  

ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

0,322  yxxy

2,1,2 2  xxxy

04,42  xyxxy
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10.1. Понятие дифференциального уравнения.  

Общее и частное решение 

При изучении различных явлений часто не удается найти закон, ко-

торый непосредственно связывает независимую переменную и иско-

мую функцию, но можно установить связь между независимой пере-

менной, искомой функцией и ее производными. 

Соотношение, связывающее независимую переменную, искомую 

функцию и ее производные, называется дифференциальным уравне-

нием: 

 
. (1) 

где x – независимая переменная, y – искомая функция, 

– производные искомой функции. При этом в соотношении (1) обяза-

тельно наличие хотя бы одной производной. 

Порядком дифференциального уравнения называется порядок 

старшей производной, входящей в уравнение. 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 

 
. (2) 

Так как в это уравнение входит производная только первого поряд-

ка, то оно называется дифференциальным уравнением первого поряд-

ка. 
Если уравнение (2) можно разрешить относительно производной и 

записать в виде 

 
, (3) 

то такое уравнение называется дифференциальным уравнением 

первого порядка в нормальной форме. 

Во многих случаях целесообразно рассматривать уравнение вида 

 
, (4) 

которое называется дифференциальным уравнением первого по-

рядка, записанным в дифференциальной форме. 

Так как , то уравнение (3) можно записать в виде

 или , где можно считать 

0),...,'',',,( )( nyyyyxF

)(,...,'',' nyyy

0)',,( yyxF

),(' yxfy 

0),(),(  dyyxQdxyxP

dx

dy
y '

),( yxf
dx

dy
 0),( dydxyxf
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 и . Это означает, что уравнение (3) пре-

образовано в уравнение (4).  

Запишем уравнение (4) в виде . Тогда 

, , , где можно считать 

, т. е. получено уравнение вида (3). Таким образом, 

уравнения (3) и (4) равносильны. 

Решением дифференциального уравнения (2) или (3)  называется 

любая функция , которая при подстановке ее в уравнение (2) 

или (3) обращает его в тождество: 

 или . 

Процесс нахождения всех решений дифференциального уравнения 

называется его интегрированием, а график решения  диффе-

ренциального уравнения называется интегральной кривой этого 

уравнения. 

Если решение дифференциального уравнения получено в неявном 

виде , то оно называется интегралом данного дифферен-

циального уравнения. 

Общим решением дифференциального уравнения первого порядка 

называется семейство функций вида φ( , )y x C , зависящее от произ-

вольной постоянной С. Каждая из функций является решением данно-

го дифференциального уравнения при любом допустимом значении 

произвольной постоянной С. Таким образом, дифференциальное урав-

нение имеет бесчисленное множество решений. 

Частным решением дифференциального уравнения называется 

решение, получаемое из формулы общего решения при конкретном 

значении произвольной постоянной С, включая . 

 

Задания для аудиторной работы 

 

Решить дифференциальные уравнения. 

),(),( yxfyxP  1),( yxQ

0),(),( 
dx

dy
yxQyxP

),('),( yxPyyxQ 
),(

),(
'

yxQ

yxP
y  0),( yxQ

),(

),(
),(

yxQ

yxP
yxf 

( )y x 

( , ( ), '( )) 0F x x x   '( ) ( , ( ))x f x x  

( )y x 

0),(  yx
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1. .xdx ydy  5. 1.yxe y   

2. sin 0.y y x    6. 0.xy y    

5
3 23. .y y x   

3 2 5 27. 0.y x y x y    

2 3 24. 0y x y x y    
3 28. 0.x y x y    

 

Найти частное решение дифференциальных уравнений 

 

21. 0; (1) 3.y x y     2 33. 0; (0) 2.x y x y     

4 2 32. 0; (1) 0.xy y x y y     
2 24. 0; (0) 0.y y x y y     

 

Задания для самостоятельной работы  

 

Решить уравнения. 

21. 3 .x dx ydy  
3. cos( ) 0.y y x    

32. 4 .y y x   
4 2 34. 0.x y x y    

 

Найти частное решение дифференциальных уравнений 

 

31. 2 0; (1) 0.y x y     
3 43. 0; (0) 1.x y x y      

2 4 4 32. 3 0; (1) 0.x y y x y y     4 34. 0; (0) 0.y y xy y     

 

11. ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ 

Тест для контроля знаний студентов по темам «Прямая линия 

на плоскости», «Функция одной переменной:  

область определения, предел» 

Вариант 1 

1. Точка А(1; 0) принадлежит прямой: 
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1) 2 5 2 0;x y    

2) 4 3 1 0;x y    

3) 4 0;y    

4) 3 2 1 0.x y    

2. Абсцисса точки М, принадлежащей прямой 7 - 5 -1 = 0x y равна -

2. Ордината точки М равна: 

1
1) ;

5
 

5
2) ;

7
  

 3) 3; 

 4) 7. 

3. Значение функции 
3 2

4

2
x - x

f(x) =
- x

 при 0 1x   равно: 

1) 2; 

5
2) ;

3
  

3) 1; 

4) 1. 

4. В область определения функции 
3 6

( )
12 4

x -
f x =

- x
 не входит точка: 

1) 2; 

2) 3; 

3) 2; 

4) 3. 

5.  Наибольшее целое значение x из области определения функции 

( ) 5f x = - x равно 

1) 4; 

2) 5; 

3) 6; 

4) 0. 

6. Предел функции 
7 - 2

( ) =
3 - 2

x
f x

x
при 2x  равен: 
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1) 2; 

2) 2; 

3) 4; 

4) 0. 

7. 
2

1

4 + 2 -1
lim

5 - 4x

x x

x
равен: 

1) 1; 

2) 5; 

3) 4; 

4
4) .

5
 

8. 
2

2

2 - 5 + 2
lim

- 2x

x x

x
равен: 

1) 2; 

2) 3; 

1
3) .

2
  

5
4) .

2
 

9. 
3

2 3

4 + 2 +1
lim

6 8x

x x

x - x + x
равен: 

1) 2; 

2) 3.; 

1
3) ;

2
  

5
4) .

2
 

10. Найти область определения функции ( ) 7 lg( 5) :f x = - x + x +  

 1) 5;7 ;  

2) ( 5;7 ;  

 3) 5;7 ;  

4) ( ;7).  
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Вариант 2 

1. Точка А(-1; 1) принадлежит прямой: 

1) 2 5 2 0;x y    

2) 4 3 1 0;x y    

3) 4 0;y    

4) 3 2 1 0.x y    

2. Абсцисса точки М, принадлежащей прямой 2 - 5 1 = 0,x y + равна 

3. Ордината точки М равна: 

1
1) ;

5
 

2
2) ;

7
  

 3) 1; 

 4) 7. 

3. Значение функции 
+ 2

2
5x x

f(x) =
2 - x

 при 0 1x   равно: 

1) 8; 

5
2) ;

3
  

3) 1; 

4) 1. 

4. В область определения функции 
5 15

( )
16 4

x -
f x =

- x
 не входит точка: 

1) 4; 

2) 3; 

3) 4; 

4) 3. 

5.  Наибольшее целое значение x из области определения функции 

( ) 8f x = - x равно: 

1) 7; 

2) 9; 

3) 8; 
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4) 0. 

6. Предел функции 
7 - 3

( ) =
5 3

x
f x

x + 
при 1x  равен: 

1) 2; 

2) 5; 

3) 4; 

4) 0. 

7. 
2

1

3 - - 5
lim

4 - 3x

x x

x
равен: 

1) 1; 

2) 5; 

3) -3; 

4
4) .

5
 

8. 
2

3

3 - 8 3
lim

- 3x

x x -

x→

равен: 

1) 2; 

2) 10; 

1
3) ;

4
  

5
4) .

3
 

9. 
3

3

2

3 + 4 +1
lim

4 6x

x x

x - x + x
равен: 

1) 2; 

2) 3; 

1
3) ;

2
  

5
4) .

2
 

10. Найти область определения функции ( ) 3 lg( 1) :f x = - x + x +  

 1) 1; 3 ;  
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2) ( 1; 3];  

3) [ 1; );   
4) ( ; 3).  

Вариант 3. 

1. Точка А(2; 4) принадлежит прямой: 

1) 2 5 2 0;x y    

2) 4 3 1 0;x y    

3) 4 0; y  

4) 3 2 3 0.  x y  

2. Ордината точки М, принадлежащей прямой 5 - 2 6 = 0,x y + равна 

2. Абсцисса точки М равна: 

1
1) ;

5
 

2
2) ;

7
  

 3) 2; 

 4) 7. 

3. Значение функции 
3 + 5

( )
4 5

2
x x

f x =
- x

 при 0 1x = - равно: 

1) 8; 

2
2) ;

9
  

3) 1; 

4) 1. 

4. В область определения функции 
4 5

( )
6 2

x -
f x =

- x
 не входит точка: 

1) 4; 

2) 3; 

3) 4; 

5
4) .

4
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5.  Наименьшее целое значение x из области определения функции 

( ) 6 3f x = x - равно: 

1) 3; 

2) 9; 

3) 2; 

4) 1. 

6. Предел функции 
7 - 3

( ) =
5 3

x
f x

x + 
при 1x  равен: 

1) 2; 

2) 5; 

3) 4; 

4) 0. 

7. 
2

1

5 - 3 - 8
lim

7 - 2x

x x

x
равен: 

1) 1; 

2) 5; 

3) 4; 

1
4) 1 .

5
  

8. 
2

2

2 - 3 2
lim

- 2x

x x -

x→

равен: 

1) 5; 

2) 10; 

1
3) ;

4
  

5
4) .

3
 

9. 
2

5

3

2

5 + 4 +1
lim

4 6x

x x

x - x + x
равен: 

1) 2; 

2) 3; 

1
3) ;

2
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4) 0.  

10. Найти область определения функции ( ) 1 ln( 3) :f x = - x + x +  

 1) 3;1 ;  

2) ( 3;1];  

3) [1; );  

4) ( ; 3).   

Вариант 4 

1. Точка А(2; 3) принадлежит прямой: 

1) 6 12 0; x  

2) 4 3 1 0;  x y  

3) 4 0; y  

4) 3 2 3 0.  x y  

2. Ордината точки М, принадлежащей прямой 3 - 7 4 = 0,x y + равна 

2. Абсцисса точки М равна: 

1
1) ;

5
 

2
2) ;

7
  

 3) 6; 

 4) 1. 

3. Значение функции 
- 5

( )
7 2

2
x x

f x =
- x

 при 0 1x =  равно: 

1) 8; 

2
2) ;

9
  

3) 1; 

2
4) .

3
 

4. В область определения функции 
7 5

( )
15 3

x -
f x =

- x
 не входит точка: 
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1) 5; 

5
2) ;

3
  

3) 4; 

7
4) .

5
 

5.  Наименьшее целое значение x из области определения функции 

( ) 8 5f x = x - равно: 

5
1) ;

8
 

2) 0; 

3) 4; 

4) 1. 

6. Предел функции 
4 - 7

( ) =
5 1

x
f x

x - 
при 1x  равен: 

1) 2; 

2) 5; 

1
3) ;

2
  

4) 0. 

7. 
2

2

- 4 - 4
lim

5 -12x

x x

x
равен: 

1) 1; 

2) 5; 

3) 4; 

1
4) 1 .

5
  

8. 
2

2

2 - 3 2
lim

- 2x

x x -

x→

равен: 

1) 5; 

2) 1; 

3) 4;  
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4
4) .

5
 

9. 
3 2

2 5 4

3 + 5 +1
lim

7 2x

x x

x - x + x
равен: 

1) ;  

2) 3; 

1
3) ;

2
  

4) 0.  

10. Найти область определения функции ( ) 1- ln( 5) :f x = x + x +  

 1) 5;1 ;  

2) ( 5;1];  

3) [1; );  
4) ( ; 5).   

 

Тест для контроля знаний студентов по темам «Производная 

функции одной переменной», «Применение производной к иссле-

дованию функции», «Функция двух переменных» 

 

Вариант 1 

1. Значение производной функции ( ) 3 2 4
2

f x = x - x +  в точке 

0 0x = равно: 

1) 6; 

2) 3; 

3) 4;  

4) 2.  

2. Производная функции 
2

( ) 4 5
x

f x = + x  равна: 

1) 3 10 ;x x  

2) 24 ln 4 5 ;x x   
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3) 
4

10 ;
ln 4

x

x  

4) 4 ln 4 10 .x x   

3. Производная функции 
6

5
( ) 3f x x

x
   равна: 

1) 
5

25
3;

x
  

2) 
7

30
3 ;x

x
   

3) 
5

30
3;

x
  

4) 
7

30
3.

x
   

4. Производная функции 3( ) 4f x x   равна: 

1) 
3 2

1
4;

3 x

  

2) 
3 23 ;x  

3) 
3 2

1
;

3 x

 

4) 34 .x  

5. Производная функции 
2

4
( )

x
e

f x
x


  равна: 

1) 
3

( 2) 8
;

xe x

x

 
 

2) ;
2

xe

x
 

3) 
4

4
;

xe

x
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4) 
2

4

4
.

xx e x

x

 
 

6. Производная функции 2
( ) (2 5 ) ln( )f x x x x    равна: 

1) (4 5) ln (2 5);x x x     

2) 
1

(4 5) ;x
x

   

3) 2 1
(2 5 ) ;x x

x
   

4) (4 5) ln .x x   

7. 2 3
3 5 4 3z x xy x y    . Частная производная /

xz равна: 

1) 26 15 4 3 ;x y y    

2) 36 5 4;x y   

3) 215 3;xy   

4) 2 23 15 .x xy  

8. 
2 3

5 4 2z x y xy x   . Частная производная второго порядка
/ /

yxz

равна: 

1) 10 4 2;y x   

2) 
210 12 ;x y  

3) 10 2;x  

4) 
25 4 .x y  

9. Функция
3 2

( ) 12 3
3 2

x x
f x x    имеет минимум в точке 

1) 4; 

2) 3; 

3) 4; 

1
4) .

3
  

 

Вариант 2 
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1. Значение производной функции 2
( ) 5 3 1f x x x    в точке 

0 0x = равно: 

1) 6; 

2) 3; 

3) 4;  

4) 2.  

2. Производная функции 3
( ) 3

x
f x e x   равна: 

1) 9 ;xe x  

2) 29 ;xe x  

3) 9 ;
1

xe
x

x



 

4) ln 3 ;xe e x   

3. Производная функции 
4

3
( ) 2f x x

x
   равна: 

1) 
3

3
2 ;x

x
  

2) 
3

12
2;

x
   

3) 
5

12
2;

x
   

4) 
3

4
2 .x

x
  

4. Производная функции 
3 2

( ) 1f x x   равна: 

1) 
3 2

1
1;

3 x

  

2) 
3 23 ;x  

3) 
3

2
;

3 x
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4) 
3 55 .x  

5. Производная функции 
2

4
( )

x
e

f x
x


  равна: 

1) 
3

( 2) 8
;

xe x

x

 
 

2) ;
2

xe

x
 

3) 
4

4
;

xe

x


 

4) 
2

4

4
.

xx e x

x

 
 

6. Производная функции 2
( ) (2 5 ) ln( )f x x x x    равна: 

1) (4 5) ln (2 5);x x x     

2) 
1

(4 5) ;x
x

   

3) 2 1
(2 5 ) ;x x

x
   

4) (4 5) ln .x x   

7. 
2 3

3 5 4 3z x xy x y    . Частная производная 
/

xz равна: 

1) 26 15 4 3 ;x y y    

2) 36 5 4;x y   

3) 215 3;xy   

4) 2 23 15 .x xy  

8. 
2 3

5 4 2z x y xy x   . Частная производная второго порядка
/ /

yxz

равна: 

1) 10 4 2;y x   

2) 
210 12 ;x y  
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3) 10 2;x  

4) 25 4 .x y  

9. Функция
3 2

( ) 12 3
3 2

x x
f x x    имеет минимум в точке 

1) 4; 

2) 3; 

3) 4; 

1
4) .

3
  

 

Вариант 3 

1. Значение производной функции 3
( ) 5 7 3f x x x    в точке 

0 0x = равно: 

1) 6; 

2) 3; 

3) 4;  

4) 7.  

2. Производная функции 
2

( ) 2 2
x

f x x   равна: 

1) 2 4 ;x x  

2) 22 ln 2 4 ;x x   

3) 
2

4 ;
ln 2

x

x  

4) 2 ln 2 4 .x x   

3. Производная функции 
6

1
( ) 2

6
f x x

x
   равна: 

1) 
5

1
2;

6x
  

2) 
7

1
2;

x
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3) 
5

6
2;

x
  

4) 
7

36
2.

x
   

4. Производная функции 4( ) 5f x x   равна: 

1) 
4 3

1
5;

4 x

  

2) 

4 33
;

4

x
 

3) 
4 5

1
;

4 x

 

4) 
4 3

1
.

4 x

 

5. Производная функции 
2

7
( )

x
e

f x
x


  равна: 

1) 
3

( 2) 7
;

xe x

x

 
 

2) ;
2

xe

x
 

3) 
4

2
;

xe x

x


 

4) 
2

4

( 2 7)xe x x

x

  
. 

6. Производная функции 
2

( ) (3 4 ) ln( )f x x x x    равна: 

1) (6 4) ln (3 4);x x x     

2) 
1

(6 4) ;x
x
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3) 2 1
(3 4 ) ;x x

x
   

4) 
1

(6 4) ln .x x
x

    

7. 2 3
2 4 7 2z x xy x y    . Частная производная /

xz равна: 

1) 26 15 4 3 ;x y y    

2) 34 4 7;x y   

3) 215 3;xy   

4) 34 4 2.x y   

8. 2 3
5 4 9z x y xy x   . Частная производная второго порядка

/ /
yxz

равна: 

1) 10 4 2;y x   

2) 210 12 ;x y  

3) 10 2;x  

4) 25 4 .x y  

9. Функция
3 2

2 3
( ) 5 7

3 2

x x
f x x    имеет минимум в точке 

1) 1; 

2) 3; 

3) 4; 

5
4) .

2
  

 

Вариант 4 

. Значение производной функции
3

( ) 7 2 1f x x x    в точке 0 0x =

равно: 

1) 6; 

2) 3; 

3) 4;  
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4) 2.  

2. Производная функции 4
( ) 2

x
f x e x   равна: 

1) 8 ;xe x  

2) 38 ;xe x  

3) 8 ;
1

xe
x

x



 

4) 3lnx 2 .xe x   

3. Производная функции 
4

1
( ) 5

4
f x x

x
   равна: 

1) 
3

4
5 ;x

x
  

2) 
3

1
5;

x
   

3) 
5

1
5;

x
   

4) 
3

20
5 .x

x
  

4. Производная функции 
5 2

( ) 3f x x   равна: 

1) 
5 2

1
3;

5 x

  

2) 
5 25 ;x  

3) 
5 3

2
;

5 x

 

4) 
3 55 3.x   

5. Производная функции 
sin 4

( )
x

f x
x


  равна: 

1) 
sin ( 2) 1

;
x x

x
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2) cos 1;x  

3) 
2

cos 1
;

x

x


 

4) 
2

cos sin 4x x x

x

  
. 

6. Производная функции 2
( ) ( 3 )

x
f x x x e    равна: 

1) 2( 3) (2 2) ;x xx e x e      

2) 2(3 5 3) ;xx x e    

3) 2( 2 ) ;xx x e   

4) 
2( 3)

.
x x

x

x e e

e

  
 

7. 3 2
5 3 4 3z x xy x y    . Частная производная 

/
yz равна: 

1) 2 215 3 4 3;x y    

2) 6 3;xy   

3) 215 3 4;x y   

4) 2 23 15 .x xy  

8. 
3 2

3 4 4z x y xy y   . Частная производная второго порядка
/ /

yxz

равна: 

1) 29 8 ;x y  

2) 22 9 ;x y  

3) 8 2;x  

4) 2 25 4 .x y  

9. Функция

2
3

( ) 2 6
2

x
f x x x    имеет минимум в точке 

1) 1; 

2) 5; 

3) 1; 
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2
4) .

3
  

Тест для контроля знаний студентов по темам 

 «Неопределенный интеграл», «Определенный интеграл», 

«Применение определенного интеграла», 

«Дифференциальные уравнения» 

 

Вариант 1 

1. ( cos )
x

e x dx  равен: 

1) sin ;xe x  

2) 1 sin ;xe x c    

3) cos ;xe x c   

4) sin .xe x c   

2. 4
(5 3)x dx равен: 

1) 35 3 ;x x c   

2) 5 3 ;x x  

3) 5 3 ;x c   

4) 5 3 .x x c   

3. 4 xdx  равен: 

1) 
4 5 ;x c  

2) 
1

;c
x
  

3) 

4 54
;

5

x
c  

4) 
45

.
4

x
c  

4. 
3

2
( 4 )x dx

x
 равен: 
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1) 
4

2
4 ;c

x
   

2) 
2

4

8
2 ;x c

x
   

3) 
2

2

1
2 ;x c

x
    

4) 
2

4

2
4 .x c

x
    

5. 
2 x

x x e
dx

x

 
 равен: 

1) 
2

2 ;
2

xx
x e   

2) 
2

;
2

xx
e  

3) 2 ;xx e c   

4) 
2

.
2

xx
e c   

6. 
0

2

1

(3 4)x dx


 равен: 

1) 3; 

2) 3; 

3) 7; 

4) 0.  

7. 
4

1

( 2 )x x dx равен: 

1) 10; 

2) 22; 

3) 
2

19 ;
3
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4) 
1

.
3

 

8. 
1

2

5
1

4
( 3 1)x dx
x

  равен: 

1) 0; 

2) 2 

3) 4;  

4) 
1

.
2

  

9. Частное решение дифференциального уравнения 3
4 0,  y x  

(1) = 0 :y  

1) 4 1;y x   

2) 4 2;y x   

3) 34 ;y x c   

4) 34 1.y x   

10. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями 
2

4 5,  3 11.y x x y x       

Вариант 2 

1. 
1

( )
x

e dx
x
  равен: 

1) ln ;xe x c   

2) 
2

2
;xe

x
  

3)  
2

2
;xe c

x
   

4) .xx e c   

2. 
2

(3 2)x dx равен: 
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1) 3 2 ;x x c   

2) 2 3 ;x c   

3) 3 2 ;x x  

4) 
3

2 .
3

x
x c   

3. 3 xdx  равен: 

1) 
3 4 ;x c  

2) 
1

;c
x
  

3) 

3 43
;

4

x
c  

4) 

4 3

.
4

x
c  

4. 
4

3
( 6 )x dx

x
 равен: 

1) 
4

2
6 ;c

x
   

2) 
2

3

1
3 ;x c

x
    

3) 
2

2

1
6 ;x c

x
    

4) 
2

3

1
3 .x

x
  

5. 
2

2

cosx x x
dx

x

 
 равен: 

1) sin ;x c  

2) ln sin ;x x c   

3) ln sin ;x x c   
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4) 
1

sin .x c
x
   

6. 
0

3

1

(4 2)x dx


 равен: 

1) 3; 

2) 3; 

3) 7; 

4) 0.  

7. 
8

3

1

( 2 )x x dx равен: 

1) 10; 

2) 22; 

3) 
1

74 ;
4

 

4) 
3

.
4

  

8. 
1

4
1

3
( 2 1)x dx

x

  равен: 

1) 0; 

2) 2 

3) 4;  

4) 
1

.
2

  

9. Частное решение дифференциального уравнения 
4

5 0,y x  

(0) = 3 :y  

1) 4 1;y x   

2) 5 3;y x   

3) 44 ;y x c   

4)  320 1.y x   
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10. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями 
2

4 5,  3 11.y x x y x       

Вариант 3 

1. (2 cos )
x

x dx  равен: 

1) 2 sin ;x x  

2) 
2

sin ;
ln 2

x

x c   

3)  12 sin ;x x c    

4) 2 ln 2 sin .x x c    

2. 
2

(3 5)x dx равен: 

1) 3 5 ; x x c  

2) 33
5 ;

2
x x  

3) 3 5 ;x x  

4) 3 5 . x c  

3. 3 xdx  равен: 

1) 
4 3 ;x c  

2) 
3

1
;c

x

  

3) 

3 43
;

4

x
c  

4) 
44

.
3

x
c  

4. 
4

3
( 3 )x dx

x
  равен: 
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1) 
5

3
3 c

x
   

2) 
2

3

1 3
;

2

x
c

x
   

3) 
2

5

1 3
;

2

x
c

x
    

4) 
2

4

2
4 .x c

x
    

5. 
4 3

3

x
x x e

dx
x

 
 равен: 

1) 
2

2 ;
2

xx
x e   

2) 
2

;
2

xx
e  

3) 2 ;xx e c   

4) 
2

.
2

xx
e c   

6. 
0

2

1

(3 1)x dx


 равен: 

1) 2; 

2) 3; 

3) 2; 

4) 0.  

7. 
4

1

(3 4 )x x dx равен: 

1) 10; 

2) 16; 

3) 1; 

4) 0. 
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8. 
1

3

4
1

3
( 8 1)x dx

x

  равен: 

1) 0; 

2) 2 

3) 3;  

4) 
1

.
2

  

9. Частное решение дифференциального уравнения 4
5 0,  y x  

(-1) = 0 :y  

1) 5 1y x   

2) 45y x c   

3) 5 1y x   

4)  320 1y x    

10. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями 
2

4 2,  2 5y x x y x      

Вариант 4 

1. ( )
x

e tgx dx  равен: 

1) sin ;xe x  

2) 1 ;xe ctgx c    

3) 2cos ;xe x c   

2

1
4) .

cos

xe c
x

   

2. 
5

(6 3)x dx равен: 

1) 35 3 ;x x c   

2) 5 3 ;x x  

3) 6 3 ;x x c   
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4) 
6

3 .
5

x
x c   

3. 
4 3

x dx  равен: 

1) 
4 5 ;x c  

2) 
1

;c
x
  

3) 

4 53
;

4

x
c  

4) 

4 34
.

7

x x
c  

4. 
4

3
( 4 )x dx

x
 равен: 

1) 
3

2
4 ;c

x
   

2) 
2

5

8
2 ;x c

x
   

3) 
2

3

1
2 ;x c

x
    

4) 
2

5

2
4 .x c

x
    

5. 
3 2

2

x
x x e

dx
x

 
 равен: 

1) 
2

2 ;
2

xx
x e   

2) 
2

;
2

xx
e  

3) 2 ;xx e c   
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4) 
2

.
2

xx
e c   

6. 
0

2

1

(3 1)x dx


 равен: 

1) 3; 

2) 3; 

3) 7; 

4) 0.  

7. 
4

1

( 4 )x x dx равен: 

1) 10; 

2) 22; 

3) 
1

2 ;
3

  

4) 
1

.
3

 

8. 
1

2

5
1

4
( 6 2)x dx

x

  равен: 

1) 0; 

2) 2 

3) 4;  

4) 
1

.
2

  

9. Частное решение дифференциального уравнения 3
4 0,  y x  

(-1) = 1:y  

1) 4 1;y x   

2) 4;y x  

3) 34 ;y x c   

4) 34 1.y x   
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10. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями 
2

6 7,  7.y x x y x       
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